ZEITSCHRIFT 

FÜR 
MATHEMATIK 
UND  PHYSIK 


III 

Digitized  by  Google 


\ 


üiyiLized  by  Google 


uyui^üd  by  Google 


4 


uiyui^ud  by  Google 


Zeitschrift 

fttr 

thematik  und  Physik 


herausgaben 


ontor  der  TtraatwoflilidMii  Badaetfon 
Ton 

Dr.  O.  SotalömUdh,  Dr.  E.  Kahl 

and 

Dr.  M.  Cantor. 


XXin.  JahigMig. 


LEIPZIG, 
Verlag  von  B.  O.  Tenbner. 
t878. 


Digitized  by  Google 


I 


I 

i>ruok  voo  B.  U.  TtubiMt  is  OrNdna.  I 


.  j  ^  d  by  Google 


Inhalt. 


Arithnetlk  und  Aiialysls.  mm 
lieber  swei einfach*'  Methoden  snr  AnflOtang nnmerisclier  Gleich- 
ungen.   Von  Dr.  A  Giesen  85 

Zur  Theorie  der  Eliminution.    Von  J.  Toeplit«  61 

Ueber  beaümiute  Integrale.    Von  Prof.  Dr.  ThomM  67 

Ueber  ftqnifalente  Abbildnng.  Von  8tad.  T.  MelllMnMr   .....  69 

Veheae  einige  unendliche  Baihen,  V<m  0.  SehlSnütb  189 

Ueber  die  Summen  Ton-  Potenten  der  redpioken  natfirtidien  Zahlen.  Von 

0.  Schlömilch  135 

Zur  Lehre  von  den  IJinomialcoeiticieutun.    Von  Oberl.  V.  Schlegel  263 

Ueber  die  Wurzeln  der  Gleichung  y^~x'J.    Von  Dr.  Sohwaring  339 

Zar  Untertnchnng  der  «weiten  Varia tion  einfacher  Integrale.  Von 

Oymnaiiall.  BrtaaBn  868 

Ueber  die  Verallgemeinerung  der  partiellen  Integration.  Von  Dr.  WofflWkj .  107 
Heber  eUiptiicbe  Integiale.   Von  Prof:  Dr.  Thma»  40» 

Synthetische  und  analytische  Geometrie. 
Kaustische  Linien  in  kinematischer  Beliandluug.   V^ou  Dr.  0.  Keselsr  1 
Znr  eynthetiichen  Behandlang  der  ebenen  Carven  vierter  Ord* 

nnng.  Von  OberL  ■niaowakl  86 

Scihlnei  der  Abhandlang  Sil 

Kinematisch- genmetriiJ che  Theorie  der  affin-veränderlichen,  ähn- 
lich-veränderlichen und  starren  Systeme.    Von  Prof.  Dr.  Bur- 

BMster  108 

Ueber  einen  geometriachen  Sali.  Von  Oberl.  miiaovikl  189 

^eber  die  geometrische  Darstellang  des  Imaginftren  TOm  Stand- 

punkte  der  Äasdehnungslehre.   Von  Oberl.  V.  SeUagel  ....  141 
Zar  Theorie  dreifach  orthogonaler  Flächensysteme.    Von  Dr. 

Th.  Kött«ritz«ch  168 

Bemerkungen  über  das  vollstäudige  Viereck.   Von  0.  Bchlömiloh  191 

Ueber  doppelt -centrisehe  Vieredie.  Von  0.  Sddtaihh  193 

lieber  einen  das  SehnenftlnMc  betreffenden  Sats.  Von  Prot  K.  fkeaas  .  .  IM 
Teber  das  dem  Cartesischen  reciproke  Coordinatensystem.  Von  OberL  V.  Schlägel  186 
lieber  das  gleichseitige  hyperbolische  Paraboloid  and  ein  daraas 

abgeleitetes  Strahrsystera.    Von  Dr.  Schönflie»  245 

Einige  Eigenschaften  der  ebenen  und  sphärischen  Kegelschnitte.  Von  S.  Mehmke  255 
Ueber  ein  specielles  Hyperboloid  und  andere  mit  ihm  Ensammen- 

h&ngende  Bogel flllchen.  Von  Dr.  Sihiaflies  868 


• 

Digitized  by  Google 


IV  ^ «  Inhalt 


Ueber  die  Polarflftclien  der  windschiefen  FUehen  dritter  Or  dnang. 

Von  Prof.  Dr.  Hoddielai  806 

Forleetzung  der  Abhandlung  345 

Synthetischer  Beweis ,  da«8  jede  ebene  Curve  dritter  Ordnung  durch  ein  Kegel- 
achnittbüBchel  und  ein  projectiviachea  Strahleubüschel  erzeugt  werden 

haan.  Von  Oberl  HUamU  ...  827 

üeher  Taogenten  and  Normalen  an  Car?eii8j«tem«i.  Von  0.  SddttaÄdi  .  .  837 
Ueber  die  Verallgemeinerung  dner  Ersengangsart  der  Conren  iweiten  Orades. 

Von  Oberl.  V.  Schlegel   402 

Einfachste  Formel  für  das  Volumt'n  des  Prismatoids.  Von  Prof.  J.  K.  Beckör  412 
Geometrische  Untersuchungen.   (1.  Das  Dreieck  betr.)   Von  Seligm.  Kantor    .  414 

H^dhiBllL  ud  MolmlarphTtik. 

Zn  Bieniann*8  GravitationeUieone.  Von  Ober].  G.  Bilm .  261 

üeber  die  Bedingungen  der  AggregatanetandsTerindernng.  Von 

Prof.  Dr.  Wittwer  286 

Oacillatorischo  Bewegung  eine»  verlängerten  Rotationsellipaoids 
infolge  der  Anziehung  eines  weit  entfernten  Punktes.  Von 
Dr.  eieeea  880 

Optik. 

Eine  neue  Messnnpr^^methode  der  Constanten  optisch  ein-  and  sweiaxiger  Kxy- 

stalle.    Von  Prof.  Dr.  Matthiesssn  187 

Ueber  die  Theorie  der  Reflexion  und  üefraction  des  Lichtes. 

III.  Mitthlg.  Von  Dr.  letMte  197 

Elektrldtlt  niii  Kagnetlsmni« 

Ueber  das  Problem  der  StroniTeriweignng  in  einer  ebenen  Platte. 

Von  Dr.  Chwolaon  47 

Neue  Methode,  um  den  Widerstand  einer  galvanischen  iiatterie  zu  messen. 

Von  E.  DUeh«r  188 


i^iyui^ud  by  Googl(*: 


Z ei  t  s c h  r  i f 't 

lilr 

Mathematik  und  Physik 

ln'raubgegebeii 
uuur  ut  r  verantwortlichfcii  Redaction 
von 

Dr.  O.  Schlömilch,  Dr.  E.  Kahl 

ilthl 

Dr.  M.  Cantor. 


23.  Jahrgang.    1.  Heft. 


Mit  y-wei  lithographirten  Taft-ln. 


Ausgegeben  am  'JX.  Dorvmhev  1^77. 


Leipzig, 

Verlag  von  B.  <r.  Teubner. 
187H. 


Verlag  yod  Moiellen  lUr  icB  hötsrep  piatli.  DplerricliL 

]{"   T..  Rrlll  in  Darmstudt  «rsciiien  soeben: 

Mntli.  (lips-Dlodclle 

im.  ';   -.1.      i- n  in»  niuth.  Institut  der  k.  technischen  Hochschule  in  Mün<  h<Mi 
uDter  Leitung  der  ProfT.  Dr.  Brill  und  Dr.  Klein 
angjifertigten  Originalen. 

J-  -rii  •!   i,u4  Abgüsse  von  J.  Kreittmayr,  Kormaloc  tlet*  }sationalmuHiMim* 

in  München. 

Zweite  Serie. 

r,    Ijr.'i    M  "1,  il»»   rier   Kunimer'echen   Fläche   ^^16,  8,  4  Knott-niiunkte  reell). 
T  '  •  •  '^1'    mit  4  reellen  con.  Knotenpunkten  nebnt  Haupttangenlen- 

itionsfliichen  const.  mittl.  Kriininiung  ntrbst  grodilt.  Linien, 
y.  Hotdtion-tl.n  hH  von  const.  negat.  Kriinimungsmaass  (Kegel -Typus)  nebst  geodät 
und  Asy  Tiinien.    lO'i  Desj,''        nt'rboloid-Tvpus)  mit  parallelen  geodilt 

f.ini'Mi  it.  Kri'iiien.    II)  i         irve  eine.s  schweren  l'unktt'.-»  auf  fincr 

Lii  j'  diT  tjfuppe  von  zurfanimengehorigt'n  Modellen  ist  ♦■in  erläuternder  lexl 
bcigefü^^'t. 

rr<  is  der  stanzen  Serie  120  Mark  excl.  Emballage  und  Versendungskoaten. 
Mod.  u.  Prospecte  sind  durch  jede  Buchhandlung,  ferner  durch  Hrn.  Kreittmayr 
in  MOnchea,  sowie  direct  durch  die  Verlagshandlung  zu  beziehen. 

Durch  jede  Biichhandluntf  xu  beziehen: 

Zeitschrift 

tiir  populäre  Mittheilungen  ans  dem  Gebiete  der  Astronomie  und 

verwandter  Wissenschaften. 

Altona  18581869.       3  Bände.  —  Preis  6  Mark  (iniher  9  Mirk) 
Leipzig,  November  1877.  Willi.  Mi 


In  unsenn  Verlag  ist  eben  erschienen: 

Eielirbiicli  der  Analysis 

von 

Rudolf  Lipschitz. 
Ornndlai^en  der  Analyst». 

38  Bogen  gr.  «5-     Pr.'is  15  Mk. 

Durch  die  neueren  Fortschritte  der  Analvi^it:  haben  auch  die  Element«'  dieser 
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Ii  n  an  der  \  gewonnen;  vieles  hat  sich  verein- 
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Uienu  Taf.  1,  Fig.  1  —  8. 


DR  'iEigeusehaften  der  kaustischen  Linien  sind  buiber  fait  aassebliess- 
Heb  mit  den  HQfomitteln  der  analytischen  Qoomelrie  nnteitncbt  worden. 
Die  in  i^iemlieb  complicirten  Formen  anmietenden  Gleiebnngon,  wddie 
hierbei  äi  Grondlagen  fßr  die  weiteren  Entwiekdnngen  dienen,  lasten 
sieb  in  den  meisten'  Füllen  nnr  sehr  nmsfclndlicb  bebandeln;  eine  der 
ebfaehatenÄlnien  dieser  Art,  die  Blatakanstib  des  Kreises,  ist  eineCnrre 
seebsten  ^^ides.  Hannicbfaltige  Becbnnngsopemtionen  sind  allein  snr 
Besttmmnlj^  Mer  ansgezeicbneten  Punkte  erfordeilieb;  es  ist  deshalb  sehr 
schwer,  andern  Insber  betretenen  Wege  eine  klare  Vorstellung  Uber  die 
Gestaltfln       Brennlinien  sn  gewinnen« 

In  den  folgenden  HättbeOnngen  sind  die  Prineipien  der  kine- 
matisehen  Geometrie  snr  Untersnehnng  der  kanstischen  Linien  be- 
nntst  worden,  und  swar  sollen  hier  snniebst  nnr  die  dnreb  Beflezion 
entstandenen  bebandelt  werden.  Doreh  die  gewftblte  Methode  gelingt  es, 
die  verschiedenen  Gestalten  dieser  Cnrren,  ohne  Benntzuug  der  Gleieh- 
ang  derselben,  Tollkommen  flbersiehtlieb  dannstellen. 

Die  GmndKüge  der  kinematisehen  Geometrie,  d.  h.  derjenigen  Dis- 
ciplin,  welebe  sieb  mit  der  Eraeugung  geometrisehec  Gebilde  dnreb  Be- 
wegung starrer  Systeme  besehfiftigt,  sind  in  neuerer  Zeit  von  Aronhold* 
sjrstemntisch  snsammen gestellt  nnd  begründet  worden.  Die  bei  den  toi» 
genden  Untersnehnngen  benntsten  Sitae  sind  aneb,  ans  yerschiedenen 
Qnellen  abgeleitet,  in  vielen  anderen  Werken  enthalten,  von  welchen 
Sebell,  Theorie  der  Bewegung,  nnd  A^sa/,  TraUd  de  cMmatique  pure^ 
genannt  werden  mögen.   Des  Znsammenhangs  wegen  sollen  die  Haupte 


*  Aronhold,  Gnmdsflge  der  kinematischen  Gflometri&  Verhaadlmigen  des 
Vsnins  snr  BeflSrdemng  des  Qewerbfleiises  in  Preassen  1872. 
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sitse  der  kinematisdien  Geometrie  hier  knn  TorangestelU  werden;  die- 
selhen  entsprechen  den  ausführlichen  SXtsen  in  der  erwlhnten  Abhand- 
lang  von  Aronhold  nnd  enthalten  nur  das  anm  VerstKndniss  der  fol* 
genden  Untersnchungen  Nothwendige. 

1)  In  einem  starren  ebenen  System,  welches  sich  in  seiner 
eigenen  Ebene  beliebig  bewegt,  giebt  es  in  jedem  Angen* 
blicke  einen  nnd  nnr  einen,  aber  beständig  wechselnden 
Pnnkt  nm  welchen  das  S/stem  ohne  Gleitung  rotirt}  dieser 
Punkt  ^  heisst  der  momentane  Pol  der  Ebene. 

2)  Wfthrend  der  Bewegung  des  ebenen  Systems  beschreibt 
jeder  Punkt  P  desselben  auf  der  festen  Ebene  eine  Bahn, 
welche  die  Roulette  dieses  Punktes  genannt  werden  soll.  P 
heisst  der  beschreibende  Punkt  Alle  Normalen  der  in  der  festen  Ebene 
beschriebenen  Gurvenelemente  schneiden  sich  in  jedem  Augenblicke  in 
einem  Punkte,  nftmlich  im  momentanen  Pol  des  Systems. 

Der  Pol  Kndert  seine  Lage  fortwfthrend,  sowohl  in  der  beweglichen, 
als  in  der  festen  Ebene,  und  beschieibt  infolge  dessen  in  beiden  Ebenen 
Gurren,  welche  die  Polbahnen  genannt  werden. 

3)  Bei  der  Bewegung  des  ebenen  Systems  rollt  die  Polbahn 
der  beweglichen  Ebene  auf  der  Polbahn  der  festen  Ebene, 
ohne  SU  gleiten. 

Es  seien  P  und  0  die  augenblioklichen  Lagen  zweier  Punkte  des 
beweglichen  Systems,  femer  m  und  n  die  Kritmmungsmittelpunkte  der 
augenblicklich  yon  P  und  Q  beschriebenen  Bogenelemente  beider  Bon- 
letten,  so  schneiden  sich  nach  2)  Pm  und  Qn  im  momentanen  Pol  f). 
Es  seien  a  und  ß  die  beiden  Winkel,  welchen  die  Linien  !PP  und  S^Q 
mit  der  gemeinschaftlichen  Tangente  der  Polbahnen  im  Punkte  %  bilden. 
Beaeichnet  man  noch  die  Strecken  ^P  und  $0,  also  die  Entfernungen 
der  beschreibenden  Punkte  vom  Pole,  mit  r  und  «,  femer  die  entspre« 
chenden  Entfernungen  der  Erttmmungsmittelpunkte  vom  Pole,  ^^m  und 
$11,  mit  und  «j,  so  hat  man  awiseben  diesen  Grössen  ifolgende  fun- 
damentale Belation: 


Hierbei  sind  r  und  r^,  ebenso  9  und  algebraisch  au  nehmen,  und  awar 
haben  r  und  r,  dasselbe  Vorseichen,  wenn  Iß  iwisohen  P  und  m  liegt, 
dagegen  entgegengesetste  Voneichon,  wenn  der  Krfimmungsmittelpunkt 
m  und  P  nach  derselben  Bichtung  von  ip  aus  liegen.  . 

Als  specieller  Fall  ergiebt  sich  der  SaTary'sehe  Sata*: 


4) 


*  Man  vergl.  die  Abhandlong  tou  Henaig,  Crelle's  Journal  Bd.  66. 
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worin  9  und  die  zum  Polo  gehörigen  KrüDimungsradien  der  beweg- 
lichen resp.  festen  Polbahn  bedeuten. 

Bezeichnet  man  irgend  einen  beschreibenden  Punkt  P  der  beweg- 
lichen Ebene  und  den  Krümmungsmiltelpunkt  m  des  augenblicklich  be- 
schriebeneu Bogenelements  zusammen  als  Panktepaar,  so  gilt  folgen- 
der Satz: 

6)  Die  snmmtlichen  zn  einander  gehörigen  P unkte j»aarc 
auf  irgend  zwei  Geraden  i)i  und  9i,  welche  sich  im  augen- 
blicklichen Pole  ^  schneiden,  gehören  einem  collinearen 
System  von  Punkten  an,  dessen  Collineationsaxe  durch  den 
Punkt  ^  geht.  Fallt  die  eine  dieser  Geraden,  9i,  mit  der  gemein- 
schaftlichen Normale  der  beiden  Polbalnien  zusammen,  so  steht  die  Col- 
lineationsaxe senkrecht  auf  der  andern  Geraden  Wl.  Ilievauf  gründet 
sich  eine  einfache  Construction  der  Krümmungsmittelpunkte  von  Kou- 
letten. 

Sind  3/  und  fx  die  zum  Pol  gehörigen  Kriiinruungsmittelpunkte  der 
Polbahnen  (und  zwar  M  für  die  bewegliche  Linie),  ist  also  ;V|H  die  ge- 
meinschaftliche Normale  dieser  Ourven,  so  findet  man  den  Krümniungs- 
mittelpunkt  m,  welcher  zu  dem  von  irgend  einem  Punkte  P  der  beweg- 
lichen Ebene  augenblicklich  beschriebenen  Bogenelcmeut  gehört,  in  fol- 
gender Weise: 

7)  Man  verbinde  P  mit  M,  verlängere  die  Verbindungslinie 
bis  zum  Durchschnitte  T  mit  einer  auf  SJj^  P  in  ^  errichteten 
S  c  n  k  r  e  c  h  t  (Ml ,  so  schneidet  die  Linie  ^iT  d  i  e  G  e  r  a  d  e  5ß  P  o  d  e  r 
deren  Verlängerung  in  dem  gesuchten  Punkte  m. 

8)  Der  geometrische  Ort  aller  der  Punkte  des  beweglichen 
Systems,  für  welche  die  Krümm nngs  rad  ien  ihrer  Bahnen  zu- 
gleich unendlich  gross  werden,  welche  also  in  einem  Moment 
sämmtlich  die  Wendepunkte  ihrer  Bahnen  passiren,  ist  ein 
Kreis,  welcher  die  Polbahnen  im  momentanen  Pol  berührt. 
Dieser  Kreis  h  eis  st  der  Wendekreis. 

Der  Kreis  liegt  auf  derjenigen  Seite  der  gemeinschaftlichen  Tan- 
geute der  Polbalmen,  zu  welcher  man  gelangt,  wenn  man  die  Richtung 
dieser  Tangente,  nach  welcher  sich  der  Pol  fortbewegt,  im  Sinne  der 
wirklich  stattfindenden  Drehung  des  Systems  um  270°  dreht. 

Die  Lage  irgend  eines  beschreibenden  Punktes  in  Bezug  auf  den 
Kreis  gicbt  in  einfacher  Weise  Auskunft  über  Concavität  und  Convexität 
des  beschriebenen  Curvenelements. 

Der  Durchmesser  fi  des  Wendekreises  ergiebt  sich  aus  der  Gleichung 

9)  —  =  l -  +  —        =  _  + 

rf     \r     r,  ; 

Der  Endpunkt  0  des  auf  der  gemeinschaftlichen  Normale  der  Pol- 
babuen  li^eoden  Durchmessers  ^0=^d  heisst  der  We  n  d  e  p  0  L  Mit  Hilfe 
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diefl«8  gewOhnlieh  leicbt  bestimmbaren  Punktes  können  die  Krfimnrangs- 
mittelpnnkte  einer  Bonlette  nnter  Bertteknchtignng  von  6)  dnreh  folgende 
einfaebe  Constmetion,  bd  welcber  die  Beseichnnng  ans  7)  benfitst  ist, 
gelinden  werden: 

10)  Man  verbinde  den  besebreibenden  Punkt  P  mit  dem 
Wendepol  0  und  lege  dnrcb  den  Punkt  in  welebem  diese 
Verbindungslinie  die  im  Pole  9  auf  $P errichtete  Senkreehte 
sebneidet,  eine  Parallele  aur  gemeinsehaftlieben  Normale$0 
de^  Polbabn;  diese  Parallele  sebneidet  P$  im  Erfimmungs- 
mitta^lpunkte  m. 

11)  Wenn  ein  Punkt  des  beweglieben  Systems  eine  Oerade 
beschreibt,  so  geht  diese  durch  den  Wendepol. 


Ks  aei  eine  holiobif^o  Curvo  gogobeii ,  welche  von  den  Strahlen,  die 
von  einem  legten  Punkte  /'  ausgehen,  getroflen  wird.  Irgend  ein  Strahl 
trefle  einen  Punkt  %  dieser  Curve;  die  Länge  des  Einfallßstrahles  /''P 
sei  gleich  r.  Zeichnet  man  eine  zweite  Curve,  welche  symmetrisch  zur 
gegebenen  in  Bezug  auf  die  Tangente  im  l'unkte  %  derselben  liegt  (aUo 
das  Spiegelbild  der  (Jurve  in  Bezug  aul  diese  Tangente),  und  bestimmt 
man  den  zu  /'  symmetrisch  gelegenen  Punkt  in  der  zweiten  Curve, 
80  bilden  P%  und  l\%  mit  der  Tangente  gleiche  Winkel;  die  Verlänge- 
rung von  /^i^  ist  demnach  der  refloctirte  Strahl  (vergl.  Taf.  I,  Fig.  3). 
Lässt  man  die  aweite  Curve  auf  der  gegebenen  abrollen,  so  durch- 
wandert der  Einfallspunkt  %  die  letztere  und  ist  stets  der  momentane 
Pol  fHr  die  Bewegung.  Der  Punkt  blmbt  dabei  immer  in  symmetrt-' 
scher  Lage  au  in  Besug  auf  die  augenblickliche  Tangente  beider  Cur- 
venj  die  Linien  sind  nach  2)  stets  die  Normalen  der  vom  Punkte 
Pi  beschriebenen  Roulette;  die  Verlängerungen  dieser  Linien,  d.  h.  die 
reflectirten  Strahlen,  umbflllen  demnach  die  Evolute  dieser  Roulette.  Aus 
dieser  Betrachtung  ergiebt  sich  der  folgende  Hauptsata: 

12)  Die  au  einem  gegebenen  strahlenden  Punkte  P  ge- 
hörige kaustische  Linie  einer  Curve  ist  die  Evolute  derjeni- 
gen Roulette,  welche  ein  Punkt  P^  beschreibt,  der  mit  einer 
Bweiten,  der  gegebenen  congruenten  Curve  in  symmetrischer 
Lage  au  dem  strahlenden  Punkte /*  fest  verbunden  ist,  wäh- 
rend diese  iweite  auf  der  gegebenen  so  abrollt,  dass  sich 
beide  Curven  stets  in  entsprechenden  Punkten  bertthren.* 

Hit  Hilfe  dieses  Satses  sind  im  Folgenden  die  kaustischen  Linien 
fttr  den  Kreis,  für  die  Parabel  und  die  Ellipse  behandelt.  Damit 
sind  augleicb  die  wichtigsten  Bestimmungen  der  augehörigen  Rouletten 
und,  infolge  des  Zusammenhanges  awiscben  diesen  und  den  Fnsspunkt- 

*  &almont  Migher  plane  cwrvca  1852  Ho.  12$,   Grosse,  DisitertatioQ  1878. 
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eurven ,  auch  die  UnterauchnDgen  der  letzteren  ausgeführt.  Der  Voll- 
ständigkeit wegen  sind  einige  Sätze  über  den  Kreis,  die  I'arabel  und  die 
£UipM,  wolehe  schon  bei  anderen  kinematischen  Ülntwickelungen  benntat 
wurden,  hier  aucli  wieder  bogrttndet  worden. 

Die  Eigenschaften  der  Brennlinien  des  Kreises  sind  zum  grös- 
seren Theile  schon  auf  anderem  Wege  gefunden;  es  soll  für  dieselben 
hier  hauptsächlich  die  Anwendung  der  gewählten  Methode  der  Ableitung 
ihrer  Eigenschaften  gezeigt  werden.  Die  Kesuliate  ergeben  «ich  dabei 
ohne  weitläufige  Rechnung. 

Die  Eigenschaften  der  kaustischen  Linien  der  Parabel  und  der 
Ellipse  sind  dagegen  in  dem  hier  gegebenen  Umfange  meine«  Wissens 
noch  nicht  gefunden  worden. 


L  J)ie  kanstiiciien  Linion  ies  KreiMi. 

Die  Breonlinie  des  Kreises  ist  nach  12)  die  Evolute  der  Roulette, 
welche  ein  Punkt  Pi  ersengt,  der  mit  einem,  dem  gegebenen  gleichen, 
auf  diesen  abrollenden  Krmae  in  «ymmetriseher  Lage  au  dem  strahlenden 
Punkte  P  verbunden  ist. 

A*  Der  straUende  Punkt  P  liegt  auf  der  Periplierle  de«  roflectirenden 

Kreliea» 

In  die«em  Falle  liegt  der  aynimetrisch  au  P  gelegene  Punkt  P,  auf 
dem  Umfange  des  beweglichen  Kreisss  und  eraeugt  demnach  beim  Ab- 
roUsn  desselben  eine  Epicycloide,  hier  speciell  eine  Cardioide;  die 
Erolute  dieser  Curve  ist  die  gesuchte  kaustische  Linie.  Die  Evolute 
jeder  Epicydoide  ist  eine  ihr  tthnliche  Epicydoide  in  umgekehrter  Lage; 
der  Radius  des  Gmndkreises  der  Evolvente  ist  die  mittlere  Proportionale 
swischen  dem  Radius  des  Gmndkreises  der  Evolute  und  der  Summe  aus 
dem  Radius  des  Orundkreises  der  Evolvente  und  dem  Durehmesser  des 
sugehörigen  Wilsungskreises.  Fflr  die  Cardioide,  bei  welcher  Grund- 
kreis  und  WSlaungskreis  einander  gleich  sind,  mfissen  demnach  diese 
Kreise  dreimal  so  gross,  wie  die  entsprechenden  Kreise  der  Evolute  sein. 
Aus  dieser  Betraehtung  folgt  der  bekannte  Sats: 

13)  Die  kaustische  Linie  eines  Kreises  fttr  einen  strahlen- 
den Punkt  in  der  Peripherie  desselben  ist  eine  Cardioide, 
deren  Grundkreis  au  dem  gegebenen  Kreise  eoncentrisch 
liegt  und  ein  Drittel  des  Durchmessers  des  letatern  aum 
Durehmesser  hat 

B.  Der  strahlende  Punkt  P  liegt  innerhalb  des  Krelsesf  seine  Eutferuuug 

vem  Hittelpunkt  sei  gleich  s. 

Der  symmo^Kh  au  P  gelegene  Punkt  P,  des  rollenden  Kreises 

eiacugt  in  diesem  Falle  stets  eine  verkttrate  Epicydoide  (Epi- 
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trochoide).  Die  kauBtischc  Liuie  ist  die  Evolutn  dieser  Ourvo,  also  der 
geometrische!  Ort  der  Krümmungsinittolpunkte  derselbeu.  Mit  Hille  der 
allgemeinen  Cousiructiou  7)  der  Krümmuufi;6mittelpunkto  einer  Konletto 
lassen  sich  deshalb  die  einzelnen  Punkte  der  Brennlinieu  leicht  con- 
fltruiren:  Man  ziehe  von  dorn  strahlenden  Punkte  /'  aus  irgend  einen 
Strahl  und  zeichne  den  reflectirten  Strahl;  ferner  bestimme  man  den 
Mittelpunkt  ^I^  des  rollenden  Kreises  für  diejenige  Lage,  in  welcher  der- 
selbe den  gegebenen  Kreis  im  Punkte  berührt,  mache  also  j?/^  =  '!|i^/j 
und  verlHngere  den  rellectiitcn  Strahl  rückwärts  um  das  Stück  P'-JJ  =  ^, 
80  ist  der  Endpunkt  die  augenblickliche  Lage  des  zu  P  symmetrisch 
gelegenen  Punktes,  iilso  <*in  Punkt  der  Roulette,  Errichtet  man  nun  in 
^  eine  Senkrechte  zum  retiectirten  Strahl  und  verlängert  j  bis  zum 
Durchschnitt  (J  mit  dieser  Senkrechten,  so  ist  der  Uurchschnittspunkt  der 
Linie  mit  dem  reflectirten  Strahle  ein  Krümmungsmittelpunkt  der 
Roulette,  also  auch  ein  Buukt  der  kaustischen  Linie.  In  dieser  Weise 
kann  man  beliebig  viele  Punkte  derselben  bestimmen. 

Mit  Hille  des  momentanen  Wendepols  können  die  einzelnen  Punkte 
der  Brennlinie  bedeutend  einfacher  con.struirt  werden.    [Siehe  unten  27). | 

Auf  (irun<l  einer  Untersuchung  der  Roulette  lassen  sich  leicht  die 
wichtigsten  Eigenschaften  der  Rrennlinie  bestimmen.  Der  beschreibende 
Punkt  P,  durchläuft  bei  dem  Abrollen  dos  beweglichen  Kreises  einen 
Wendepunkt  der  Roulette,  sobald  er  in  den  augenblicklichen  Wende- 
kreis eintritt;  der  Krümmungsraittelpunkt ,  welcher  einem  Wendepunkte 
der  Carys  entspricht,  liegt  in  unendlicher  Entfernung,  d.h.:  Zu  einem 
Wendepunkte  der  Roulette  gehört  eine  Asymptote  der  kau- 
StiHchen  Linie;  die  Bestimmung  der  Asymptoten  fäXit  zasammen  mit 
der  Brmitteliing  der  Wendepunkte  der  Roulette.  Nach  Satz  9)  ist  der 
DnrcfameMer  dee  Wendekreises  bestimmt  durek  die.  Gleichung 

Da  hier  die  Pollmhnen  gleiche  Kreise  Tom  Badius  ^  sind,  so  ist  der 
Dnrehmesser  des  Wendeloreises 

14)  d  =  |. 

d.  .h.  der  Durchmesser  dieses  Kreises  ist  eonstsnt  gleteh  dem  halben 
Badius  des  gegebenen  Kreises.  Der  Wendekreis  muss  den  gegebenen 
stets  im  augenblickliohen  Drehpunkt  Iß  bertthren;  er  ut  deshalb  leicht  au 
construiren. 

Der  beschreibende  Punkt  lutnn  nur  dann  bei  seiner  Bewegung 
in  den  Wendekreis  eintreten,  wena  seine  ßmfemiing  vom  IßttelfUnlcte 

if|  des  rollenden  Kreises  grösser  ist  als  (f—d^  also  grösser  als  -s-. 

Die  erw&hnte  Entfernung  ist  aber  gleich  der  Entfertinng  des  strahlenden 
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Punktes  P  vom  Mittelpunkt  des  reflectirenden  Kreises.  Das  Auftreten 
von  Wendepunkten  bei  der  Roulette,  also  auch  von  Asymptoten  bei  der 
£volute,  ist  demnxh  «bbAngig  Ton  der  Grösse  der  Entfernung  s.  Hier> 
ans  folgt: 

15)  Wenn  die  Entfernung  des  strahlenden  Punktet  Tom 
Mittelpunkt  des  reflectirenden  Kreises  kleiner  als  der  halbe 
fiadiua  ist,  so  ist  die  kaustische  Linie  eine  geschlossene 
Curve;  wenn  dagegen  diese  Entfernung  grösser  als  der  halbe 
Badins  ist,  so  hat  die  kanstisebe  Linie  swei  Asymptoten. 

Bestimmung  der  Asymptoten.  Es  sei  in  Fig.  1  Pq  digenige 
liSge  des  beschreibenden  Punktes,  in  welcher  derselbe  auf  dem  Wende- 
kreise liegt.  Die  Entfernung  des  Punktes  P^  rom  augenblicklichen  Pol 
^0  sd  gleich  r^,  so  muss  auch  die  Lftnge  desjenigen  von  P  ausgehen- 
den Strahles  sein,  dessen  reflectirter  Strahl  eine  Asymptote  der  Brenn- 
linie  ist«  Zur  Bestimmung  von  dient  das  Dreieck  $^/*o^a>  ^ 
ehern  P^O  die  Mittellinie  ist.   Man  findet 

und  da  (^0^)'  =  ^  -  V  ^»^g^ 

Hieraus  Hesse  sich  berechnen  und  damit  die  Asymptote  construiren. 
Unter  Berficksichtignng  der  symmetrischen  Lage  tou  P^  und  P  in  den 
beiden  Kreisen  kann  man  den  Wendekreis  in  den  gegebenen  Kreis  über- 
tragen (Fig.  1)  und  maii. findet  leicht  folgende,  ohne  jede  Berechnung 
ftuslllhibare  Constmction  der  Asymptoten: 

16)  Man  seichne  einen  Kreis,  dessen  Durchmesser  gleich 
dem  halben  Radius  des  gegebenen  Kreises  ist,  so,  dass  die- 
ser Hilfskreis  den  gegebenen  im  Endpunkte  desjenigen  Ba- 
dins, auf  velcbem  der  strahlende  Punkt  P  liegt,  bertthrt. 
Ferner  lege  man  durch  P  einen  Kreis,  ooncyntvisoh  mit  dem 
gegebenen;  yerbindet  man  den  Mittelpunkt  des  letsteren  mit 
den  Schnittpunkten  der  beiden  Hilfskrelse,  und  treffen 
diese  Verbindungslinien  den  gegebenen  Kreis  in  swei  Punk- 
ten ^  and  so  sind  die  von  diesen  Punkten  aus  reflectir- 
te.n  Strahlen  die  Asymptot*en  der  kaustischen  Linie. 

Aus  dieser  Constmction  folgt,  dass  es  auf  jedem  Badius  swei  be- 
stiumte  Punkte  Pund  V  giebt  (Fig.  1),  für  welche  die  au  den  Asympto- 
ten gehörigen  Einfallspunkte  dieselben  Punkte  sind;  nXmlich  solche  Punkte 
P  und  deren  entsprechende  p  und  u  auf  demselben  Badins  M'^^^  liegen. 
D»  tt«n 
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.  •^^^^^  ^^^^^ 


ist,  Bo  gehören  die  auf  einem  Radius  liegenden  Paare  von  solchen  Punk- 
ten einer  involutorischen  Punktroihc  an. 

Aus  dem  Dreieck  ^^/q'^  ergicbt  sieb  für  dio  lifrecbuung  des  Win- 
kel» ß^,  den  der  reflectirte  Strahl,  also  die  Asymptote,  mit  dem  £infalla« 
loth  bildet,   

Ferner  erhilt  man  aus  dem  Dreieck  MP^q  den  Winkel  9>o,  welchen 
das  sur  Asymptote  gehörige  Kiufallslotb  mit  dem  BadiuSt  welchem 
der  ftiahlende  Punkt  liegt,  bildet: 

und  die  Abieine  der  so  den  Aaymptoten  gehSrigen  Sänfallepankte 

Der  Winkel  ^  erreiebt  aeiii  Hanmom,  w»Da  das  anr  Asymptote 
gehörige  EiofalUloth  den  Hiirekreif  berttbrt;  also  fdr  den  strahlenden 
Pnnkt      deisMi  Lage  bestimmt  wird  dnreb  die  Gleichung 

Q 


MJÜ^ 


TT  » 


1/2 

and  es  ist  ' 

Die  Entfernung  des  Dorchsebnittspunktes  T  der  Tangente  im  Punkte 

mit  dem  Kadins  M  P  vom  Punkte  P  iüt  gleich  —  s,  also  gleich 

— „  .  ,  ^  «    Beachtet  man,  dass  die  Punkte  3/,  /*,  T  und  der  Durch- 

schnittspnnkt  A  einer  Asymptote  mit  der  Verlftngernng  von  MP  vier  har- 
monische Funkte  sind,  so  erhält  man  leicht  eine  Gleichung,  aus  welcher 
sich  die  Entfernung  des  Durchschnittspunktes  A  vom  MitteipnnlUe  des 
reflectirenden  Kreises  berechnen  Ulsst.   Man  findet 

Schliesslioh  kann  der  Winkel  X^^  d^n  eine  Asymptote  mit  dem  dnreb 
P  gehenden  Badins  bildet,  ans  dem  Dreieck  MA^  berechnet  werden. 
Bs  ergiebt  sich 


18)  ..,a„  =  J-y(li^' 


Hit  Hilfe  des  Savary*sehen  Satses  5)  kann  man  den  Krünunongs- 
radins  R  fttr  irgend  einen  Punkt  der  Bonlette  berechnen.    Wird  die 
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angaiiblioUiehe  EetferniiDg  dm  die  Roulette  beeehreibenden  Punkte» 
vom  sageliOrigeD  Pol  iß  -wieder  mit  r  beseichnet  ond  bildet  dieser  Stnbl  r 
mit  der  gemeiDScbaftlichen  Tangente  der  beiden  Kreise  im  Paukte  ^  den 
Winkel  o  (Jflg.  1),  to  hat  «an  Ar  den  Krttnmnngaradiiu  R  der  Boalette 
die  Oleieluuif  ^ 

Aus  dem  Dreieck  $/\iVi  findet  man  die  Sektion 

J  ^  r  «ipi «  ■«  ^ + r* -- 
und  nach  Elimination  von  sdi«  fttr  11  den  Werth 

Dn  r  glpifbzeitig  die  Lange  des  vom  strahlenden  Punkte  /'  au«gehendeii 
Strables  bis  zum  Einfallspunkte  ^i^i  ist,  so  kann  hiernach  die  Länge  des 
reflectirten  Strahles  vom  EinfalUpunkte  bis  zum  Berührungspunkte 
der  kaustischen  Linie,  nämlich  r^  =  A  — r,  leicht  als  Function  von  raus- 
gedrückt werden.    Man  findet 

■      d  r-  —     4-  J 

Betrachtet  man  den  unter  19)  angeführten  Ausdruck  für  den  Krüm- 

mungeradins  R  der  Bovlette,  so  ergtebt  sieb,  dasa,  fall*  <>-|-  ist,  der 

absolute  Werth  von  /?  ein  Minimum  wird,  wenn  r  Beinen  kleinsten  \\'erth 
auuimtnt,  also  wenn  r  —  Q  —  z  ist;  dann  wächst  ß  allmälig  mit  r  und 
wird,  wie  oben  unter  15}  geaoigt  (und  wie  auch  direct  aus  der  Form 

des  Nennen  von  R  folgt),  gleich  od,  wenn  r^J/  3^— ^ —  ist«  LSsst 

man  r  noch  weiter  annehmen ,  so  nimmt  R  zunächst  ab,  erreicht  jedoch 
ein  Maximvm,  wenn  r  seinen  grÖMtan  Werth,  nämlich  Q-jr^  annimmt; 
mithin  mnsi  awieehen  dem  ersten  und  zweiten  Maximum  von  R  ein  Mi> 
nimnm  eziitiren«   Man  findet  leicht,  dass  B  ein  Minimum  annimmt  fttr 

r*a=s^*— Ist  « -<  ^  ,  80  wird  Ä  fttr  rss-^—z  ein  relatives  Maximum; 

der  Werth  oo  fällt  fort;  die  beiden  anderen  Bestimmnngen  bleiben  aaeh 
in  diesem  Falle  giltig. 

21)   Der  Werth  des  Krümmungsradius  der  Bonlette  erreicht  also  ein 

/g»  _  Z* 

Minimum,  resp.  Maximum  für  r  =  ^  —     don  Worth  oo  für  r=  1/ 

am  Minimum  ftlr  res^^— und  ein  Maximum  fttr  r=^-\-t,  Fttr  die 
von  P  auflgeiienden  Strahlen  von  der  Lttnge  r»^— t  reap.  sind 
die  Endpunkte  des  durch  P  gehenden  Durohmessers  sugleich  die  EinfUla- 
pnnkta;  die  rafleetirten  Stnhlen  fallen  mit  diesem  Durehmesser  ausam- 


Digitized  by  Google 


1 


10  KauAtische  Linien  in  kioemAtischec  Beliauiilang. 


men  und  die  Krtimiunngsmittelpunkte  liegen  auf  demselben.    Durch  dea 


Werth  r  =  ^p>~«*  sind  nwei  Stcahlen  an  beiden  Seiten  diesea  Dnreh- 

messprs  bestimmt. 

Einem  jeden  solchen  Maximum  oder  Mininnuii  der  Krttnminng  der 
Ronlette  mnss  ein  Bttokkehrpnnkt  der  Evolute  entspreelMD;  es  folgt 
hieraus  der  Sata: 

22)  Die  kaustisobe  Linie  de»  Kroisos  hat  vier  Kttekkehr- 
pnnkte,  von  denen  swet  in  dem  dnreh  den  strahlenden  Punkt 
gebenden  DnrcbmeBser  oder  dessen  Verlängerung,  die  bei- 
den anderen  symmetriach  in  beiden  Seiten  deaselben  Hegen. 

«)  Bttekkehrfnnkt  fir  den  Slnlbllittnlil  Ten  der  Uage  r=9-g. 

Dn  dieser  Strabl  mit  der  Tangente  im  Eln&Uspnnkte  einen  rechten 
Winkel  bildet,  ao  erbllt  man  tftt  die  LSnge  dei  reflectirten  Stmbles 
bb  amn  Berfthrangapunkle  mit  der  kanatiscben  Linie  nasb  dem  Snvnry- 
•dien  Satse  6)  die  Gleiebnng 

d.  b.  Q  ist  das  barmoniaebe  Mittel  awiaeben       <  nnd  r^,  oder: 

SS)  Der  erite  Bflckkebrpnnkt  der  Brennlinie  nnd  der 
atrablende  Punkt  P  tbeilen  denjenigen  Badins,  anf  welebem 
P  liegt,  barmoniacb. 

Rflekt  P  In  die  Uitte  des  Badivs,  f  liegt  der  Bflckkebrpnnkt  im 
Unendlichen.  Die  anf  einem  Badins  gelegenen  strablendeB  Punkte  Inl- 
den  mit  den  ungehörigen  ersten  Bttekkehrpunkten  eine  inyolutorische 
Punktreibe. 


Bückkebipunkt  fIr  den  Btniiaisstruhl  tou  der  iinge  rts^^i-i. 

Wird  die  Litaige  des  reflectirten  Strablec  bis  uu  diesem  Bttekkebi^ 
punkte  mit     beieiebnet,  so  crgiebt  der  SaTury'sche  Sats 

d.  b.: 

24)  Der  nweite  Bttekkebrpunkt  der  Brennlinie  und  der 
strahlende  Punkt  P  tbeilen  den  Badins,  dessen  Bflckrer- 
längerung  durch  P  gebt,  harmonisch. 

y)  Die  Biokkehrpunkte  flir  die  BlnftilMtriklen  tob  der  LInge  rs^v«^. 

Aus  dem  Wertbe  flIr  r  ist  ersichtluib,  daas  deijenige  StcaU,  dessen 
reflectirter  Strahl  durch  einen  dieaer  beiden  Bflskkehrpunkte  gebt,  senk* 
recht  an  dem  duieb  P  gehenden  Badins  stehen  muss.  Die  Länge  des 
refleetirteii  Strahles  bis  aum  Bttckkehrpunkte  ist  In  diesem  Falle  nach  20) 
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25) 


3  If»- 


abo  gleich  dar  Lftnge  d«t  Elnfallsstrahles. 

Hiefiiaeh  sind  die  beiden,  syrntnetriseb  mm  Dnrebmeuer  MP  ge- 
legenen Bllekkebfpnnkte  nnd  die  ragebörigen  Bflckkebrtangenten  der 
kaostiBeben  Linie  eehr  lelebt  sn  eonstmiren. 

Liest  man  den  strahlenden  Punkt  allniillig  anf  demselben  Kadins 
fottrOcken,  so  dnrehlanfen  die  beiden  erwähnten  Bttekkehrpnnkte  eine 
cardioidenartig  gekrflmmte  Cnnre,  deren  Oleiefanng  in  Polareoordinaten 

t—qcQi^  ist,  wenn  umd  don  Kreismittelpaukt  sum  Pol  und  den  durch 

P  gehenden  Dnrehmesser  snr  Aze  nimmt.  In  Fig.  2  ist  diese  Cnrve 
ponktirt  geaeichnet 

Von  dem  unter  f)  bestimmten  Bflckkehrpnnkte  ans  geht  die  kav- 
itisehe  Linie  in  swei  symmetrisch  liegenden  Zweigen  bis  in  den  unter  y) 
besthomten  Punkten.  Diese  Zweige  sind  nach  der  Seite  hin,  auf  welcher 
der  strahlende  Punkt  liegt ,  concay  gekrttmmt.  Die  Scheitel  dieser  Zweige 
werden  durch  diejenigen  Tangenten  berührt,  welche  auf  dem  durch  P 
gehenden  Durchmesser  senkrecht  stehen.  Wird  die  Entfernung  der  senk- 
recht gegen  diesen  Durchmesser  reflectirten  Strahles  vom  Ißttelpunkte 
des  Kreises  mit  f  beseichnet  und  ist  d  der  Winkel  dieses  Strahles  mit 
dem  sugelidrigen  Einflsllsloth,  so  findet  man  aus  der  Betrachtung  des  von 
dem  erwilhnten  Strahle  und  Ton  dem  sugehttrigen  Einfallsstrahle  gebil- 
deten rechtwinkligen  Dreiecks 


als  Entfernung  der  Seheiteltangente  Tom  Hittelpunkte  des 
Kreises. 

Mit  Hilfe  des  allgemeinen  Sataes  7)  können  die  Scheitelpunkte  der 
Ottrve  oonstmirt  werden.  Bei  der  Benutsung  des  oben  [14)]  bestimmten 
Wendepole  kann  die  allgemeine  Construction  von  Punkten  der  Brenn- 
linie  noch  bedeutend  Tereinfacht  werden  [10)].  Da  die  beiden  Kreise 
(Poikahnen)  stets  symmetrisch  sur  augenblicklichen  gemeinschaftlichen 
Tangente  li^n,  so  iBsst  sich  die  nothwendige  Zeichnung  lum  TfaeO 
symmetrisch  fibertragen  und  gans  ohne  Benutsung  dee  rollenden  Kreises 
ausfHhren.   Es  ergiebt  sich  folgende  einfkche  Gonstmctionsregel: 

27)  Hau  errichte  im  Einfallspunkte  %  eine  Senkrechte 
tum  Elnfallsstrahl  PIP  nnd  lege  eine  Oerade  durch  den  strah- 
lenden  Punkt  P  und  durch  den  Hittelpunkt  des  au  $  gehöri- 
gen Badius  Afip.  Eine  durch  den  Schnittpunkt  dieser  beiden 


und 
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Geraden  parallel  zu  M'^  gezogene  Linie  schneidet  deu  too 
^  aus  refloctirteu  Strahl  im  Berührangspunkte  mit  der  kau* 

stischen  Linie. 

lu  Fig.  2  sind  die  kauHtischcn  Linien  de»  Kreises  für  fünf  wesent- 
lieh  veriicliiedene  Lagen  des  strahlenden  Punktes  dargestellt.  Zu  den 
btrahlendou  Tunkten  I,  II  bis  V  gehören  ditj  örcnulinie.u ,  deren  Thoilc 
eutsprechoud  mit  1  ,  2  bis  5  bezoichuot  bind.  Die  Kückkehrpunkte  erster 
Art  [23)]  «iml  mit  o,  dw.  der  sjweiteu  Art  [24)]  mit  ß  und  die  der  dritten 
Art,  welche  doppelt  vurkoumieu,  niit  y  benannt.  Die  punktirte  Curve 
ist  der  geometrische  Ort  der  Kückkehrpunkte  dritter  Art  [25)J.  y, ,  71,  ... 
»iud  die  durch  20)  bestimmten  Scheiteltangeoten ,  X^,  ...  die  J&ück- 
kehrtangenten  in  den  Punkten  y. 

Liegt  der  strahlende  Punkt  zwischen  ./  und  II,  ho  hat  die  kaustische 
Linie  zwei  Asymptoten;  zum  Punkte  I  gehören  die  beiden  mit  1  bezeich- 
neten Asymptoten,  welche  den  Kreis  in  (/  und  0  sdnuitlen.  Diejenigen 
unter  deu  von  I  au.-'gehenden  Strahlen,  welche  den  kleineren  Kreisbogen 
zwischen  '/  und  h  tretVen,  divergiren  nach  der  Ketlexiou  auf  der  Innen- 
seite ilcM  Kreibes;  die  Kückverlängerungen  der  refloctirteu  Strahlen  um- 
hüllen dagegen  den  ausserhalb  des  Kreises  liegenden,  mit  1*  bezeich- 
neten Theil  der  Brennlinie,  also  den  subjectiveu  Thoil  derselben.  Der 
die  autlallendcn  Strahlen  zerstreuende  Kreisbogen  ah  erreicht  nach  17} 
ein  Maximum,  wenn  die  Entfernung  des  strahlenden  Punktes  vom  Kreis- 

mittelpnnkte  =  I       wird;  es  ut  diee  die  in  der  Figur  mit  I  beaeieb- 

nete  Lage.  Die  Kückkehrpunkte  /  liegen  in  diesem  Falle  auf  dem  in 
Ml  senkrechten  Darchmeater  in  der  Entfernung  ^  vom  Mittelpunkte} 
nach  25). 

Bei  der  Brennlinie  II  fallen  die  beiden  Asymptoten  mit  dem  Dareh» 
messer  Aß  ansammen,  weil  der  Pnnktll  in  der  Mitte  von  AM  liegt  [16)] i 
der  Bllekkebrpunkt  a  liegt  im  ünendtiehen ;  die  drei  anderen  Bfifikkeb^ 
punkte  liegen,  wie  leicht  ersichtlich,  in  einer  geraden  Linie. 

g 

Fttr  den  strahlenden  Pnnkt  III  ist  die  Entfernung  M  III  gleich  ^ ; 

die  zugehörige  kaostiflche  linie  irt  die  kleine  geschloMene  Gurre  3| 
welche,  wenn  der  strahlende  Punkt  weiter  gegen  JU  yorrttckt,  sieh  scUissi- 
lieh  auf  einen  mit  M  ausammenfallenden  Punkt  redueirt. 

Für  den  strahlenden  Punkt  IV  ist  nur  die  untere  Hüfte  4  der 
Brennlinie  geseiehnet;  dieselbe  ist  hier  naeh  13)  eine  Cardioide. 

Liegt  endlich  der  strahlende  Punkt  ausserhalb  des  Krei- 
ses, wie  der  Punkt  V  in  der  Figur,  so  blmben  die  entwickelten  Formeln 
simmtlioh  giltig.  Die  Bttckkehrpunkte. dritter  Art  werden  imaginär;  die 
kaustisohe  Linie  5  berührt  den  Kreis  in  den  Punkten  D  und  nimlicb 
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in  den  BorfUmmgapnnkten  der  vod  V  ans  an  denselben  gelegten  Tan- 
genten. Zq  dem  zwiaeben  D  und  K  liegenden  kleinen  Bogenatfiok  dea 
nlaetirendeo  Kreises  gehört  der  aanlebatliegende,  anbjeeÜTe  Tbeil  der 
Cnrre.  Die  Brennlinie,  von  der  nur  die  obere  Hälfte  geaeichnet  ist, 
bat  Tier  Scheitel  und  derogemXss  zwei 'Scheitel  tan  genton  T^,  deren  Ent> 
fenumgen  /  Tom  Mitlelpunkte  M  beatimmt  aind  naeh  26)  doroh 


Beetificatlon.  Die  kavatiaebe  Linie  ist  die  Evolute  einer  Boa- 
lette, deien  Krttin»«iigiradieD  durch  19)  ▼ollkonmaen  beatimmt  wnrden. 
Dia  Linge  Irgend  dnea  Bogenatflekea  der  Evolute  iat  glaicb  der  Diffe- 
laaa  der  tn  den  Endpunkten  gebSrigen  Krflmmnngsradien  der  Evolvente, 
vnanageaetst,  dass  innerhalb  des  betrachteten  Stückes  kein  Bttckkehr^ 
paukt  oder  anendlich  femer  Punkt  liegt.  Hiernach  ist  die  LXnge  »  dea 
Bogena  der  Brennlinie,  welcher  durch  den  Rückkehrpnnkt,  der  in  der 
Yerlängornng  des  durch  den  atrahlenden  Punkt  gehenden  Radins  liegt 
and  durch  einen  der  beiden,  symmetriacb  aa  diesem  Badina  liegendeii 
itoekkehrpunkte  begrenat  wird, 

28)  '   2^v-«- 

Iat  die  kanatiaehe  Linie  eine  geaehloasene  Onrve,  ist  alao  t  MMner 

sls  8o  erhält  man  aus  den  Krümmungsradien,  welche  za  den  KUck- 
kehrpvnkten  gehOren,  den  Umfang  «  der  ganaen  Gnrve; 

Der  Umfang  der  oben  Iwtraebteten  Oardioide  ergiebt  aieh  als  apecieller 
Fal1fttrs»p 

IL  IH«  kaoatiaoheii  Linien  der  Paiabal. 

Der  strahlende  Tunkt  P  liege  auf  der  Axe  in  der  Entfernung  e  vom 

Scheitel  der  Farahel. 

Nach  Satz  12)  ist  die  kaustische  Linie  die  Evolute  der  Roulette, 
welche  ein  Punkt       beschreiht,  der  mit  einer  zweiten,  der  gegebenen 
toDgruenten  Paiahol  in  symmetrischer  Lage  zu  dem  strahlenden  Punkte 
fest  verbunden  ist,  während  dicbc  auf  der  gegebenen  so  abrollt,  dass 
■leb  beide  Parabeln  stets  in  entsprechenden  Punkten  berühren. 

In  Fig.  3  sei  C  die  gegebene,  C\  die  darauf  abrollende  Parabel, 
der  engenblicklii'he  Berührungspunkt  (Pol).    Da  die  beiden  Curven  steta 
symmetrisch  zur  gemeinschaftlichen  Tangente  liegen ,  so  müssen  sich  die 
lisideB  Azen  in  einem  Punkte  B  dieser  Tangente  schneiden.    Der  dem 
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Brennpunkte  F  «ntspreefaende  Brennpunkt  der  rollenden  Parabel  befinde 
sieb  ftogenblieklieb  in  F|,  so  folgt  ans  der  symmetrischen  Lage,  daaa 
gleich        ist,  nnd  ferner  die  Gleiehheit  der  Winkel  B^F^  und 
I^^F,  d.  h.: 

29)  Der  Brennpunkt  der  beweglioben  Parabel  beschreibt 
eine  gerade  Linie,  nSmlich  die  Leitlinie  der  festen  ParnbeL 

Da  eine  Gerade  dnrohlinft,  so  mnss  jedesmal  anf  dem  ent- 
sprechenden Wendekreise  liegen.  Da  ferner  der  Mittelpunkt  dieses  Kreises 
stets  auf  der  gemeinscbafdicben  Normale  der  Polbshnea  liegt,  so  mnss 
nadi  Sata  11)  der  Durcbsebnittspunkt  dieser  Komele  and  der  Leitlinie 
der  festen  Parabel  der  angenbliokliohe  Wendepol  O  sein;  das  Stück  $0 
der  Normale  ist  denmach  der  Durehmesser  4  des  nMMnentanen  Wende- 
kreises.  Aus  der  allgemeinen  Gleichung  9)  folgt  hier  sofort 

30)  Der  Durchmesser  des  Wendekreises  ist  gleieh  dem 
hallfen  Krümmungsradius  der  Parabel,  welcher  su  dem  ge- 
meinschaftlichen Punkte  $  gehört.  (Hieraus  folgt  u.  A.  die  be- 
kannte einfache  Constmction  der  Krttmmnngsmittelpunkte  für  die  Parabel.) 

Zeichnet  man  in  der  festen  Parabel  den  sum  Wendekrms  symmetrisch 
liegenden  Kreis  K  (den  sogenannten  Wendekreis  der  umgekehrten  Be- 
wegung), und  nimmt  man  irgend  einen  Punkt  X  in  der  Peripherie  dieses 
Kreises  als  strahlenden  Punkt  an,  so  befindet  sich  der  symmetrisch  ge- 
legene Pnnkt  gerade  auf  dem  Wendekreise  und  die  von  beschrie- 
bene Bonlette  hat  demnach  an  der  Stelle,  an  welcher  sich  JT^  augenblick- 
lich befindet,  einen  Wendepunkt;  der  entsprechende  Krttmmungsmittd- 
punkt,  also  ein  Punkt  der  su  X  gehörigen  kaustischen  Linie,  liegt  in 
unendlicher  Entfernung.   Hieraus  folgt  der  Sats: 

Die  reflectirten  Strahlen  der  von  den  Punkten  eines  Krdses,  welcher 
die  Parabel  in  einem  Punkte  $  von  innen  berührt  und  den  halben,  au 
$  gehörigen  Krümmungsradius  der  Parabel  sum  Durchmesser  hat,  aus- 
gehenden und  den  Einfallspunkt  ^  treffenden  Strahlen  sind  Asymptoten 
der  an  den  entsprechenden  strahlenden  Punkten  gehörigen  kaustischen 
Linien, 

Es  sei  P  (Fig.  3)  deijenige  Punkt  der  Parabelaxe,  in  welchem  der 
erwöhnte  Kreis  dieselbe,  ausser  in  schneidet,  so  kann  eine  Asymptote 
der  zu  P  gehörigen  Brennlinie  leicht  bestimmt  werden.  Aus  der  Betrach- 
tung des  Hilfskreises  folgt,  dass  Winkel  ^PF  gleich  Winkel  Bf^F^  also 
aueh  gleieh  Winkel  tß^/*  ist;  demnach  ist  die  Tangente  f^B  gleieh  dem 
Einfallsloth  Beseichnet  man  die  Abscisse  des  Einfallspunktes  Iß, 

also  die  Strecke  SS^  mit  Entfernung  des  strahlenden  Punk- 

tes Tom  Scheitel  mit  t;  berücksichtigt  man  femer,  dass  die  Subtangente 
durch  den  Seheitel  Ü  halbirt  wird,  so  folgt  aus  der  Gleiehheit  Ton  BS 
und  PB 
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z 

31)  Die  Abieisfe  des  Perabelpunktes,  ans  welchem  der 
Ten  einem  etralilenden  Punkte der  Parabeleze  einfallende 
Strahl  als  Asymptote  der  zu  P  gehörigen  kanstischen  Linie 
roflectirt  wird,  ist  gleich  einem  Drittel  des  Abstandes  des 
Punktes  P  Tom  Scheitel  S  der  Parabel. 

Da  der  strahlende  Punkt  in  der  Axe  liegt,  so  mnss  die  Brennlinie 
symmetrisch  s^r  Axe* liegen}  dieselbe  hat  also  auch  sw«  symmetrisch 
tiefende  Asymptoten. 

Beseiehnet  man  den  Schnittpunkt  der  zn  $  gehörigen  Normale  und 
der  Axe  mit  N  (Fig.  3)  und  den  Durchschnittspunkt  der  Asymptote  mit 
der  Axe  mit  bo  siadi^  iV,  J  und  B  stets  vier  harmonisch^  Punkte.  A 
kann  unter  Anwendung  des  Vorstehenden  leicht  für  jede  Lage  dns  strah- 
lenden Punktes  constrnirt  werden.  Zur  Bestimmung  des  Winkels  <p, 
welchen  der  zur  Asymptote  gehörige  Einfallsstrahl  mit  der  Axe  bildet, 
hat  man  aus  dem  Dreieck  P$JS  sofort 


( 


iHe  Länge  des  au  einer  Asymptote  gehörigen  Einfallsstrahles  ist 

und  der  sugehörige  Radius  vector 

.  3^-2« 
•o« — 

iJer  Abstand  des  Punktes  in  welchem  die  Asymptofon  die  Parabelaxe 
schneiden ,  vom  Scheitel  S  ergiebt  sich  aus  der  Betrachtung  der  harmo- 
nischen Punkte  PN  A  B 

^-^ — 9(27- /.r 

7  ist  demnach  die  Asymptote  parallel  mit  der  Axej  in  diesem 
Falle  ist  ^  der  strahlende  Punkt  und  die  refleetirten  Strahlen  sind  sUmmtKch 

parallel.^    Wird  der  Winkel,  den  eine  Asymptote  mit  der  positiven  Kich- 

lang  der  Parabelaxe  bildet,  mit  A  beieiehnet,  so  findet  man  aus  der 
Figur  leiebt  - —       _  ,^ 

^>  " 27(27-9/7)  ^^f*'- 

Die  Asymptote  steht  senkreclit  zur  Axe,  wenn  2z  — 9p  gleich  0,  oder 
wenn  z  gleich  4,5  p  ist.  Die  beiden  Asymptoten  fallen  dauu  zusammen 
SU  einer  Geraden. 

Die  einzelnen  Punkte  der  kaustischen  Linie  lassen  sich  mit  Be- 
nultung  des  momentanen  Wendepols,  also  des  Punktes  0^  in  welchem 
die  gemeinschaftliche  Normale  der  beiden  Parabeln  die  Leitlinie  der 
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foston  Cnire  schneidet,  nach  10)  leicht  constrniren.  Da  die  beiden  Pa- 
rabeln  zur  gemcinKchaftliclien  Tangente  stets  symmetrisch  liegen,  so  kann 
die  Constructiou  dnrch  Benützung  des  strahlenden  Punktes  P  statt  des 
beschreibenden  nnd  eines  zum  Wendepol  symmetrisch  liegenden  Punk- 
tes wesentlich  vereinfacht  werden.  £8  ecgiebt  sich  folgende.  Ck>n- 
structionsregel  (Fig.  4': 

34)  Man  zeichne  i  in  E  i  n  f  al  lep  u  n  kt  e  ^  der  Parabel  die  Nor- 
male; dioso]))o  schneide  die  Leitlinie  im  1* unkte  0;  ferner 
trage  man  die  Strecke  ^'i^O  nacli  der  en  tgogen  gesetzten  Seite 
von  auf  der  Normale  ab  bis  zu  einem  Punkte  Oj.  Dnrch 
den  Schnittpunkt  der  Verbindungslinie  von  mit  0,  und 
der  in  auf  l'^  senkrecht  errichteten  Linie  ziehe  man  zur 
Normale  der  Parabel  eine  Parallele,  so  schneidet  diese  den 
von  %  aus  retlectirtcn  Strahl  in  seinem  Berührungspunkte  Y 
mit  der  kaustischen  Linie. 

BMtbmng  der  KrttauNugsndleB  der  Bovletto  uid  to  RMMipaakto 

ier  kaiittischeB  Llaie. 

Es  s«  $  der  angenbliekliche  Berttbmngspnnkt  der  beiden  Parabdn 
für  irgend  eine  Lage  der  bewegliehen  Cnrre.  (Fig.  3.)  nnd 
seien  die  angehdrigen  Lagen  der  dem  strahlenden  Punkte  P  und  dem 
Brennpunkte  P  der  festen  Parabel  entsprechenden ,  qnnmetriseh  an  diesen 
liegenden  Punkte.  Die  Entfernung  $P  gleich  sei  gleich  r  und  der 
Radius  vector  %F  gleich  gleich  v.  Pie  Winkel,  welche  r  resp.  v 
mit  der  gemeinschaftlichen  Tangente  der  Parabeln  bilden,  seien  o  und  p, 
Beseichnet  man  endlich  die  Entfernungen  des  Poles  iß  von  den  Krttm- 
mungsmittelpunkten  der  von  den  Punkten  P|  nnd  Fi  augenblicklich  be- 
schriebenen Bogenelemente  mit  r,  und  V|,  so  ist  nach  Sati  4) 

(i  +  i)™,a=(l  +  i)«,/>. 

Da  Punkt  i\  nach  29)  eine  Gerade  beschreibt,  so  ist  9|S=oo  und  da  sich, 
femer  aus  dem  Dreieck,  welches  die  Punkte  Pl^  und  der  Schnittpunkt 
B  der  Tangente  mit  der  Axe  bilden,  ergiebt 

r  sinu  =     +  i'  —       sin ß , 
so  geht  die  gefundene  Gleichung  über  in  die  Form 


und  hieraus  folgt 


35)  ^ 
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**!  wird  nogatiT,  wenn  und  der  sngehSrige  Krttmmnngsmittelpnnkt  anf 
denelben  Seite  von  9  Hegen.  D»  der  ErfimmQngvredine  R  der  Bonlette 
fttr  den  Pnnkt  P|  gleieh  r+r|  igt,  so  folgt  weiter 

r» 


Fflbrt  man  die  Abscisse  x  dee  Einfallspunktes  iß  (vom  Sebeitel  S  hub 
gcmeesmi)  in  die  Rechnung  ein,  so  ist  zn  setzen 


Man  erbiat 

36) 


»  =         nnd  r*=s(«— a:)*-i-2/>«. 
(«-f)c»-3^)* 


Hieraas  ei|^ebt  sieb,  d&aa  Ii  anendlich  gross  wird  fOxxsa^^  wie  schon 

oben  direet  gefunden  wurde.  Dem  Ideinsten  Wertbe  von  «,  also  dem 
Scheitel  der  Bonlette,  entspricht  ein  Minimnm  von  B,  Die  bewegltebe 
Parabel  berührt  fttr  ««0  die  feste  im  Seheitel  8  nnd  der  die  Bonlette 
eraengende  Pnnkt  i\  liegt  anf  der  Axe  in  der  Entfernung  t  Tom  Sebei- 
tel; es  ist  also  r  gleieh  z  in  diesem  Falle.  Dem  Minimum  des  Krflm- 
mnngsradius  entspricht  ein  Bllekkehrpunkt  der  Evolute. 

Bei  dem  Abrollen  der  beweglichen  Parabel  beschreibt  der  Brennpunkt 
die  Gerade  ^,  29);  da  femer  der  Winkel,  den  die  Aze  dieser  Parabel 
mit  der  Leitlinie  L  der  festen  Parabel  bildet,  allmilig  wBchst  nnd  schliess- 

7t 

lieb  gleich  wird,  wouu  die  beiden  Gurren  sich  in  den  ancndlicb  fer- 
nen  Punkten  berfibren,  so  nähert  sich  die  Entfernung  des  die  Boulette 
bescbxeibenden  Punktes      von  L  allmälig  dem  Wertbe  ^  ^'  ^* 

Boulette  hat  eine  Gerade,  welche  der  Leitlinie  Z  in  der  Entfernung 

2  —  ^  parallel  liegt,  zur  Asymptote,  und  die  Evolute  erstreckt  sich  dem- 

gemiss  mit  swei  sur  Aze  symmetrisch  liegenden,  nicht  asymptotischen 
Zweigen  ins  Unendliche. 

Da  hiernach  der  Krümmungsradius  R  der  Roulette  sowobl  für  x=  — , 

als  auch  fttr  «soo  den  Werth  co  annimmt,  so  muss  daiwischen  ein  Mi- 
nimum von  R  liegen.  Ans  der  Betrachtung  der  Ableitung  von  R  findet 
man  leicht,  dass  R  ein  Minimum  wird  fUr  arsz,  d.  h.  wenn  bei  dem 
Abrollen  der  beweglichen  Parabel  einer  der  beiden  Punkte  der  festen, 
welche  mit  P  dieselbe  Abscisse  z  haben ,  cum  Pol  wird ,  so  ist  der  KrOm- 
mnngsradius  der  Boulette  ftir  den  besehreibenden  Pnnkt,  welcher  angen- 

MMteUl  f.  MafhMMtlk  v.  Thyrik.  XZZn.  f.  S 
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blieklich  symmetrisch  zu  P  Hegt,  ein  Minimum  und  die  Evolute  hat  dem- 
entsprechend noch  zwei  Kückkehrpnnkte.    Hieraus  folgt  der  Sati: 

37)  Die  kaustische  Linie  der  Parabel  hat  drei  Rückkehr* 
punkte;  die  Tangenten  in  diesen  Punkten  sind  diejenigen 
Strahlen«  welche  ans  dem  Scheitelpunkte  der  Parabel  und 
andererseits  au8  den  beiden  Punkten  derselben,  welche  mit 
dem  strahlenden  Funkte  dieselbe  Abscisse  haben,  refleetirt 
werden. 

Die  Lage  dieser  Rttckkehrpunkte  kann  leicht  bestimmt  werden.  Die 
oben  mit  bezeichnete  Strecke  ist  die  Litnge  des  reflectirten  Strahles 
vom  Einfallspuiikte  bis  zum  Horiihrungspunkte  der  Brennlinie,  während 
r  die  Lftnge  des  einfallenden  Strahles  bis  zum  Einfallspunkte  bedeutet. 
Für  den  ersten,  auf  der  Axe  gelegenen  Rückkebrpunkt  wurde  oben  ge- 
funden r=r.  Setzt  man  diesen  Werth  in  Gleichung  5)  ein,  SO  erhält 
man,  da  a  in  diosom  Falle  ein  rechter  Winkel  und  der  Krümmungsradius 
fUr  den  Scheitel  der  Parabel  gleich  p  ist: 

d.  h. :  p  ist  das  harmonische  Mittel  zwischen  z  und  ,  oder,  wenn  man 
den  Krümmungsmittelpunkt  für  den  Scheitel  der  Parabel  mit  M  bezeichnet: 

38)  Die  Strecke  SM  wird  durch  den  strahlenden  Punkt 
und  durch  den  ersten  Bttckkehrpunkt  der  Brennlinie  har- 
monisch getheilt. 

FOr  die  beiden  anderen  Bückkehrpunkte  ist,  wie  oben  gefunden, 

«es«,  also  i»e=t-f-^  und  r^  —  2pz.  Setzt  man  diese  Werthe  in  Gleich- 
ung 35)  ein ,  so  erhält  man  die  Länge  <|  des  reflectirten  Strahles  bis  an 
einem  dieser  Bückkehrpunkte 


Bezeichnet  man  die  Entfernung  des  Punktes  P  vom  Brennpunkte  mit  w 
und  die  Ordinate  der  Parabel  im  Punkte     mit  s,  so  ist 

V 

*  a=r  —  *  — . 

*  W 

Legt  man  ira  Punkte  Q  (Fig.  3)  eine  Tangente  an  die  Parabel,  so  ist, 
da  s  senkrecht  auf  der  Axe  stebt,  der  Winkel,  den  QF  mit  dieser  Tan- 
gente bildet,  gleich  dem  Winkel  des  reflectirten  Strahles  und  der  Nor- 
male; folglich  steht  in  diesem  Falle  der  reflectirte  Strahl  senkrecht  zum 
Badius  Tector  QF,   Aus  dem  Dreieck  FQä  folgt  femer,  dass  das  StUok 

QH  gleich         also  dem  absoluten  Werthe  nach  gleich     ist.  Das  nega- 
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tiye  Zeichen  bei  «|  bedeutet,  änu  der  RUekliehrponkt  in  der  VerlKnge- 
rang  Ton  HQ  liegt.   Hierans  efgiebt  tioh  folgende  Cenitmetion; 

39)  Man  erricbte  in  dem  atrablenden  Punkte  P  eine  Senk- 
rechte inr  Axe,  welche  die  Parabel  in  P  schneidet,  im  Punkte 
Q  eine  andere  Senkrechte  auf  dem  Badius  vector  FQ  bia  sum 
Schnittpunkte  /T  mit  der  Axe;  verUngert  man  HQ  Uber  0 
hinaus  um  die  eigene  Linge,  so  ist  der  Endpunkt /ein  Bflck- 
kehrpnnkt  der  kaustischen  Linie  und  ffJ  ist  die  sugehSrige 
Bflekkehrtan  genta. 

Die  Coordinaten  des  Bückkehrpunktes  sind 

Die  Tangenten  in  den  Scheiteln  der  kaustischen  LiniCt 
d.  h.  in  denjenigen  Punkten,  in  welchen  dieselbe,  abgesehen  Ton  den 
Bfiekkehrpnnkten  und  unendlich  fernen  Punkten,  Jedesmal  ein  Maximum 
oder  Minimum  in  Bichtung  der  Parabelaxe  hat,  müssen  normal  au  dieser 
Axe  stehen.  « 

Wird  ein  Ton  P  ausgehender  Strahl  PD  (Flg.  5)  senkrecht  sur  Axe 
reilectirt,  so  muss,  wie  sich  aus  der  Betrachtung  der  Winkel  sofort  eiglebt, 
PP  senkrecht  auf  dem  sum  Einfallspunkt  gehörigen  Badlus  Tector  Fß 
stehen.   Hieraus  folgt  eine  einfache  Constructionsregel: 

40)  Man  schlage  ttber  der  Entfernung  des  strahlenden 
Punktes  Tom  Brennpunkte  als  Durchmesser  einen  Kreis  und 
filie  Ton  den  Schnittpunkten  dieses  Kreises  und  der  Para- 
bel senkrechte  Linien  gegen  die  Parabelaxe,  so  sind  diese 
Senkrechten  die  Scheiteltangenten  der  kaustischen  Linie. 

Der  Kreis  schneidet  die  Parabel  nur  dann,  wenn  die  Entfernung 
des  strahlenden  Punktes  vom  Scheitel  der  Parabel  grösser  als  4,5  p  ist, 
und  nur  wenn  diese  Bedingung  erfollt  ist,  giebt  es  Schelteltangenten, 
Für  cos 4,5p  stehen  nach  33)  die  Aitymptoten  senkrecht  lur  Axe}  sie 
fallen  mit  den  Scheiteltangenten  susammen. 

Die  Scheitelpunkte,  also  die  Beröhmngspunkte  der  Scheiteltan- 
genten, lassen  sich  durdi  die  allgemeine  Oonstmction  34)  leicht  bestim* 
men;  die  hieran  erforderliche  Senkrechte  aum  Einfallsstrahl  ist  in  diesem 
Falle  oifenbar  der  aum  EinfaUspunkte  gehörige  Badius  Tector.  (Vergl. 
Fig.  6.) 

Aus  der  Betrachtung  der  Figur  ergiebt  sich  femer,  dass  das  Prodnet 
der  Abstinde  des  Brennpunktes  von  »wei  •nsammengehörigen  Scheitel- 
tangen'ten  conitant,  und  awar  gleich  p*  ist.  Die  Schnittpunkte,  welche 
j«  Bwei  BUsammengehörige  Scheiteltangenten  auf  der  Axe  bestimmen, 
gehören  also  einer  involntorischen  Pnnktreihe  an,  deren  Hauptpunkte  In 
d«r  Entfernung  p  vom  Brennpunkte  F  su  beiden  Seiten  desselben  liegen. 
Hieraus  lassen  sich  die  Tcischiedenen  Iiagen  der  Scheitel  leicht  flbeiaehen. 
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Beetification.  Die  LSnge  eines  Bogenstackes  der  kaustisehen 
Linie  ist,  wie  bei  der  Beetification  der  Brennlinie  des  Kreises  erörtert 
wnrde,  gleicb  der  Differena  ans  den  beiden  Krtünmnngsradien  der  Ron- 
lette, welche  an  den  Endpunkten  des  Bogens  gehören.  Diese  Badien 
sind  durch  Gleichung  36)  an  berechnen  und  damit  ist  die  BogenlXnge 
leicht  bestimmbar. 

41)  In  Fig.  5  sind  die  kanstiscben  Linien  der  Parabel  fttr  vier  ver- 
schiedene  Lagen  des  strahlenden  Punktes  P  dargestellt.  Den  Punkten  I 
bis  IV  entsprechen  die  Brennlinien  1  bis  4.  Liegt  P  in  endlicher  Ent- 
femung  und  ist  sein  Abstand  vom  Parabelscheitel  grOsser  als  4,5 |i,  so  hat 
die  kaustische  Linie  im  Allgem«nen  die  Gktstalt  der  Cnrve  1.  Die  Linie 
hat  Bwei  symmetrisch  lur  Axe  liegende  Asymptoten  [31)],  welche  mit  der 
positiven  Bichtung  derselben  spitse  Winkel  bilden ,  die  um  so  kleiner  wer- 
den, je  weiter  sich  der  Punkt  P  vom  Scheitel  entfernt;  femer  awei  rar 
Axe  gleichfalls  symmetrisch  liegende  Bflckkehrpunkte  [37)]  und  einen 
Blickkehrpunkt  in  der  Parabelaze.  Die  beiden  Zweige,  welche  sich  von 
dem  suletst  genannten  Punkte  aus  ins  Unendliche  ^trecken,  bilden  dwi 
objectiven  Theil  der  Cnrve. 

Ist  der  Abstand  z  des  strahlenden  Punktes  vom  Scheitel  gleich  4,5  p, 
so  fallen  die  beiden  Asymptoten  snsammen  und  bilden  eine  anr  Axe 
senkrecht  stehende  Gerade  [33)];  Cnrve  2  in  Fig.  5.  Bückt  der  strah- 
lende Funkt  weiter  gegen- den  Seheitel  vor,  so  trennen  sich  die  Asym- 
ptoten wieder  und  bilden  fernerhin  stumpfe  Winkel  mit  der  Parabelaxe. 
Ist  ts],5p,  so  gehen  die  Asymptoten  durch  deu  strahlenden  Punkt;  Cnrve  3. 

Ist  tsB/»,  so  füllt  der  eine  Bttckkehrpunkt  mit  P  aussmmen.  Be- 
wegt sich  P  noch  weiter,  so  entfernen  sich  alle  drei  Bfickkehipunkte 
schnell,  und  swar  der  in  der  Axe  liegende  Punkt  in  seiner  bisherigen 
Bewegnngsrichtung  innerhalb  der  Parabel,  die  beiden  anderen  in  ent- 
gegengesetster  Bichtung,  ausserhalb.  Kommt  der  strahlende  Punkt  im 
Brennpunkte  an,  so  liegen  die  drei  Bflckkehrpunkte  in  unendlicher  Ent- 
fernung; die  Asymptoten  sind  parallel  sur  Axe;  die  refleetirten  Strahlen 
sind  sXmmtlich  parallel. 

Bttckt  der  strahlende  Punkt  Aber  den  Brennpunkt  hinaus,  so  liegt 
der  Schnittpunkt  der  Asymptoten  ausserhalb  der  Parabel  und  nMhert  sieh 
aus  unendlicher  Entfernung,  entsprechend  dem  Vorrflcken  von  P,  allmftlig 
dem  Scheitel;  gleichseitig  erscheint  der  eine  BOdkkehrpunkt  auf  dieser 
Seite  der  Axe  und  nfthert  sich  ebenfalls  dem  Scheitel.  Die  beiden  an* 
deren  Bflckkehrpunkte  liegen  jetat  innerhalb  der  Parabel  und  rflcken 
auch  allmklig  dem  Scheitel  nfther.  Die  von  diesen  Punkten  ausgehenden 
vier  Zweige  der  Curve  bilden  jetat  den  objectiven  Theil  der  Brennlinie. 
Als  Beispiel  dient  die  Curve  4  in  Fig.  5.  Die  mit  1«  und  4«  beaeich- 
ncten  T^inien  sind  Theile  der  Bouletten,  welche  au  den  Punkten  I  und 
IV  gehören. 
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Liegt  der  Dtrablenile  Punkt  ausserhalb  der  Parabel  in  der  VerlKnge* 
roDg  ihrer  Axe,  so  siud  die  Asymptoteu  uud  die  beiden  ausserhalb  der 
Axe  gelegenen  RUckkebrpunkte  imaginär.  Die  Curve  hat  nur  einen, 
durch  3$)  bestimmten  reellen  BUckkehrpunkt  uud  berührt  die  Parabel  in 
den  beiden  Punkten,  in  welchen  dieselbe  durch  die  Polare  vou  V  ge- 
schnitten wird.  Das  endliche  Stück  der  Ciirvf  zwischen  den  beiden  Ue- 
rübmngspunkten  ist  der  subjective  Tiieil  dersolbcn.  Die  einzelnen  Punkte 
der  kaustischen  Linie,  insbesondere  die  Scheitel  derselben,  können  auch 
in  diesem  Falle  nach  34)  und  40)  leicht  construirt  werden. 


in.  Die  kaustischen  Linien  der  Ellipse. 

Der  ttnUeude  Punkt  P  liege  anf  der  grossen  Axe  der  Ellipse  in  der 
£nkfeniwig  «  Tom  Mittelponkie  M  derselben. 

Nach  8ats  12)  ist  die  sugehOrige  kaustische  Linie  die  Eyolute  einer 
Boulette,  welche  ein  Punkt  beschreibt,  der  mit  einer  aweiten,  der 
gegebenen  eongraenten  Ellipse  in  symmetrischer  Lage  aum  strahlenden 
Punkte  P  verbunden  ist,  wkhrend  diese  auf  der  gegebenen  so  abroUt, 
dass  sieb  beide  Ellipsen  stets  in  entsprechenden  Punkten  bertthren. 

In  Fig.  6  sei  ^  der  augenblickliche  Berührungspunkt  (Pol)  der  bei- 
den Ellipsen,  deren  Halbaxen  mit  a  und  h  beseiehnet  werden.  P  ist 
der  strahlende  Punkt,  also  die  Entfernung  PM  gleich  t.  Die  Coordina* 
ten  des  Punktes  %  seien  x  und  y\  die  angehörigen  Bedien  vectoren  seien 
%F^v  und  %Q^m,  Die  gemeinschaftliche  Tangente  beider  Curven 
aehneide  die  Azen  im  Punkte  A\  die  augektfrige  Normale  sehneide  die 
grosse  Axe  der  gegebenen  Ellipse  im  Punkte  if. 

Beseiehnet  man  den  Winkel,  welchen  die  Bedien  veetoren  mit  der 
Tangente  bilden,  mit  a,  und  den  spitsen  Winkel,  welchen  diese  Tan- 
gente mit  der  grossen  Axe  der  Ellipse  bildet,  mit  Jl,  so  findet  man  untM 
Berficksiehtignng  der  Eigenschaften  der  Ellipse  leicht  folgende  Besiehuagoti 
swisehen  den  erwihnten  Grössen: 


Es  ist  Fii  =  ~      wenn  die  Excentricität  'l/u'  —     mit  c  bezeichnet 
a  ' 

wird.   Aus  dem  Dreieck  FN^  findet  man  demnach 

,  « 
CO«  A  =  —  COS  a. 
e 

(1^  tQ^X        fl^(c^  rt^  cos^  et) 

Femer  ergiebt  «ich     =  ri-, — irs".  *=  »  .  .  ,  und  hieraus 

®  (r  +  o*^A  trsura  ' 


42)  sm^a  = 


ferner 

43)  ^**  =  -ä7V — Tv»  «J»©  ««n*A«-7 — 3—.. 
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Bozeicbuet  mau  die  Lange  des  ciulallendoi}  Strahlet)  1''^  mit  r,  so  ist 
44)  r« = +  («  -  »)• = 6«  -      +  («  -  «)•. 

Nennt  man  den  Winkel,  welchen  dieser  Strahl  /'^  mit  der  Tangente  il^d 
bildet,  d|  80  findet  man  ans  dem  Dreieck  AP*^ 

sind  _^  AP    a*  —  xz 

sml~~  r        rx  * 

aleo  mit  Berttcksiehtignng  von  48) 

Et  soll  ferntr  der  DnTobmeMer  des  in  gebQrigen  angenbliek* 
liehen  Wendekreises  bestimmt  werden.  Verllngert  man  F$  Uber  $  hinans 
um  den  Badins  vector  nr,  so  ist,  da  die  Ellipsen  symmetrisch  in  Besng 
auf  die  gemeinsehaiUiehe  Tangente  liegen,  der  Endpunkt  dieser  Ver- 
Ungerang  ein  Brennpunkt  der  beweglichen  Corre.  Da  femer  FG^^  con- 
stant  gleich  8a  ist,  so  beschreibt  der  Punkt  einen  Kreis  um  den  Mit-  ^ 
telpunkt  P,  Beieichnet  man  denjenigen  Paukt  auf  der  Vezlingemng 
▼on  welcher  augenblicklich  mit  einem  Wendepunkte  der  von  ihm 
besebriebenen  Bahn  susammenflUlt,  mit  i,  so  ergiebt  der -Savary*  sehe 
SatB  die  Gleichung 


also 


1a 

Da  Punkt  J  auf  dcni  Wendekreise  liegen  muss,  so  üudet  man  hieraua 
den  Durchmesser  dieses  Kreises 


Nach  einem  bekannten  Satze  von  der  Ellipse  ist  vw  $in^a^b^^  also 

46)  rf=«  ^ 

2a£i/ra 

Denselben  Werth  wtirde  man  ans  der  Gleichung  <f  ^- y  erhalten;  anderer- 

seitu  kann  die  gegebene  Ableitung  desselben  xur  Bestimmung  des  Krilrn- 

muDguradiiiä  ^  der  Ellipse  dienen. 

Ganz  in  derselben  Weise,  wie  oben  (30)]  bei  der  Betrachtung  der 
Parabel,  ergiebt  sich  hier  für  die  Ellipse  der  Satz: 

Die  zurückgeworfenen  Strahlen  der  von  den  Punkten  eines  Kreises, 
welcher  die  Ellipse  auf  der  inneru  Seite  in  einem  Pnnkte  ^  berührt  und 
den  halben  zu  $  gehörigen  Krümmungsradius  der  Ellipse  zum  Durch- 
messer hat,  ausgehenden  und  den  Einfallspuakt  $  treffenden  Strahlen 
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sind  Asymptoten  der  zu.  dea  entfiprecbenden  steahlenden  Pankten  ge- 

börigen  Breuiiliuien. 

Mit  Hilfe  diobos  Satze«  können  die  Asymptoten  der  kaustiücben 
Linie,  wolcho  zu  einem  auf  der  grossen  Axe  liegenden  Punkte  P  ge- 
hören, leicht  bestimmt  werden,  Ist  (Fig.  7)  der  P^infallspunkt,  aofi 
%volchem  der  von  /*  einfallende  Strahl  r  als  Asymptote  rellcctirt  wird,  so 
muss  der  die  Ellipse  im  Punkte  '!|.^  berülireude  Kreis,  dessen  Durchmesser 
die  oben  bestimmte  (Jrösse  d  hat,  durch  den  strahlenden  Punkt  P  hin- 
durchgehen; der  Durchmesser  X^Oi  dieses  Kreises  (des  Wendekreises  der 
umgekclirtcn  Bewegung)  liegt  in  der  Normale,  welche  zu  gehört.  Be- 
zeichnet mau  den  Winkel,  welchen  der  ciafalleude  Strabl  mit  der  Tau- 
gente  bildet,  wie  oben  mit  d,  so  ist 

r=d  sin  S. 

Setzt  mau  für  r,  d  und  i>fftd  die  unter  11),  15)  und  46)  gefandenen 
Wertbe  eio,  so  erhält  mau  anter  Anwendung  von  42) 

oder 

a*  '  2a* 

Nimmt  man  den  Werth  von  z,  also  die  Entfernung  des  strahlenden  Punk- 
tes vom  Mittt'ljtunkte  der  Ellipse,  als  gegebtm  an,  so  kann  die  gefun 
denc  Glciciiung  zi-r  Bestimmung  von  u  ,  d.  h.  zur  Berechnung  der  Ab- 
scissc  desjenigen  Ellipsenpunktes,  ans  welchem  der  von  P  einfallende 
Strahl  als  Asymptote  der  Brennlinie  retiectirt  wird,  dienen.  Bei  gebüriger 
Umformang  erbält  diese  Gleichung  die  Form 

47)  «»-2^«t  +  ^«  +  ^(2c«-2t»-«^-0. 

Die  Discussion  dieser  Gleichung  folgt  später  unter  55). 

Es  soll  jetzt  die  Länge  irgend  eines  reHettirten  Strahles  vom  Eiu- 
fallspuukte  bis  zum  Berührungsj)unkte  mit  der  kaustischen  Linie  bc- 
ßtimmt  werden.  Dieser  Berührungspunkt  ist  zugleich  der  Krümraungs- 
mittelpunkt  des  Bogenelements ,  welches  der  cu  /*  symmetrisch  liegende 
Punkt  beschreibt,  wenn  der  momentane  I'ol  ist  (Fig.  6).  Nachdem 
Savary 'scheu  Satze  5)  hat  man  demnach  die  Beziehung 

(i+i)rt.a-i, 

\  r      Tj  /  o 

wenn  mit  q  der  KrümmungsradiuB  der  Ellipse  im  Punkte  iß  bezeichnet 
wird;  da  femer  unter  46)  die  Abbftngigkeit  ^  =  2<f,  also  ^ —-^^^ 
fanden  wurde,  so  erhält  man  die  Gleichung 

/•'--'  .V///  (ü 

1*    -  ■ 

*     2a  svi^a  r  —  sini 
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Wenn  man  weiter  sin-u  und  sind  nach  -12)  und  45)  dttl'cU  die  Abscuse 
de«  Eiuralbpunkie«  ausdittckt,  so  ergiobt  sich 

Da  die  refleetirten  Strahlen  die  kanttische  Linie  berühren,  so  kann  Ton 
Jedem  Punkte  der  Ellipse  ans  leicht  eine  Tangente  an  diese  Curve  ge- 
legt werden;  der  Bertthningspnnkt  ist  durch  die  oben  gefundene  Gleich- 
ung bestimmbar.  Andererseits  können  die  emseinen  Punkte  der  Brenn- 
linie ohne  irgend  eine  Bechnung  durch  die  allgemeine  Construetion  7) 
gefunden  werden;  diese  Construetion  Ifisst  sich  in  derselben  Weise,  wie 
beim  Kreis  und  bei  der  Parabel  [34)]  geseigt  wurde,  ▼ereinfachen. 

Der  Krttmmungsradius  B  der  Boulette  ist  gleich  r.+r^,  also 


Setzt  man  lUr  r  den  unter  44)  gefuudeueu  Worth  ein,  so  erhält  man 


2    [fl^ -  s)*  -i-  i « -  a-^)J  -  (a<  —  c* x«)  {fi'-xz) 

R  wird  unendlich  gross,  wenn  der  Nonner  dos  erhaltenen  Bruches  gleich 
Null  wird;  hieraus  ergiebt  sich  dieselbe  Gleichung,  wie  die  unter  47) 
direct  gefundene,  sur  Bestimmung  der  Asymptoten  der  Brennlinie. 

Wie  schon  fr&her  bei  der  Betrachtung  des  Kreises  und  der  Parabel 
erörtert  wurde,  entspricht  jedem  Maximum  oder  Minimum  der  Krttmmung 
der  Boulette  ein  Bfickkehrpunkt  der  kaustischen  Linie.  Aus  der  nach  x 
genommenen  Ableitung  von  R  findet  man  leicht,  dass  der  Krümmungs- 
radius R  der  Boulette  ein  Maximum  resp-  Minimum  erreicht,  wenn  x 
gleich  t  wird;  d.  h.: 

50)  Die  kaustische  Linie  der  Ellipse  bat  zwei,  sym- 
metrisch lur  grossen  Axe  liegende  Rückkehrpunkte;  die 
Tangenten  in  diesen  Bttckkehrpunkten  sind  die  refleetirten 
Strahlen,  welche  Toa  den  beiden  Punkten  der  Ellipse  aus- 
gehen, deren  Projeetion  auf  die  grosse  Axe  der  strahlende 
Punkt  ist. 

Der  Krümmungbradius  der  Kouk»tte  erreicht  ferner,  wie  leicht  ersicht- 
lich, einen  grÖHätcn  resp.  kleinsten  Werth  für  die  beiden  Schöitel  der- 
selben, d.  h.  für  die  beiden  Lagen  des  bebclireibenden  Punktes  bei 
welchen  die  rullende  Ellipse  die  gegebene  in  einem  der  beiden  Scheitel 
der  grobheii  Axe  berührt. 

51)  Die  kaustische  Linie  hat  demnach  noch  zwei  Kiick- 
kehrpuukte,  welche  in  der  grossen  Axe  der  Ellipse  oder  in 
deren  Yorlaugeruug  liegen. 
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«)  BefUwBViv  der  beiden  Bückkehrpuukte,  welche  Miierhnlk  der 

greSHen  Axe  liegen. 

Da  bereits  der  Ausgangspunkt  für  jede  der  beiden  Tangenten  der 
Brennlinie  in  dieten  Bttckkebrpunkten  gefunden  wurde,  so  ist  zur  voll- 
•t&ndigen  Bestimmung  dieser  Tangenten  nur  die  Angabc  der  Lagu  des 
Darehtebnittopunktcs  T  derselben  mit  der  grossen  Axe  erforderlicb.  Be- 
zeichnet  man  die  Entfernung  dipses  Schnittpunktes  T  vom  strahlenden 
Punkte  P  mit  (  uiul  bcrücksiclitigt  man,  da.ss  die  Strecke  PT  durch  die 
Tangente  und  die  Normale,  welche  snm  £inf«U»pnnkte  gehören,  her* 
moniflch  getheilt  wird,  so  findet  man 


52)  26'z(a«-z») 


Naehdem  so  die  Lagen  der  beiden  Bttekkebrtangenten  ▼ollstJIndig  bestimmt 
sind,  ist  snr  Anfiindnng  der  Bliekkehrpnnkte  selbst  nnr  noch  die  Be- 
reelmnng  der  Strecke  einer  solchen  Tangente,  vom  Sinfallspnnkte  bis 
snm  Rflckkehrpnnkte,  nothwendig.  Man  erhält  diese  Strecke  r^,  wenn 
man  in  den  unter  48)  gefnndenen  Ausdruck  ffkt  die  LKnge  r^  irgend  eines 
reflectirten  Strahles  statt  x  den  Werth  s  und  statt  der  Lttnge  r  des  ein- 
fallenden Strahles  den  besondern  Werth  —^a*—^  einsetst:  man  findet 

«[i»*-c«(2o«-P)r- 

Wird  Tg  negativ,  so  liegt  der  Rttckkehrpunkt  in  der  KUckverlängerong 
des  zugehörigen  reflectirten  Strahles. 

ß)  BestiuNMf  der  Mieu  Btekkehrfuikte,  welehe  in  der  grufseu  Axe 

liegen. 

Beseicbnet  man  die  Entfernungen  dieser  beiden  Punkte  von  den 
Scheiteln  S  resp.  der  Ellipse  mit  p  und  9,  den  Krümmungsradius  der 
Ellipse  fttr  diese  Scheitel  mit  ^,  so  ergiebt  der  SaTary'sehe  Sata  5) 
die  Oleiehnngen 

1    _L  1     2       .     11  2 
 H  —  =  —  and  — r—  +  -  =  — , 

d.h.:  — *     '     *  «  +  »     «  * 

54)  Die  Strecken  zwischen  den  Scheiteln  der  Ellipse  und 
den  zugehörigen  K  r  ü  in  ni  u  n  <;s  ni  i  1 1  el  pu  u  ktc  u  werden  durrli 
den  stral)lenden  Punkt  und  durch  je  einen  der  heidenUück- 
kehrpunktc  harmonisch  getheilt.  Au»  den  gefuudeueu  Gleich- 
UDgen  ergeben  sich  die  gesuchten  Entfernungen 

Qlld  swar  ist  p  die  Entfernung  de»  einen  Küekkehrpnnktes  von  dem  End* 
punkte  degenigen  Ualbaxe,  innerlialb  welcher  der  strahlende  Punkt  liegt. 
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55)  Es  sollen  jetzt  die  verschiedenen  Lagen  der  Asymptoten  mui 
Kiitkkohrpnnkte,  also  die  verschiedenen  Ochtalton,  welche  die  kaustiscluMi 
Linien  der  Ellipse  annehmen  können ,  nntersucbt  werden,  üiersa  iat 
znuäclut  die  Discussion  der  Gleichung  47) 

dnreh  welche  die  Abecissen  deirjenigen  ElUpeenpankte  beetimmt  werden 
Ton  denen  die  Asymptoten  misgeben,  erforderlich. 

40* 

Die  Discrimiuautc  dicBCi-  Gleichung  ist  — 2a''c^-f-c^-^j. 

Es  sind  demnach  folgende  drei  Fille  su  nnterscheiden: 

wenn  (2c^  — «-)  ist,  so  hat  die  Gleichung  47)  1  reelle  und  2 

imaginüre  Warsein; 

wenn  «'b-^  (2c^— a^)  ist,  so  hat  die  Glddinng  47)  3  reelle,  darunter 
c 

2  gleiche  Wurseln; 

wenn  <'<^  (2c'— a*)  ist,  so  hat  die  Oleichnng  47)  3  reelle  nnd  ver- 
schiedene Wurzeln. 

Zur  näheren  Bestimmung  der  Ab])angigkeit  der  Grössen  dieser  Wurzeln 
von  der  Knttenuing  z  des  strahlenden  Punktes  vom  Mittelpunkte  der 
Ellipse  bi^trachte  man  den  Ausdrnc  k  auf  der  linken  Seitt^  der  Gleichung 
47).    Bezeichnet  man  denselben  mit  /(x),  so  ergiebt  sich: 
Fixt  x  =  -^co  nimmt  f{x)  den  Werth  -1~  ^  an. 

Ffir  «e=s4-a  wird  ^(jr)»«"-^^^  (a'+^^^at).    Nimmt  man  den 

strahlenden  Punkt  innerhalb  der  Ellipse,  also  z  zwischen  0  und  a  an, 
so  wird  der  zuletzt  erhaltene  Werth  von  f(x)  entweder  negativ,  gleich  0 
oder  positiv,  je  nachdem  a^  +  c^  —  2az  positiv,  gleich  0  oder  negativ  ist} 
d.  h.: 

wenn  *<— s —  wtf  so  ist  fi«)  negativ  flIr  «ss+a; 

M  €1 

wenn  s  =  "        ist,  so  ist  f(x)  gleich  Nnll  ßlr  ares+a; 

wenn  *>— s —  ist,  so  ist  f(x)  positiv  ftlr 

Für  ap  =  — a  ist  f(x)  stets  negativ. 

Für  »  =  «  wird  f{x)=i'^-^-^  (2a*c'— ö*^c«t^).  Dieser  Werth  wird, 

wenn  z  zwischen  0  und  li^f^t,  entweder  positiv,  gleich  0  oder  nega- 
tiv, je  nachdem  2a^c^  —  —  c-z^  grösser,  gleich  oder  kleiner  als  Noll 
ist;  d.  h.: 
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wenn  «<-]K2c*— «•  Ist,  so  ist  /(x)  positiv  fttr 


wenn  s=s— ^2c«— ist,  so  ist  f{x)  gleich  Null  für  ««tj 


wenn  t >-^y2t^—a*  ist,  so  ist  /"(x)  negativ  fUr  05««. 

D»  ^  (2c'— o*)  stets  kleiner  als     und  andererseits  stets  grösser 

^  n 
als  e  ist,  so  moss  auch  stets  grösser  als  —  ^2«*— ri*  sein.  Ist 


a 


demnach  z<— f/2c*— a",  also  anch  kleiner  als  — ^ — /^(^)  P°" 


C 


aitiv  für  J5  =  qo,  negativ  für  x  =  'j-a,  positiv  für  x~z  und  negativ  für 
— a.  Die  Gleichung  47)  bat  also  in  diesem  Falle  drei  reelle  War- 
sein, und  zwar  eine  Wurzel  zwischen  -^a  und  -\-<x>y  eine  zwischen  z 
nnd  +a  und  eine  zwischen  z  nnd  —  a.  Durch  die  erste  dieser  drei 
Wurzeln  wird  offeubar  kein  reeller  Funkt  der  Ellipse  bestimmt;  die 
Gleichung  47)  liefert  also  anter  der  oben  angenommenen  Bedingung  nnr 
zwei,  für  die  Bestimmang  reeller  Asymptoten  braachbare  Werthe. 


a 


Ist  dagegen  :  >  —  /2 so  hat  die  Oleiehnng  47),  wie  die  Dis« 

c 

criminante  aeigt,  nnr  eine  reelle  Warsei  and  dirae  ist  nach  dem  oben 
Gefnndenen  grösser  als  a,  falls  sn^^eich  t  kleiner  als  ist,  also 

onbranchbar  aar  Bestimmang  von  Äijmptoten;  nimmt  man  aber  x  grösser 

-f 

sls    -     ,  SO  liegt  diese  eine  reelle  Wnrsel  zwischen  t  nnd  +a. 

^  ii 

Hiemach  lassen  sich,  mit  Einschluss  der  Grenzfälle,  folgende  fünf 
Arten  von  kaustischen  Linien  bei  der  Ellipse  unterscheiden,  und  zwar 
ist  die  Gestalt  derselben  abhängig  von  der  Entfernung  z  des  strahlenden 
Punktes  vom  Mittelpunkte  der  Ellipse. 


Fall  I.   Es  sei  t  kleiner  mls  -/2<*-ii«.   Die  Oleiehnng  47) 

c 

ergiebt  dann,  wie  oben  gefunden,  zwei  zur  Bestimmung  der  Asymptoten 
brauchbare  Werthe  fttr  der  eine  liegt  zwischen  ;  nnd  -^a^  der  andere 
zwischen  c  und  — a.  Dies  sind  die  Abscissen  der  Ellipsenpunkte,  von 
denen  die  Asymptoten  ausgehen;  d.  h.:  Die  kaustische  Linie  hat 
in  diesem  Falle  vier  Asymptoten,  von  denen  je  zwei  sym- 
metrisch zur  grossen  Aze  der  Ellipse  liegen.  Zur  vollständigen 
Besümmnng  dieser  Linien  genügt  die  Angabe  der  Punkte,  in  denen  sie 
die  grosse  Aze  schneiden.  Die  Entfernung  t  eines  solchen  Durcbscbnitts- 
punktes  II  vom  Mittelpunkte  der  Ellipse  ergiebt  sich  leicht,  wenn  man 
heriflksichUgt,  das«  die  Strecke  zwischen  den  Pankten  B  and  P  durch 


Digitized  by  Google 


28 


Kaustiscbe  Liuiea  in  kiuematiticher  Bebandlang. 


die  zum  Kiufallhpuukte,  dessfiu  Ahscisse  .i'  aus  dor  Gloichuiij^  47)  gefun- 
den wurde,  gcliörige  Tangente  und  durch  die  zugehörigo  Nurmale  liar- 
mouiscb  getUoilt  wird.    Man.  erhält 

_ -  2 a- c'-x  4-  c^x^z 

Hierbei  wird  9  negativ,  wenn  B  und  P  in  derselben  Halbaxe  liegen.  Die 
Tier  Rlickkehrpnnkte  und  die  Tangenten  der  Cnrve  in  diesen  Punkten 
Bind  dnreb  50),  52)  und  54)  bestimmt,  wird  in  diesem  Falle  stets 
negativ;  d.  b.  die  ansserbalb  der  grossen  Aze  liegenden  ROekkebrpnnkte 
befinden  sieh  anf  den  Bfickverlilngeningen  der  sngehtfrigen  reflectirten 
Strahlen. 

Wenn  s  =  y  — g —  ist,  so  verschwindet  das  Glied  ohne  jc  in  der 

Gleiebnng  47);  die  eine  der  beiden  Abseissen,  dnreb  welehe  die  8ehnitt> 
pnnkte  der  Asymptoten  mit  der  Ellipse  bestimmt  werden,  hat  also  den 
Werth  0,  d.  h.  awei  der  Asymptoten  geben  dnreb  die  Endpunkte  der 
kleinen  Axe  und  sebneiden  die  grosse  in  einem  Punkte,  welcher  vom 
Mittelpunkte  ebenso  weit  entfernt  ist  wie  der  strahlende  Punkt. 

Der  Fall  I  kann  nur  dann  eintreten,  wenn  2c'>a'  oder 
wenn  a*>  26*  ist,  also  nur  bei  solchen  Ellipsen,  bei  denen  die  Bxeentri^ 
diftt  e  grösser  als  die  halbe  kleine  Axe  ist 

In  Fig.  8  ibt  eine  dem  hier  betrachteten  Falle  angehorige  Brenuliuie 
dargestellt;  dieselbe  ißt  in  allen  Theileu  mit  2  bezeichnet;  der  strahlende 
Punkt  ist  II,  seine  Entfernung  vi)m  Mittelpunkte  z  =  {)^hu.  Bei  der  hier 
gegebenen  Ellipse  ist  a  gleich  2/>  angenuniim  n.  Die  gezeichnete  Tlalfte 
der  kaustischen  Linie  wird  difrcli  ilie  vom  oberen  Tlicile  der  EUipbc 
reflectirten  Strahlen  gebildet.  Die  zughürige  Koulette  iät  mit  2"  bezeichnet. 


Fall  II.   Es  sei  z  gleich  ^V2€»--a\    Die  Gleichung  47)  hat 

unter  dieser  Annahme  drei  reelle  Wurzeln,  von  denen  zwei  einander 

fl-  +  r« 

gleich  sind.  Da  jetat  auch  die  Bedingung  s<  -2^^-^  erfüllt  ist,  so  musa 

die  eine  dieser  Wurzeln  grösser  als  a  sein ;  sie  bestimmt  also  keinen 
reellen  Punkt  der  Ellipse.  Die  beiden  anderen,  einander  gleichen  Wur- 
zeln sind,  wie  unter  55)  entwickelt  wurde,  hier  gleich  r,  d.  h.  die 
Asymptoten  gehen  von  den  Ellipsen})uukten  aus,  deren  Projectiou  auf 
die  grosse  Axe  der  strahlende  Punkt  ist.  Die  Entfernung  .f  des  Durch- 
«ichnittspunktefi  der  Asymptoten  vom  Mittelpunkte  wird  hier  gleich  Null 
nach  56). 

Die  kaustische  Linie  hat  im  Falle  II  zwei  Asymptoten, 
welche  durch  den  Mittelpunkt  dor  Ellipse  gehen. und  diese 
in  zwei  Punkten  schneiden,  deren  Yerbiudangsliuio  senk- 
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reobt  %XLt  grossen  Axe  steht  nncl  den  strahlenden  Punkt 
enthilt. 

Nteh  50)  ist  jede  dieser  Asymptoten  ingleieh  als  Tangente  in  einem 
der  ausserhalb  der  Aie  liegenden  Rfiekkehrpnnl^te  anansehen;  diese  bei- 
den Bfiekkebrpnnhte  selbst  liegen  hier  nnendlich  fem.  Die  beiden  an- 
deren liegen  auf  der  grossen  Aze  innerhalb  der  Ellipse  nnd  sind  dnreh 
54)  bestimmt. 

Fall  n  kann  nnr  dann  eintreten,  wenn  e  entweder  gleieh  oder  grös- 
ser als  6  ist  In  Fig.  8  ist  die  hierher  gehSrige,  der  Dentlichkeit  wegen 
pnnktirte  Conre  mit  3  beseiehnet   III  ist  der  strahlende  Punkt  in  der 

Eutfernung  ^  —  ^       voi^  ^>    Aach  hier  igt  nur  die  eine  Hälfte  der 

Brennlinie,  nVmlieb  di^enige,  welche  dnreh  die  Tom  oberen  Theile  der 
Ellipse  leflectirten  Strahlen  gebildet  wird,  geseiehnet. 

Fall  III.   z  sei  grösser  als  -^^2c'— a*,  aber  kleiner  als 

2^  •    I^ie  Gleichung  47)  hat  unter  diesen  Bedingungen  nur  eine  reelle 

Wurael,  welche  grösser  als  a  ist  nnd  deshalb  keine  reellen  Punkte  der 
Ellipse  bestimmt.  Die  Brennlinie  hat  demnach  keine  Asymptoten.  Die 
vier  Rftekkehrpunkte  sind  durch  50)  und  54)  gegeben.  Zwei  liegen  auf 
der  grossen  Axe  innerhalb  der  Ellipse;  die  beiden  anderen  liegen  in  end- 
licher Entfernung,  und  «war,  da  hier  positiT  ist,  in  den  wirUieh 
reflectirten,  durch  52)  bestimmten  Strahlen. 

Die  kaustische  Linie  ist  im  Falle  III  eine  geschlossene 
Curve  mit  vier  Bfickkehrpunkten,  und  durchweg  objeetiv.  Die- 
selbe kann  sich  auf  einen  Punkt  reduciren  [TergL  unten  57)].  '  Die  Brenn- 
finie  4  ffir  den  strahlenden  Punkt  IV  in  Fig.  8  giebt  ein  Bild  der  Chirven 
dieser  Art.  Die  geseichnete  HUfte  derselben  ist  die  sum  oberen  Theile 
der  refleetirenden  Ellipse  gehörige;  es  ist  t  hier  gleich  0,85«  angenommen. 

Fall  IV.  Es  sei  t  gleich  — « — .   Da  bei  dieser  Annahme  t  auch 

grösser  als  —y2c^  —  a^  ist,  so  hat  die  Gleichung  47)  nur  eine  reelle 
c 

Wursel  und  diese  ist,  wie  oben  entwickelt  wurde,  gleich  a.  Hierdurch 
wird  der  Scheitel  der  Ellipse,  welcher  dem  strahlenden  Punkte  aunitehst 
liegt,  bestimmt;  der  augehörige  reflectirte  Strahl  flillt  also  mit  der  grossen 
Axe  susammen. 

Die  kaustische  Linie  hat  im  Falle  IV  nur  eine  Asymptote, 
welche  mit  der  grossen  Axe  ausammenfftllt.  Der  strahlende 
Punkt  liegt  in  diesem  Falle  in  der  Mitte  iwischen  dem  Scheitel  der  El- 
lipse und  dem  sugebörigen  Krflmmungsnuttelpunkte  derselben;  folglich 
liegt  nach  54)  der  eine  der  beiden  Bttckkebrpunkte  auf  der  Verlingerung 
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der  grossen  Axe  in  unendlicher  Entfernung,  der  andere  innerhalh  d« 
Ellipse.  Die  beiden  ausserhalb  der  Axe  liegenden  Bttckkehrpunkte  wer- 
den wie  bei  Fall  III  bestimmt.  Die  ganae  Curre  ist  auch  hier  durchweg 
objeetiT.  Bei  der  Ellipse  in  Fig.  8  ist  V  der  diesem  Falle  entsprechende 
strahlende  Punkt  in  der  Entfernung  t^^ü  Ton  JV.  Die  sum  obeien 
Theile  der  reflectirenden  Ellipse  gehörige  HMlfte  der  Brennlinie  ist  mit  5 
besmchnet 

Fall  V.    Es  sei  ;  grösser  als  — ^ —  und  kleiner  als  a.  Die 

Gleichung  47)  hat  unter  dieser  Voraussetsung  nur  eine  reelle  Wuiael  und 
diese  liegt,  wie  oben  geseigt  wurde,  awischen  t  und  -^a. 

Die  kaustische  Linie  hat  im  Fal|e  V  awei  Asymptoten, 
welche  lur  grossen  Axe  symmetrisch  liegen.  Der  gemeinschaft- 
liche Durchschnittspunkt  dieser  Asymptoten  mit  der  grossen  Axe  ist  wie 
bei  Fall  I  su  finden ;  damit  sind  diese  Linien  Tollkommen  bestimmt.  Die 
ausserhalb  der  Axe  liegenden  Rfickkehrpunkte  sind  ebenfalfs  wie  frfiher 
SU  ermitteln;  da  hier  positiv  ist,  so  liegen  dieselben  in  den  objeetiTon 
Theilen  der  durch  52)  bestimmten  Strahlen.  Von  den  beiden  andefen 
Bflckkebrpunkten  liegt  der  eine  auf  der  grossen  Axe  innerhalb  der  El- 
lipse, der  aweite,  weil  p  negativ  wird  [54)],  in  der  BflokTerlXngemng 
deijenigen  Halbaxe,  welche  den  Punkt  P  enthftlt.  Von  hier  aus  erstreckt 
sich  die  Curre  mit  awei  asymptotischen  Aesten  ins  Unendliche;  dieser 
Theil  ist  subjectiT,  wihrend  der  ftbrige  Theil,  welcher  drei  Rflckkehr- 
punkte  enthftlt,  durchweg  objectir  ist.  In  Fig.  8  ist  6  eine  solche  Brenn- 
linie;  der  strahlende  Punkt  VI  liegt  in  der  Entfernung  es 0,9a  yon  Af, 
Die  geseiehnete  Hftlfte  der  Curre  gehört  sum  oberen  Theile  der  Ellipse. 

57)  Der  Zusammenhang  dieser  einseinen  Fälle  ist  leicht  au 
übersehen,  wenn  man  den  «trahlenden  Punkt  allmülig  vom  Mittelpunkt 
der  Ellipse  bis  sum  Endpunkte  der  grossen  Axe  fortrttcken  lässt  und  die 
in  Fig.  8  gesmehneten,  aum  oberen  Theile  der  reflectirenden  Ellipse  ge- 
hdrigen  Hälften  der  kaustischen  Linien  betrachtet.  Liegt  der  strahlende 
Punkt  P  im  Mittelpunkt,  so  hat  die  Hälfte  der  Brennlinie  die  in  der 
Figur  mit  1  beaeichnete  Oestalt;  die  ganae  kaustische  Linie  besteht  aus 
awei  getrennten  subjectiren  und  ans  awei  gleichfalls  getrennten  objectiven 
Theilen;  sie  hat  Tier  Asymptoten.  Bäckt  der  Punkt  P  alhnälig  vorwärts 
nach  II,  so  neigt  sich  gleichsam  die  Curre  nach  derselben  Seite  und 
behält  wesentlich  dieselbe  Gestalt.  Die  Bttckkehrpunkte  der  sulgectiTen 
Theile  entfernen  sich  allmälig  immer  weiter  und  der  Winkel,  den  je  awei 
nicht  symmetrisch  nur  Axe  liegende  Asymptoten  miteinander  bilden,  wird 
immer  kleiner.   (Curre  2.)   Kommt  der  strahlende  Punkt  P  bei  seinem 

FortrUckea  in  III  an  ^*  =  ~  ^2«;^  —      ,  so  sind  die  subjcctiven  Theile 

in  unendliche  Entfernung  gerächt;  Je  awei  der  eben  erwähnten  Asymptoten 
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lind  OTMunmengcftJlcn  und  die  ragehOrigeD,  vorher  getrenotoD  asympto- 
ttsehen  Zweige  scUiesfeii  sieh  jetst  in  der  Unendliebkeit  aneinander. 
(Onrve  3.)  Bfiekl  der  Punkt  P  weiter,  B.  nach  IV,  so  sehliefsen  sich 
diese  Zweige  schon  in  endlicher  Entfernung  und  bilden  awei  Rttckkehr- 
pnnkte;  die  Asymptoten  sind  verschwunden,  die  Gnrve  ist  eine  geschlos- 
sene, ohjective.   (Cnrve  4.) 

Bflckt  Punkt  P  weiter  Torwirts,  so  rückt  der  eine  der  in  der  grossen 
Aze  liegenden  Bilckkehrpnnkte  (in  der  Fignr  der  links  liegende)  sehr 
schnell  anf  den  andern  an;  vorher  bewegten  sich  beide  verhültnissmllssig 
wenig;  auch  die  ausserhalb  der  Aze  liegenden  niUiem  sieh  entsprechend 
dem  erwShnten  Bttckkehrpunkte.  Die  ganae  Gnrve  sieht  sich  ausammen 
und  redueirt  sich  schliesslich  auf  den  einen  Brennpunkt;  der  strahlende 
Punkt  ist  alsdann  grade  im  andern  Brennpunkte  F  angelangt 

Bflckt  P  Uber  den  Brennpunkt  F  hinaus,  so  erweitert  sieh  die  Brenn- 
hnie  wieder. '  Der  Bflckkehrpunkt  in  der  Aze,  welcher  vorher  links  lag, 
rfiekt  Aber  den  andern  aus  der  Ellipse  hinaus  und  entfernt  sich  schnell; 
die  beiden. ausserhalb  der  Aze  liegenden  Bflckkehrpunkte  entfernen  sich 
gleichfalla  nach  dem  Innern  der  Ellipse,  aber  entgegengesetat  von  der- 
jenigen Seite  der  grossen  Aze,  auf  der  sie  sich  vorher  nftherten.  Erreicht 

kehrpunkt  ins  Unendliche  gerttckt,  so  dass  die  grosse  Aze  die  Asymptote 
der  Curve  wird.  (Curve  5).  Bei  weiterem  Fortschreiten  des  Punktes  P 
seriheilt  sich  diese  Asymptote  in  swei  einselne,  deren  Winkel  fortwährend 
wichst  Der  erste  Bflckkehrpunkt  springt  auf  die  entgegengesetste  Seite 
der  grossen  Aze  Aber,  kommt  aus  der  Unendlichkeit  surfick  und  nMhert 
sich  dem  Seheitel  der  Ellipse;  die  Curve  hat  also  nach  dieser  Seite  wieder 
einen  snbjectiven  Theil.  (Curve  6.)  Erreicht  endlich  der  Punkt  P  den 
Scheite]  der  Ellipse,  so  treffen  in  diesem  Punkte  augleich  der  erwfthnte 
subjective  Bflckkehrpunkt  und  die  beiden  Punkte,  welche  vorher  ausser- 
halb der  Aze  lagen,  ausammen  und  verlieren  die  frfibere  Bedeutung. 
Die  Brennlinie  berflhrt  die  Ellipse  in  diesem  Scheitel;  sie  liegt  gans  inner- 
halb der  Ellipse  und  hat  nur  einen  wirklichen  Bflckkehrpunkt  in  der 

Entfernung   ^  vom  entgegengesetzten  Scheitel.    (Curve  7.)  Die 

Csrdioide  13)  ist  ein  spedeller  Fall  dieser  Curve. 

Liegt  der  strahlende  Punkt  P  ausserhalb  der  Ellipse  auf  der  Ver- 
lingerung  der  grossen  Aze,  so  berflhrt  die  Brennlinie  die  reflectirende 
Gurre  in  den  beiden  Punkten,  in  welchen  die  Polare  von  P  dieselbe 
schneidet.  Diese  Berflhrungspunkte  trennen  den  suli(|ectiven  Theil  von 
dem  objeetiven;  jeder  dieser  Theile  enthKlt  einen  auf  der  Aze  liegenden 
Bflckkehrpunkt,  welcher  auch  in  diesem  Falle  durch  54)  bestimmt  ist 
Onrve  5  beim  Kreise  in  Fig.  2  ist  hiervon  ein  spedeller  Fall. 
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Wie  schon  oben  erwShnt  wurde,  ist  das  Vorkommen  einzelner  Fälle 
abhängig  von  der  Ezcentricität  der  Ellipse.  Die  Fälle  III,  IV  und  V 
sind  immer  mitglich,  selbst  wenn  e  =  Ot  die  Ellipse  also  in  einen  Kreis 
fibergegangen  ist;  die  Resultate  stimmen  dann  mit  den  frtiher  für  den 
Kreis  direct  gefundenen  überein.    Ist  so  sind  alle  fünf  Fälle  mög- 

lich; ist  c  —  h,  80  kann  Fall  I  nicht  vorkommen;  ist  c-</^  so  können 
die  Fälle  I  und  II  nicht  stattfinden.  Hs  soll  mit  Rücksicht  auf  die  ver- 
schiedenen Formen  der  Ellipse  hier  noch  besonders  folgender  Fall  erörtert 
werden : 

58)  Der  strahlende  Punkt  liegt  im  Mittelpunkte  der  El- 
lipse; es  ist  also  2  =  0. 

A.  Es  sei  c  ]>  6.  Die  Brennlinie  ist  unter  dieser  Voraussetzung  ein 
specieller  Fall  der  unter  Fall  I  betrachteten  Curven.  Die  zur  Bestim- 
mung der  Ausgangspunkte  der  A.<<yroptoten  dienende  Gleichung  47)  geht^ 
wenn  z  =  0  gesetat  wird,  über  in  die  einfachere 

Die  beiden  Werthe  von  x  nnterseheiden  sieh  demnach  hier  nur  durch 
die  Vorseiehen,  d.  h.  die  vier  Asymptoten  li^n  in  diesem  Falle  auch 
SU  je  zweien  symmetrisch  rar  klmnen  Aze;  ihre  Schnittpunkte  liegen 
also  einerseits  in  der  grossen  und  andererseits  in  der  VerlXngerung  der 
kleinen  Aze.  Die  Entfernungen  der  Schnittpunkte  der  Asymptoten  mit 
der  grossen  Axe  vom  Mittelpunkte  der  Ellipse  sind  hier  nach  56) 

und  die  Entfernungen  der  Sehnittpunkte  mit  der  kleinen  Aze  vom  Mittel* 
punkte  sind 


c^3«^-  3  c* 

Die  Axen  der  Ellipse,  resp.  die  Verlängerungen,  sind  zugleich  Tangen- 
ten in  den  Rückkehrpnnkten  der  Brennlinie.  Zwei  Rückkehrpankte  liegen 
innerhalb  der  Ellipse  auf  der  grossen  Aze;  ihre  Entfernungen  von  den 
Scheiteln  sind  nach  54) 

ab*    _  ah* 

Die  beiden  anderen  liegen  ausserhalb  der  Ellipse  in  den  Verlängerungen 
der  kleinen  Axe;  denn  ihre  Entfernungen  von  den  Endpunkten  der  lets- 
teren  sind  nach  53) 

a*b 


r, 


U-  —  Z  C 

a 


also  hier  negativ.  Die  in  den  Entfernungen  J:  —  ^2<:'  — vom  Mittel- 
punkt  rar  Ueinen  Aze  parallel  liegenden  Geraden  sind  die  Seheiteltan- 
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g«nt«n  der  Cnrve.  [Stehe  unten  59)*]  In  Fig.  8  iat  eine  eolclie  Brenn- 
linie dnigeelelU  nnd  mit  1  besdcbnet;  die  Cnrre  1*  iet  die  sngehdrige 
Bonlette.   Es  ist  aa26  angenommen,  deshalb  ist  r^^-^ü, 

B.  Es  sei  Ca 6.  Die  Brennlinie  ist  bei  dieser  Annahme  ein  he- 
sonderer  Fall  der  nnter  Fall  II  betrachteten  Carmen.  Sie  hat  nur  eine 
Asymptote,  welche  mit  der  kleinen  Azo  znsammonfAllt.  Die  Rflckkehr- 
pnnkte  in  der  grossen  Aze  liegen  wieder  innerhalb  der  Ellipse  nnd  sind 
wie  unter  A  bestimmbar;  die  beiden  anderen  Rttckkehrpnnkte  anf  der 
Verlängemog  der  kleinen  Aze  liegen  in  anendlicher  Entfernung. 

C.  Es  sei  c< 6.  Unter  dieser  Voraussetzung  tritt  Fall  III  ein. 
Die  Brennlinie,  welche  durch  die  vom  Mittelpunkte  aasgehenden  Strahlen 
aaeh  der  Beflexion  gebildet  wird,  hat  keine  Asymptoten^  sie  ist  eine 
gfMchlossene,  vollkommen  objective  Curve.  Die  vier  Rttckkehrpuukte 
sind  durch  53)  und  54)  bestimmt;  wird  hier  positiv,  die  entsprechen- 
den Strecken  sind  also  von  den  Endpunkten  der  kleinen  Aze  aus  nach 
den  Seiten  hin  abzutragen,  anf  welchen  der  Mittelpunkt  der  Ellipse  liegt. 
Die  kaustische  Linie  hat  einige  Aehnlichkeit  mit  der  Evolute  einer  El* 
lipse.  (Die  zugehörige  Roulette  hat  ungefähr  die  Form  einer  Ellipse.) 
Zwei  Rückkehrpunkte  liegen  auch  hier  stets  innerhalb  der  reflectirenden 
Curve  anf  der  grosaen  Axe  derselben;  die  beiden  anderen  liegen  ent- 

weder  innerhalb,  auf  oder  ansserhalb  der  Bllipse,  je  nachdem  ^  ^  ~  j^S  itt, 

59)  I)  i  e  T  a  n  g  e  n  t  e  n  in  d  e  n  S  cli  o  i  f  e  1  n  il  e  r  k  a  u  8 1  i  s  c  h  e  n  Linie, 
d.  Ii.  in  dfiijcnii^on  I'unktnu,  in  welchen  di«'Kelbe,  abjiieselien  vnn  den 
Rückkolirpnnkteii ,  ein  Maxinunn  dder  Minimtnn  in  Uiclitting  der  grossen 
Axe  erreicht,  niüasen  senkrecht  zu  dieser  Axe  stehen.  Mit  Berücksicli« 
tigung  lies  liannoni.schen  Vicrstrahl.s ,  welcher  durch  einen  senkrecht  zur 
A.\c  retlfctirten  Strahl ,  durch  den  EinfnlKs.strnlil  und  durch  die  Tangente 
nnd  Normale  im  F'.infnllHpunkte  gebildet  wird,  erhält  man  leicht  fnlgentlo 
Gleichung  zur  Bestimmung  der  Entfernung  ^  einer  solchen  Scheiteltan- 
gCDte  vom  Mittelpunkte  M-. 

-  n^)      ^  -  a'z)  +  fr  i  («■  -U)  =  0. 
Liegt  der  strahlende  i'unkt  im  Mittelpunkte  der  Ellipse,  ist  also  :  ~  Ü, 


so  erhilt  man  hierana  I ^  f/2e*— «*   Liegt  der  Punkt  P  im  Scheitel 

der  EllipBe,  ht  also  z=rt,  .so  erb/ilt  man  zwei  brauchbare  Werthe,  nära- 
licli  ^1— d.  h.  die  Brenuiinie  berührt  die  Ellipse  im  Punkte  P  und 

60)  Rectification.  Die  Lünge  eines  Bogenstückes  der  kaustischen 
Linie  ist  gleich  der  DilVerenz  aus  den  beiden,  durch  Gleichung  49)  be- 
stimmten Krümmungsradien  der  Roulette,  welche  zu  den  Endpunkten  des 
lu  messenden  Bogens  gehören;   vorausgesetzt,  dass  innerhalb  dieser 

isHtsana  t  MatttMUfc   Miytik,  xxm.  t.  8 
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StredkB  kein  Bttckkelirpiinkt  liegt.  Seist  num  nseheinsiider  di«  Abadtie 
des  EinMIspvnktes  gleieh  a  und  gleieli  —  a,  so  erhilt  msn  die  beiden 
Krttmmnngnrsdien  nnd  A,,  welche  sn  den  in  der  groisen  Aze  K^gen* 
den  BficUtehfininkten  der  Brennlinie  gehören: 

Setst  nun  andetemeits  «st,  so  erhllt  man  den  Krflmmnngsradins 
welcher  an  einen  der  beiden  anderen  Bückkehrpnnkte  gehört: 


Ist  a  >  — f/'2\:'— a',  so  liegt  swisehen  einem  anf  der  Axe  befindlicheo 
c 

Bttekkehfpnnkta  nnd  Je  einem  der  beiden  anderen  Punkte  ein  endliches 
Bogenstttck,  dessen  Länge  gleieh  dem  absoluten  Werthe  von  J^— ist 
Ist  die  kanstisehe  Linie  eine  geschlossene  Carve  (Fall  III),  so  ist  der 
Umfang  u  denelben  gleich  dem  nbsolnten  Werthe  von  4i^— 2Jt|  — 2A|, 
also 

4.-Ü        6»  -/^^  («* + O  -  4fl>s« 

-8«^d«-2a«c«+€««»         («•+«•)• -4«"»»  • 

Liegt  der  strsblende  Pankt  im  Scheitel  der  reflectirenden  Ellipse,  ist  also 
«an,  80  hat  die  sagehörige  kaustische  Linie  hiernach  den  Umfang 
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Ueber  zwei  einfache  Methoden  zur  Aaflösimg  nuneriseher 

Oleichimgen« 

Von 

Dr.  Abhold  Gissen. 


L  Entwiokelang  der  Warzeln  einer  algebraisohan  Oleiohaiig  in 

tine  unendliohe  Factorenfolge. 

Bei  den  meisten  AnflSsnngtmetlioden  algebniwher  Oleicbnngen 
kommt  es  snniehst  dannf  an ,  dnreli  Yeranebe  die  swei  nnmittelbar  auf- 
einander folgenden  gansen  Zahlen  an  finden,  aviaehen  welchen  die  ge- 
fliehte Wnrsel  liegt.  Um  eich  dann  der  Wursel  immer  mehr  an  nfthem, 
bedient  man  sieh  der  raccesilTen  Correetionen,  wie  bei  der  Newton- 
Fonrier*aehem  Kethode,  oder  man  entwickelt  den  der  nüchstkleinem 
ganaen  Zahl  beisnfttgenden  Bmch  in  Form  einee  Kettenbmebet  oder  einer 
Theilbmchreihe  n.  s.  w.  Eine  in  der  Analysb  Tielfach  angewandte  Form 
der  Entwickelung,  nSmlich  die  eines  Frodnctes  mit  nnendlich  Ttalen  Fae- 
torea ,  die  sich  der  Einheit  nnbegrenst  nilhem ,  scheint  bisher  zu  diesem 
Zwecke  noeh  nicht  versucht  worden  zu  sein.  Wir  wollen  daher  im  Fol- 
geaden neigen,  wie  auch  in  dieser  Weise  die  Wurzeln  einer  algebraischen 
Gleichung  sich  verhältnissmässig  leicht  bestimmen  lassen. 

Dia  gegebene  Oleichnng  sei 

/'(«)  BS  «0«"  +  «I       +  +    +         +  0. 

Der  bestimmten  Vorstellnng  wegen  wollen  wir  annehmen,  die  an  bestim- 
mende Wnrael'  derselben  sei  positiv  nnd  dnrcb  Versnehe  habe  man  ge- 
Amden,  dass  fiHr  eine  gewisse  Zahl  a 

^  /•(«)=  ±,   /'(«  +  1)-+, 

ist   Man  setze  nun 

ve  y,  notiiwendig  zwischen  1  und  2  liegt.  Durch  Substitution  in  die 
gegebene  Gleichung  erhält  man  die  ente  transformirte  Gleichung 
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f\ (yi) = ""^i" + "i     yi""" ' + «t*»"~  'yi"~* + •  •  • + «^1 + «■ — 0. 

Snbttitoirt  num  nmi  in  (^(jfd  ^  Vi       Beihe  naeb  die  Werthe 

1»  l|8f  •••  ^»9»  2» 

80  moss  die  Function  fxijy^  in  dieser  Reihe  wenigstens  einmal  das  Zei- 
chen wechseln.  Einmal  wird  dieses  der  Fall  sein,  wenn  zwischen  rr  und 
2o  nur  eine  Wnnel  der  gegebenen  Gleichung  liegt;  liegen  dagogcn 
zwischen  diesen  Orenzen  mehrere  Wufselii  der  gegebenen  Gleiehnng,  so 
muss  AiC^j)  bei  Snbstitation  der  geiuuiiiteii  Bellie  Ton  Werthen  fOr 
mehrmek  einoi  Zeichenwechsel  anfwdsen.  Im  letstem  Falle  wollen  wir 
der  Beatimoitheit  wegen  annelimes,  man  habe  die  «  smillebttliogende 
Wnrsel  der  gegebenen  Oleicbnng  an  finden.  Dnrch  die  oben  angegebenen 

B 

Snbititntionen  findet  man  also  immer  für  y,  zwei  Werthe 
14-^0-  dergestalt,  dass 


also 

ist.  Im  Falle,  data  iieb  mebrere  derartige  Wertbepaare  finden,  nehmen 
wir  naeb  den  obigen  Feataetanngen  das  Icleinste.  Wir  aetsen  dann  weiter 

wo,  ftlr  )'  <  10,      notbwendig  die  Form  ballen  mnsa 
Denn  wire  ^ 

""^"^  To  "^Jüü 

so  mttsste 

fein,  waa'aber  mit  den  obigen  Annalunen  nnrereinbar  ist  Wenn  man 
nnn  den  Itlr  fi  angenommenen  Ansdmek  in  die  obige  eiste  trantformirte 
Oleiebnng  einsetat,  so  erbalten  wir  die  aweite  tranaformirte  Oleiebnng 

Snbititnirt  man  nnn  Air      der  Beibe  naeb  die  Wertbe 

1,    1,01,    1,02,  ...  1,09,  1,1, 

so  muss  die  Function  f^iyS)  irgendwo  in  derselben  einen  Zeichenwechsel 
erleiden  (oder  auch,  im  Falle  die  gegebene  Gleichung  nahe  beisammen- 
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liegende  Wurzeln  hat,  mehrere  Zeichen  Wechsel ,  was  wir  nach  dem  Obi- 
gen niebt  ferner  zu  berfldcaichtigen  brauchen).  Angenonunen,  man  flKnde 


100  •  100  • 

Selsen  «ii  dann  weiter 

*«°=0+i5ö)*«' 

WO  jfs  nothwendig  Ton  der  Foim 

ist,  so  erhalten  wir  dnreh  Substitution  in  f^ijf^^O  die  dritte  tnnsfor- 
niirte  Gleiehnng 

/.lyj  =     (i+ 4)"  (i+i^) V + '  i^+Q"'  (i + 4)"  W  ' 
+•••+«-' 5))  0 + iöö)  »'+""  =  »• 

Indem  man  fttr     naebstehende  Wertbereihe  snbstitnirt: 

1,    1,001,    1,002,  ...  1,009,  1,01, 

finde  man  etwa 


6  a+1 
^+iöüö*^*^«^*"'"iooo* 

Man  setze  daua  weiter 


wodurch  mau  eine  vierte  transformirte  Gleichung  erhält  u.  s.  w.  Wie 
mau  6o  fortfahren  kann,  iat  klar.  Mau  erhält  also  durch  succeetiive  Sub- 
stitutionen 

=«(1+4)*. 

="('+fö)l'+i^)('+i4o>' »•"•"• 

Der  letste  Goeffieient  der  aufeinander  folgenden  transformirten  Gleieh- 
vngen  bleibt  stets  ungeSndert;  die  yorbergebenden  nSbem  sieb,  wie  aus 
dem  OMgen  bervorgeht,  immer  mebr  bestimmten  Grenswertben.  Wenn 
dieselben  bei  der  bealisichtigten  Annäberung  diese  Greniwertbe  erreicbt 
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haben,  so  mnss  die  algebraische  Summe  aller  Coefficienten  der  Null  gleich 
sein,  indem  dann  für  die  erstrebte  Genauigkeit  die  eine  Wurzel  der  letz- 
ten transformirten  Gleichung  sich  nicht  iiu^hr  von  Eins  nnterscbeidet. 
Man  braucht  aber  die.  Rechunng  nicht  bis  dabin  fortsosetseii ;  wenn  man 
bis  snr  m"'"  transformirten  Gleichung 

gekommen  ist,  in  weleher      sehen  sehr  nahe  an  1  liegt,  so  setae  man 

wo  Jetxt  z  ein  sehr  klüner  positiver  echter  Bruch  ist.  VemaehlSssigt 
man  dann  alle  hdheren  Potenzen  Ton  r,  so  konmit 

^0  +  ^1 4- +  »"■!■  ^1-1+*» 

^  ii6o  +  (n  — l)6,  +  ...  +  *ii-r 
Die  Coefficienten  der  transformirten  Gleiclmngen  sind,  wie  die  An- 
sicht des  Obigen  lehrt,  sämmtlicl»  Froducte,  und  zwar  bilden  sicii  die 
Coef|icienten  jeder  folgenden  traubfonoirten  Gleichung  aus  denen  der 
vorhergehenden  durch  Hinzufügung  eiuos  neuen  Factors,  welcher  Um- 
stand, da  mau  sich  der  logarithmischen  Taieln  bedienen  kann,  die  Be- 
rechnung sehr  erleichtert.  Da  weiter  für  die  höheren  transformirten 
Gleichungen  die  hinzukommenden  Factoren  immer  naher  an  Eins  rücken, 
80  wird  die  Bildung  derselben  immer  leichter,  je  höher  die  OrduUugszabl 
derselben  steigt,  da  man  für  grostie  m  einlach  boti^en  kann 


Besonders  erleichtert  würde  die  Auflösung  der  algebraischen  Gleichungen 
nach  dieser  Methode,  wenn  man  sich  ein-  für  allemal  eine  Tafel  beroch» 
nete,  welche  bis  zu  einer  bestimmten  Grense  die  Werthe  der  aufeinander 
folgenden  Tötensen  und  deren  Logarithmen  Ton  folgeuden  Zahlen  ent- 
eil i        ^»2,        1,3,       ...  1,9 1 
1,01,       1,02,       1,03,     ...  1,09, 
1,001,     1,002,     1,003,    ...  1,009, 
1,0001,    1,0002,    1,0003,  ...  1,0009  u.  8.  w. 

Läge  etwa  bei  der  m'^"  transformirten  Gleichung  der  Werth  von  ^a*  ^v^'i' 
sehen  1  nnd  l+rL:*  ao  würde  man  selbstTerstindlich  sofort  anr  Snb- 

lU"* 

stitntion  der  -folgenden  Werthereihe: 


lO-i+i'    '^lo-'+i'  ^i(r+> 

schreiten ;  der  der  m'"'  Gleichung  entsprccheudo  Factor  in  der  Entwiche- 
Inng  von  x  fiele  dann  aus. 

Zahlen  he iHpiel.  Wir  wollen  nach  dem  auseinaodergesetaten  Ver^ 
fahren  die  folgende,  oit  als  Beispiel  beuutste  Uieichung 
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f'^firvvii'M'VV'inrirwTr'irTriooririri^^  n  n  -  nnnn  nr  nr  r  n  nnrnAnrorinrinnr  r  r  r  nrinnrtfiriiin<~ir»riiaju-jnji_nj^rjnjj_ri_irij^^  m  t 

/'(x)  =  x^-2a:-5  =  0 

belMUiddo.  Dieaelbe  besiUt  eine  reelle  und  zwei  imaginäre  Wurzeln; 
entere  ist  Ton  Fourier  nach  seiner  Methode  bis  zur  32»  Decimale  be- 
leehnet  worden.   Dieaelbe  liegt  swiachen  2  und  3;  wir  eetien  dnher 

vnd  erWten  die  ente  tranaformirte  Gleiehnng 

Wir  ünden  nun 

f,{l)  =  -U   A  (1,1)  =  +  1,248. 
Uierauä  geht  hervor,  dass      gar  keine  Zehntel  cathalteu  kann ;  wir  »ub- 
stituiren  daher  sogleich  für  y|  die  Werihereihe  von  1,01  bis  1|09.  Da* 
durch  tindet  sich 

(1 ,0.4)  =  -  0,161088,   /i(l,05)  =  -I-  0,0610. 
Demgemilaa  aetien  wir 

Vi  =  l,04yjj 

und  erhalten  die  zweite  trausformirte  Gleichung 

2)  s  8,998912y,«-  4,16y,  ~  5  »  0. 

Wir  aetaen  hier  fBr    die  Werthe  Ten  1,001  bia  1,009.  Dadweb  finden  wir 

r,(l ,006)  »-0,02314,   rt(l*007)»  + 0,00004, 

weawegen  wir  zur  Bildung  der  dritten  transformirten  Gleichung  die  Sub- 
atitution  machen 

Sf,=  1,006 jf,. 

Dadurch  nimmt  diese  folgende  Gestalt  an: 

3)  =  9,161866y,»  -- 4,18496 y^-b  =  0. 

indem  wir  für  y,  die  Beibe  1,0001  bis  1,0009  (oder  1,001)  anbati- 
inirent  finden  wir 

/s (1,0009)  =  -  0,002100 ,  /«(l.OOl) +  0,000234. 
Somit  iat  femer  m  aetaen 

y3  =  l,0009y, 

ond  wir  gelangen  an  der  folgenden  vierten  tnnaformirten  Gleiehnng 

4)  /«(if J  =  9,186620^4*  -  4,188726^4  -  5  »  0. 

Da  ^4  schon  aehr  nahe  an  1  liegt,  ao  brechen  wir  hier  die  Bechnnng 
in  der  Torigen  Weise  ab  nnd  anhatitiiiren  für  ^4  den  Anadmde  l+^i 
dann  kommt  nXhemngsweiae 

Somit  haben  wir  für  die  gesuchte  reelle  Wurzel  der  gegebenen  Gleichung 
nng  die  folgende  Factorenfolge : 

a;  =  2 . 1 ,04 .1,006 . 1 ,0009 . 1,00008985; 

bei  wirklicher  Auaredmung  finden  wir 
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«  =  2,094551, 

was  mit  dem  von  Fourier  gefondenen  Werthe  bis  rar  Mchaten  Deci- 
male  ineluaive  ttbereinaUnunt. 

IL  Entwiekdukg  der  Wurzeln  einer  algebraitehen  numeritchen 

Oleichong  in  eine  Kettenreihe. 

Unter  einer  Keiienreihe  Tersteben  wir  einen  Aoadmck  von  folgen- 
der Form:  b      c      d  e 

wo  a,  6,  c,  (i,  beliebige  ganze  poaitiTe  Zahlen  find.   8etit  man 

die  Zahl  die  wir  als  die  Baiis  der  Kettenreihe  beseiefanen  woUeni 
gleieb  10,  so  Terwandelt  der  Ansdmck  sieh  in  einen  gewöbnlielien  De- 
cimalbnieb.  Wir  wollen  nnn  aeben,  wie  man  die  reellen  Wnrseln  einer 
Gleichnng  in  eine  Kettenrdhe  mit  beliebig  gewählter  Baals  entwickeln 
kann.    Die  gegebene  Gleiehnng  aei  wieder 

/■(x)  =  a^^"  H- rtj X" ->  + fl^a;» +     4- «„_  j  a;  +  a„  r=  0. 

Die  zu  suchende  Wurzel  wollen  wir,  um  einen  bestimmten  Fall  vor  Augen 
zu  haben,  immer  als  positiv  annehmen.  Mau  habe  nun  wieder  durch 
Versuche  gefunden,  ühks  eine  Wurzel  der  gegebenen  Gleichung  zwischen 
o  und  a  +  1  liege}  wir  setzen  dann 

unter  B  die  beliebig  angenommene  Basis  der  an  entwickelnden  Ketten- 
reibe  ▼erstanden ,  wo  also  y|  nothwendig  kleiner  als  B  sein  mnss.  Setst 
man  diesen  Ansdmck  in  die  gegebene  Gleichnng  und  entwickelt  die 
Function  defselben  nach  der  Taylor* schon  Formel,  so  kommt 

•••+(ir:h)!^"-'W-S^+,V"W-^  =  ». 

wofür  wir  auch  schrdben  können 

. . .  -H  B^-Y{«h9i  +  ^A«) «  0. 

Dies  ist  die  erste  transformirte  Gleichung,  welche  sur  Bestimmung  von 
Ifi  dient.  Wir  substituiren  in  dieselbe  die  Werthereibe  1,  2,  ...  his 
Die  Function  ^iCjfi)  mnss  awiseben  diesen  Gifmien  «inen  Zeichenwecbsel 
erleiden ;  wenn  im  Falle  nahe  beisammenliegender  Wurseln  der  gegebenen 
Gleichung  in  demselben  Intervall  mehrere  Wechsel  auftreten  sollten,  wol- 
len wir  der  bestimmten  Vorstellung  wegen  die  kleinste  Wursel  als  die 
gesuchte  annehmen.  Gesetst  nun ,  der  Zeichenwechsel  trete  ein  swischen 
yi  =  ß  und  y^=tß'^li  wir  setsen  dann  weiter 
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wo  wieder  die  Zahl  B  nicht  tthenteigen  kann.  Dadurch  gelangen  wir 
in  denelben  Weiae  wie  oben  snr  «weiten  tianafomiirten  G-leichong 

Angenommen,  die  Fnnetion  dieser  Oleiebnng  böte  den  Zeiehenweebsel 
swiachen 

y,=y  nnd  yt»)r+li 

ao  setse  man 

welche  Substitution  Gelegenheit  zur  Bildung  einer  dritten  transformirten 
Gleichung  gicbt  n.  8.  f.  Allgemein  leitet  sich  aus  der  m'""  transformir- 
ten Gleiclmng  fm(ym)  =  Oy  deren  Wurzel  zwischen  |ft  und  |i+l  liegen 
möge,  die  (m-f  1)^"  nach  folgender  Formel  ab: 

r.+ i(y,+ 1) = ^,  a  w  .y:+j + ^^^^  /» -  v)  .y; +i + •  •  • 

...+^-Y.-(i»).y-.+i+J^/»W-o.  - 

Die  Reibe  der  so  erhaltenen  Substitutionen  sei 
Man  liai  dann  für  x  die  folgende  Kettenreihe: 

Die  Ko  gefuudeuc  Kettenreihe  convergirt  desto  rascher  und  man  kann 
also  mit  ciucr  do8t(»  geringem  Gliederzahl  aufhören,  je  giüsi,cr  ihre  Basis 
ist;  iudefcib  wird,  je  grosser  die  Basis  ist,  auch  die  Bildung  der  trans- 
formirten Gleichungen,  sowie  die  Bestimmung  der  untern  Grenze  für 
ihre  Wurzeln  immer  beschwerlicher.  Das  Umgekehrte  findet  statt,  wenn 
die  Basis  eine  kleine  Zahl  ist.  Nimmt  man  als  Basis  die  Zahl  10,  welche 
bei  weitem  die  leichteste  Rechnung  gewährt,  so  bedeuten  offenbar  die 
unteren  Grenzen  /3,  y,  ...  für  die  Wurzeln  der  transformirten  Gleich- 
ungen die  aufeinanderfolgenden  Decimalziffem  der  Wurzel  der  gegebenen 
Gleichung.  Wie  ans  dem  Obigen  hervorgeht,  worden  im  Allgemeinen 
wegen  der  MultipVeation  nüt  den  aufeinanderfolgenden  Potensen  Ton  B 
die  Goefficienten  der  apftteren  Glieder  in  den  transformirten  Gleichungen 
bald  aebr  gross  gegen  die  Coefficienten  der  Anfangsglieder ;  ea  kann  dieaer 
Umatand  sehr  aur  Erleiehterung  der  Beohnung  dienen,  wie  wir  nachher 
an  den  gegebmen  Zahlenbeiapielen  aeigen  werden. 
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Entwickelt  man  die  derivirton  Functionen  in  obigen  Formeln,  so 
nobmen  die  transformirten  Gleichungen  beispielsweise  für  den  dritten  and 
vierteil  Grad  die  folgende  Gestalt  an: 

Dritter  Grad, 
m'o  transformirte  Gleiclumg: 

(m  +  J)**  transformirte  Gleichung: 

+  (*o;*'  +     + 0. 

Vierter  Grad, 
m**  tiansfonnirte  Gleichung: 

^  y*«  +  *i  y'«  +    -  +  ^ty- + *4 = 0 ; 

(m  +  l)**  transformirte  Gleichung: 

1  +  (4 6o M  +  + 1  +  (6 ^om'  +  3 6j|»  +  y ^.  |r««+i 

+  (4  6o    +  3  ^1  ^»  +  2  6,   +     fi^  y„ + 1 

+  (*ol**  +  *t    +       +  *if* + M  ^  »  0. 

Erstes  Zahlenbeispiel«  Die  gegebene  CHeichung  s«  wieder  die 
scboD  vorbin  beliuidelte: 

Als  Baeie  der  Kottenreihe  wollen  wir  zuerst  10  nehmen.  Wir  setxen 
aI«o,  da  der  eine  reelle  Werth  für  x  zwischen  2  und  3  liegt: 

10 

Zunftcbst  finden  wir  nnn 

r  (2)  =  -i, 

r  (2)-[3x>'-21,  =  10,  . 
r(2)  =  [6*i  =  12, 
/•"'(2)  =  6. . 

Hiemaeh  wird  die  erste  transformirte  Gleicbnng 

1)  *  fi  W = + öOyj«  + 1000 jfi  - 1000  »  0. 
Man  findet  nnn 

o<yt<ii 

deswegen  setzen  wir  sogleich 

^»10 

und  erhalten  die  zweite  transformirte  Gleichung 

2)  /;(|,)  =     ^  gooy^«  ^  lOOOOÜy,.- 1000000  =  0. 
Dieselbe  liefert 

9<*,<10. 

Wir  setzen  daher  weiter 
Wir  finden  nnn 
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/;  (9)  =  -.60671, 

Tt  (9)»[89^*+]300y,+100000],«  111043, 
r,  (9)  «(Oy, +  1200].«  1264, 
r,(9)-6. 

Also  wird       dritte  transformiite  Gleiehvng 

3)  A  (ya)  =     +  6270     + 11 104300  ^3  -  S0671000  s=  0 ; 
rie  ergiebt 

4<y,<5, 

wenregen  wir  eetsen 

Zonächst  bilden  wir  wieder 

A  (4)  =  -6153410, 

^3  (4)  =  [3y,^  +  12540y3  +  1 1104300]^=  1 1 154508, 
Ts  (4)  -  Lt>i^3  + 12540]^-  12564, 

r'3(4)  =  6. 

Hieruacb  lautet  die  vierte  trausformirte  Ciloichung 

4)  /;  {y^)  =     +  62820^^4''  +  1115450800y4  -  6153416000  »  0. 
Man  erhält  tm»  denelben 

und  es  ist  somit  zu  setzen  . 

Wir  berechnen  nun 

/i  (5)  =  -574591376, 

A  (5)  »  [3y«'+125640y4  +  1116460800]^»  1116079076, 
/"^  (5)  a  [Oy« + 125640]« » 125670, 
*  r«(5)=6. 
Wir  finden  somit  mb  fOnfte  transformirte  Glmchnng 

5)  /s  iys)  =     +  628350^5«  + 111607907500^5  -  574591375000  =  0. 

Wir  schliessen  aus  derselben 

5<y5<6. 

lu  derselben  Weise  könnte  man  belii  big  weit  fortschreiten.  Indess  Iftsst 
sich,  auch  wenn  wir  bei  dieser  tüulteu  Gleichung  stehen  bleiben,  der 
gesachte  Wnraelwerth  schon  sehr  genau  finden.  Ks  zeigt  nämlich  diese 
Qleiebnng,  was  wir  schon  oben  allgemein  bemerkten,  dass  die  zwei  leta> 
ten  Coefficienten  derselben  sebr  gross  sind  im  Vergleich  mit  ,den  Torber- 
gehenden,  and  somit  wird  man,  da  die  Wurzelwertbe  der  transformiften 
Oleichnngeo  nie  10  erreichen  können,  also  stets  klein  bleiben,  dieswel 
eisten  Glieder  obiger  Glricbnng  gegen  die  swd  letiten  snnlebst  Temach- 
iKssigen,  also  setsen  dttrfen: 

1116079075001/5  -  574591375000  =  0, 
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Dies  ist  ein  genauerer  Werth  für  die  Wurzel  der  fünften  transformirten 
Gleicbnng.    Einen  nocb  weit  mebr  angenäherten  aber  kann  man  jetzt 
finden,  wenn  man  in  die  zwei  ersten  Glieder  jener  Oleiehniig  für  den 
Torigen  Werth  5,1483  einsetzt;  man  erhält  so 
und  dadiueh  + 628350y,»=  16654546. ... 

1 1  i607907500ye  «  574591375000  - 16654546 
y5  =  miHWm  =  5.14815422. 

Somit  können  wir  endlich  mit  grosser  Annäherung  die  gesuchte  Wurzel 
der  gegebenen  Gleichung  angeben: 

•  .   9   .   *  .   6   .  5,14815422    •  ^^.»^ .o*...« 
*'"^  +  TÖ»+lÖ*+lÖ*  +  ^Ö^^  2,094551 4815422 ; 

es  stimmt  dieser  Werth  mit  dem  von  Fourier  gefundenen  bis  auf  die 
zwölfte  Uecimale  Uberein. 

Zweites  ZahlenbeiBpiel.  Wir  wollen  wieder  dieselbe  Gleiehniig 
wie  Torhin,  als  Basia  der  zu  entwickelnden  Kettenreihe  dagegen  Jetit 
eine  grönere  Zahl,  etwa  40,  nehmen.   Wir  aetien  nlao 

^40 

und  erlialten  die  erste  transformirte  Gleichung 

yi» + 6 . 40  .yi«  +  10.40*.yi  - 1 .40>  «  0 

oder 

1)  /-j  (yj)  =     ^  240^1«  + 16000^1  -  64000  =  0. 
Man  findet  «la  deraelben 

3<yi<4. 

ao  daaa  wir  die  Subaitntion  an  machen  haben 

Zur  Bildung  der  zweiten  transformirten  Oleichung  berechnen  wir  nach- 
atehende  ZaUwertho: 

(3)  =  -13813, 

f'i  (3)  =  [3y*  +  480yi  + 16000],=  17467, 

r\  (3)=[6yi  +  480J,«498, 

rt(3)«6. 

Hiernach  wird  die  aweite  tranafonnirte  Gleiehung 

/i  tot)  =     +  249 . 40 y,"  + 17467. 40«.    - 13813 . 40»  =  0 

oder 

2)  A(y») »  y,'  +  9960y,*  +  27947200y,  -  884032000  «  0. 

Dieae  Gleichung  liefert 

.  .       ..  3l<jF,<32. 

80  daaa  sn  nehmen  ist 

».-31+ 

Wir  finden  nun 
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(31)» -8067449, 
/'s  (31)  »[3y«*+19920ir,  +  27947200]„»  28567603, 
r,  (31)  =  [6  y,  + 19920]»  «  20106, 
r,(31)  =  6. 

HieraiiB  findet  man  folgende  dritte  tmnsformirte  Oleiehnng: 

/i(y,)  =  y,'  + 10053 . 40y,^  +  28567603 . 40=^ y,  -  8067449 . 40^  =  0 
oder 

3)  f-s  iys)  =  y-,'  +  402120y,»  +  45708164800y5  -  516316736000  =  0. 
Uierana  folgt  als  erstor  NKherungswertli  für 

ys=m'5^VVM'  =  11.296.... 

Berechnet  man  mit  diesem  Werthe  für  y,  die  Bwet  eisten  Glieder  der 
Gleiehnng  3),  so  kommt 

y,<  +  402120ys' =  01311800, 
und  mui  erhält  genauer  fUr  yg 

y.  «  VrtWMW  =  11,294819. 
Hiemaeb  ei^ebt  eieh  folgende  Entwiekelnng  fDr  ar: 

+  4^        2  +  0.07Ö  +  0,019375  +  0.0001764815 

»2,0945514815..., 
welcher  Werth  bis  anf  die  sehnte  Deeimale  inclnsiye  genau  iet. 

Drittes  Zahlenbeiepiet.  Wir  wollen  endlieb  noeh  für  die  Gleichung 

^(«)«a*  — 2««  +  3««  — 5  =  0 

die  iwiseheo  1  und  2  liegende  reelle  Wursel  derselben  bestimmen.  Wir 
tetien  suerst 

und  erhalten  die  erste  transformirte  Gleiehnng 

1)  /iCyJ  =  yj^  +  50y/  +  800y,»  +  7000^^^  +  50000y,  -  300€00»0. 
Hier  ist 

3<y,<4, 

also 

Die  sweite  transformirte  Gleiehnng  wird 

«     +  650y,*  + 149000%»  +  17J70000y,«  +  1194050000|f^ 

^  -6110700000  =  0. 

Man  findet 

4<y,<5. 

also 


Dann  kommt 
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/i(ys)  =  y«*  +  6700  V,'  +  ISOSeOOOys^  +  1902 1040000^3« 
^'  +  13387296800000y,  -  10d0076ö7600000  =  0. 

Wir  wollen  bei  dieser  dritten  tmnafoimirten  Oleielinng  ttehen  bleiben. 
Indem  man  blos  die  swei  letiten  Glieder  der  vorigen  Qleicbnng  beibebXIt, 
findet  man  all  ente  Annlhemng 

105007...  _ 

13387... 

Bereohnet  man  mit  diesem  Wertbe  den  Betrag  der  ersten,  vorhin  weg- 
gelaatenen  Glieder  voriger  Gleichung,  so  findet  man  für  denselben  1 157. 10^ 
wenn  wir  nnr  die  vier  ersten  geltenden  Ziffern  berttckaiehtigen.  Dadurch 
kommt  dann 

103S50... 
13387... 

Die  ersten  Glieder  der  Gleichnng,  mit  diesem  nenen  Nähernngswerthe 
berechnet,  geben  11499.10^  wenn  nnr  die  (Unf  ersten  Ziffern  berück- 
sichtigt werden.   Dadurch  kommt  dann  weiter 

1038577...  ^„^^^ 

133873... 

Hit  diesem  Nihemngswertbe  von  neuem  berechnet,  kommt  fllr  die  ersten 
Glieder  1152246.10*  und  damit 

103855412...    _ _____ 

13387297... 

Wiederholt  man  endlich  dieselbe  Nlherungsrqchnnng  noch  einmal,  so 
kommt 

y,»  7,7577607 

und  dadurch  wird  endlich  für  den  gesuchten  Wurselwerth  erhalten 


Digiti/Oü  by  Ct. 


in. 

Ueb«r  das  Frobl«m  der  StromTmwd^iiiig  In  einer 

ebenen  Platte« 

Von 

O,  Chwolson, 

MTat>X>o«tBt  M  dm  UolTtnlMt  St 
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§1. 

Bei  der  mathenurtiaeheii  Behandlung  physikalifldier  FkoUeme  gelugt 
nicht  selten  m  aolehen  Aufgaben,  bei  welchen  es  schwierig  ist,  den  Be- 
griff der  „Lösnng**  genan  festsnstellen  und  pridse  die  Orense  n  liehen  swi- 
•ehen  dner  wiihlich  fertigen  L6snng  und  nnr  Torbereitenden  Betiaehtnngen, 
welche  nach  gewissen  Manipnlationen  sn  einer  abgeschlossenen  Lösung 
AÜuen  sollen.  Zu  derartigen  ProUenien  gehört  nun  vor  Allem  das  Strom- 
YSfsweigungsproblem,  welches  bekannUieh  in  Folgendem  besteht:  Es  ist 
gegeben  eine  Pktte  von  gewisser  geometrischer  Form  und  innerhalb  der- 
selben BW«  bestimmte  Punkte  Pi  nnd  p^»  welche  wir  Polpuakte  nennen 
werden.  Durch  den  einen  dieser  Punkte,  welche  genauer  als  kleine 
FUchenstfieke  au  betrachten  sind,  tritt  die  Elektrieititt  in  die  Platte  ein, 
dnieh  den  andern  fliesst  sie  wieder  ab;  es  soll  nun  das  Currensystem 
geftmden  werden,  welches  die  beiden  Polpunkto  veriiindet  und  die  Qe- 
ssnuntheit  aller  möglichen  Wege  darstellt,  welche  die  elektrischen  Theil- 
chen  beim  Durchströmen  der  Platte  einschlagen  können.  Es  sei  nun  V 
das  Potential  der  an  den  rerschiedenen  Punkten  der  Platte  wirkenden 
treibenden  Kraft;  dann  sind  die  gesuchten  Strömnngscurren  die  orthogo- 
nalen Tn^eetorien  des  Ounrensystems  Fss  conti,  und  man  kann  das  Pro- 
blem als  „gelöst**  betrachten,  wenn  nur  die  Function  V  gegeben,  d.  h. 
ilso  das  Potential  als  Function  des  Ortes  bekannt  ist.  Dieses  Potential 
V  hat  folgenden  Bedingungen  au  genügen: 

I.  =  D^V  mass  gleich  Null  sein  auf  allen  Punkten  der 

Platte  ausser  in  den  beiden  Polen,  wo  X^rs^t/*  *^  muss,  wo  /  wie- 
derum der  Stromstftrke  proportional  ist. 
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IL  Du  Potential  V  und  seine  enten  Differentialqnotientcn  nach 
beliebiger  Richtung  mÜBsen  endlich  und  stetig  sein  auf  allen  Punicten  der 
Platte,  anaser  in  den  Polen,  wo  V  anendlieb  wird,  wie  ±,^gr  bei  rsasO. 

dV 

III.   Am  Rande  muss       ~  0  «ein ,  wo  n  eine  zur  Kandcurve  der 

0  n 

Platte  normale  Linie  flarstollt. 

Durch  diese  drei  Bedingungen  ist  die  Function  V  bekanntlich  ein- 
deutig bestimmt. 

Diese  Function  kann  nun  betrachtet  werden  als  das  logmitlimische 
Potential  einer  gewissen  Massen vertheiluiig  in  dfi  Ebene  der  Platte, 
welclie  aus  den  folgenden  drei  Theilen  an  bestehen  hat:  1.  eine  Mame 
H-m  in  dem  einen  und  2.  eine  Masse  —  m  im  andern  Pol,  wo  auch  m 
der  Stromstärke  pr(>})ortional  ist;  endlich  3.  eine  gewisse  Massenverthei- 
Inng  |t  ausserhalb  der  Platte,  aber  in  der  Ebene  derselben ,  welche  nach 
dem  Princip  der  äquivalenten  Massentransposition  auf  den  Rand  der 
Platte  übergeführt  gedacht  werden  kann.  Die  Lösung  des  Problems  kann 
auf  die  Auffindung  einer  solchen  äusseren  Massonveitheilung  ii  redticirt 
werden,  welcbo  zuHammen  mit  den  Massen  +)n  in  den  P(den  nm  ganzen 
Rande  der  Bedingung  III  genügt;  die  ersten  beiden  Bedingungen  sind 
nämlich  für  jedes  beliebige  ^  eo  ips<)  erfüllt.  Ist  jti  gefunden,  so  ist 
auch  V  bekannt,  also  sind  auch  die  Stvömungscurven  quasi  gefunden.  Es 
ist  nun  schwierig,  zu  sagen,  ob  das  iVoblera  als  gelöst  betrachtet  wer- 
den kann,  wenn  gefunden  ist,  oder  ob  dazu  die  Function  /'  als  ana- 
lytisch niedergeschriebener  Ausdruck  ausgerechnet  sein  miiss.  Wie  gross 
der  Unterschied,  zeigt  der  Fall  einer  rechteckigen  Platte:  liier  lässt  sich 
fi  auf  ein  System  von  Massenpunkten  reiluciren,  die  in  den  unendlich 
vielen  Bildpunkten  der  beiden  l'ole  cimcentrivt  sind,  die  vier  gerad- 
linigen Ränder  der  Platte  als  spiegelnd  betrachtet.  So  einfach  dies  ist, 
so  schwierig  ist  es.  für  V  einen  eleganten  analytischen  Ausdruck  aut'zu- 
stcllen,  und  ich  brauche  in  dieser  Beziehung  wohl  nur  an  die  Arbeiten 
von  Joch  mann  und  von  Heine  zu  erinnern.  Es  sei  dem,  wie  ihm 
wolle  —  jedenfalls  wird  man  die  Bestimmung  von  fi  als  einen  wichtigen 
Schritt  zur  Lösung  des  Problems  IkM rächten  müssen.  Zweck  dieser  Ab- 
handlung ist  es  nun,  für  eine  I^eihc  von  verschieden  gc'fdiniten  Platten 
jene  äussere  Massenvertiioilung  (ii  .'uizugchen ,  es  ist  dem  Ermessen 
des  Lesers  überlassen,  dies  als  Lösungen  der  betreüenden  speciellen 
Probleme  oder  nur  als  Anleitung,  als  wichtiger  erster  Schritt  aur  Er- 
reichung dieser  Lösungen  zu  betrachten. 

Es  sei  5  der  von  einem  beliebigen  Anfangspunkte  gerechnete  Bogen 
der  die  Platte  begrenzenden  Raudcurve.  Die  Massenvertheilung  n  soll, 
wie  erwähnt ,  zusammen  mit  den  Massen  +  m  in  den  beiden  Polpunkten 

dV 

am  ganien  Kande  r-  =^  0  geben.    Wir  können  das  Problem  noch  weiter 
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lednciren  und  uns  nar  die  AnfgAbe  stelleii,  eine  solche  Massere  Massen- 
▼erllieUiiiig  fi|  ra  findeo,  weklie  sntammeD  mit  der  Mmm       in  dem 

Einen  Pol,  am  ganzen  Rande  giebt»  wo  /*(«)  eine  belie- 

bige, aber  von  der  speciellen  Lage  des  erwähnten  Pols  nn* 
«bh&ngige  Function  bedeutet,  während  natürlich  die  Lage  der 
Maeien  fi|  von  der  speciellen  Lage  jenes  Pols  abhängen  wird.  Nimmt 
man  nun  die  gleichartige,  dem  andern  Pol  entsprechende,  also  anders 
gelagerte  Massenvertheilung  fi,,  nnd  swar  mit  dem  verkehrten  Votseicbeii, 
8o  wird  das  Potential      von  —  m  (im  »weiten  Pol)  nnd  14  am  gaastn 

Bande  «^ea  — /*(«)  ei^ben.   Dann  ist  fi,  nnd  —  fi,  ansammengenommen 

die  gesuchte  äussere  Gesamintmasuenvcitheilung  ^t.   Wir  können  nns  also 

damit  begnügeu,  die  Massenvertheilung  ^t^  aufzusuchen. 

Wir  werden  nur  von  solchen  Platten  zu  sprechen  haben,  deren 
Rand  aus  einer  Combination  von  gprndlinif;on  und  kreisbogen förmigen 
Tbeilen  besteht.    Ich  schicke  zwei  einfaclie,  sehr  bekannte  Sätze  voraus. 

Satz  A.  Zwei  gleiche,  zu  beiden  »Seiten  einer  Geraden  sym- 
metrisch gelagoite  Massencombinationen  geben  für  alle  Pankte  dieser 
d  f 

Geraden  —  =0,  wo  11  eine  au  der  Geraden  senkrechte  Biehtnng  bedeutet. 

Dies  ist  klar,  weuu  man  bedenkt,  das«  die  Kraft,  mit  welclier  alle  jene 
Massen  auf  einen  Punkt  der  Geraden  wirken  t  mit  der  Richtung  dieser 
Geraden  selbst  zusammenfällt. 

Es  sei  ferner  ein  Kreis  mit  beliebigem  Radius  a  gegeben  (Fig.  1) 
nnd  7*1  ein  beliebiger  Punkt  innerhalb  desselben.    Verlängert  man  0 

bis  zu  einem  solchen  Punkte  Q^^  dass  Or^.OQ^  =  a^  ist,  so  nennt  man 
und  C^j  conjugirtc  l^unkte. 
Satz  B.    Wenn  in  jedem  von  zwei  conjugirten  Punkten  die  Masse 
•^m  concentrirt  ist  nnd       das  logarithmische  Potential  dieser  beiden 

Maasen  reprisentirt,  so  ist  am  ganaen  Krebnmfange  tarnst. 

Hier  ist  ~  ein  specielles  Beispiel  der  von'  nns  oben  mit  f{i)  be- 

aeiehneten  Function,  welche  unabhängig  ist  von  der  spedellen  Lage  der 
beiden  eonjugirten  Punkte.  Für  den  Kreis  werden  daher  auch  die 
geauekten  ftnsseren  Hassen  fi  aus  den  beiden  Punkten  und  0^  be- 
iteken,  weleke  den  beiden  Polpunkten  und  conjugirt  sind  und  in 
denen,  wie  in  den  augehörigen  Polpunkten ;  die  ICassen  +ai  und  — « 
concentrirt  sind.  Das  oben  mit  i»^  beaeichnete  System  besteht  also  hei 
einer  kr^fiirmigcn  Platte  lediglieh  aus  dem  Massenpunkte  P|. 

Wihrend  des  physieo- mathematischen  Seminars  bei  Herrn  PMfesaor 
C  Neumann,  dem  ich  im  Winter  1873 — 74  beiwohnte,  wurde  das 

fcMSIiSMttlk  a.  Tkntk.  TXnt,  U  4 
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StromTei«w«igang8problem  für  eine  Reihe  von  verschiedenartig  gefonatea 
PltttM  geltat  DtM  wurde  fflr  ^  eine  anbestimmte  lUndbelegBDg  der 
Platte  angenommen,  so  dass  die  Dichtigkeit  als  Function  yon  ^  in  einer 
Beihe  mit  unbestimmten  Coefficienten  entwickelt  gedacht  wurde.  Dann 
wurden  diese  Ooeffieienten  bestiniDt  durch  die  Bedingang,  dass  das  Ge- 

dV 

sammtjpotential  V  am  ganzen  Rande  ^  —  ^  ergeben  muss.    Bs  stellte 

iieb  nnn  in  allen  dnrehgefuhrten  Fällen  herans,  dass  die  so  gefondMM 
Bandbelegnng  erseist  werden  kann  durch  zwei  gleiche  PnnktsyBtemSi 
deren  jedes  einem  der  Pole  coordinirt  ist;  in  jedem  Punkte  des  einen 
Systems  war  die  Masse  -\-tn,  des  andern  —  m  concentrirt;  das  Potential 
r  blieb  bei  dem  Ersatz  der  Randbclegnng  durch  jene  beiden  änsseren 
Punktsysteme  in  allen  Punkten  der  Platte  nnverKndert,  so  dasa  jene 
beiden  PnnktsystesM  ebenfalls  als  das  gesuchte  n  angesehen  werden 
konnten:  das  eine  von  ihnen  als  fij,  das  andere  als  Dies  führte 
mich  auf  den  Gedanken,  die  Lösung  direot  so  zu  versuchen,  dass  ich 
ein  Pvnktiysteai  f«|  bestimmte,  welches  mit  +01  in  dem  einen  Polpnnkte 

dV 

am  ganzen  Rande  —^^f{s)  ergab,  wo,  wie  oben,  f{s)  von  der  speeidlen 

Lage  des  Poles  und  des  äusseren,  ihm  eoordinirten  Punktsystems  un- 
abhängig seL 

Anf  solche  Weise  gelang  es  mir,  die  MassenTertheilnngen  m  und  f4 
fKr  eine  gaase  Reihe  von  Platten  in  bestimmen,  fttr  welche  eine  LOsnag 
auf  dem  gewffhnUehen  Wege  schon  deswegen  undenkbar  war,  weil  die 
Bandcnrve  nicht  dnreb  ^e  bestimmte  Gldehnng  dargestellt  werden  konnte« 
wie  B.  B.  filr  eine  Platte,  welche  die  Form  eines  Yiertelkreisea  hat. 

Es  sei  nnn  «  ein  beliebiger  Pnnkt  auf  der  Platte,  i,  i^,  ... 
seine  Entfernungen  Ton  dem  Pole  P|  und  den  ▼erschiedenen  Punkten 
des  Systems  ft^,  ferner  e,  «i,  o,,  e^,  ...  seine  Entfernungen  ron  dem 
Pole  und  den  Punkten  des  Systems  14.  Dann  ist  das  Potentisl  V 
im  Punkte  x  gleich 

F=  4- in  /y s  -f  m  /(/ -f  TO  Igi^  —  m Igt  —  mlgc^  —  mlga^--».. 
r,s, 


Die  Gleichung  der  Curven  constanten  Potentials  war  daher 


G  0}  <Jj  0JI . .  . 

WO  C  eine  beliebige  Constante.  Die  orthogonalen  Trajectorien  dieses 
Gurrensystenu  waren  dann  die  gesuchten  Strömungscurven.  Man  sieht 
also,  dass  durch  Aufsuchung  der  erwähnten  äusseren  Punktsysteme  du 
Problem  in  gewissem  Sinne  als  gelöst  betrachtet  werden  konnte.  Ich 
gebe  nnn  äber  nur  successiven  Darlegung  der  Ton  mir  behandelten  Fälle. 
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1.  Die  Platte  hat  die  Form  eines  Halbkreises.  Ks  mi  /*|  (Fig.  2) 
der  piiie  Pol;  wire  der  Kreis  vollständig,  so  würde  das  äussere  System 

welches  diesem  Pol  coordinirt  ist,  ans  dem  einen  Punkte  /'',  bestehen, 
wo  P  und  P^y  in  Bezug  auf  den  Kreisbogen  conjugirt  sind.  Ich  fUge 
nnn  die  beiden  Punkte  (>,  und  (/,  hinzu,  welche«  die  Spiegelponkte  von 
/*,  nnd  P\  in  Hezng  auf  den  Rand  AB  sind.  Dann  sind  ()j  und 
Q\  das  gesuchte  äussere  System        InderThat;  die  vier  Punkte 

dV 

^1*       (fx  geben  (Hr  den  Band  AB  ttbeial]  -^  =  0  vncl  fllr  den 

Band  ACB  fiberall  ^=2  -  ,  weil       und  0.  ebenfalls  ein  Paar  in 

1  n  a 

Bezug  ajif  don  Kreisbogen  conjugirter  Punkte  darstellen  (siehe  Sätze  A 
und  Bj.  —  Das  Problem  ist  somit  gelöst.  Das  andere  System  besteht 
aus  den  Punkten  und         welche  mit       zusammen  am  Kande 

AB  flberall  —^  =  0  nnd  am  Bande  ACB  fiberall       =  ^  ergeben. 

Das  gesammte  aus  acht  Punkten  bestehende  System  f«  ergiebt  also  am 

c  V 

gansen  Bande  —  Set  0  ein  beliebiger  Punkt  der  Platte,  ao  ist 

o  n 

die  Gleichung  der  Curven  constauten  Potentials  (s.  Fig.  2) 

S  6o 


1)  -'-^^^ConiL 


9  0,  a,a. 


Führt  man  dipolare  Coordinaten  ein  mit  den  (irenzpunkten  A  und  ß  und 
sind  Sl  und  k  die  Coordinaten  des  variaheln  Punktes      wo  Sls^^jCiAxB 
X  B 

und  ^^-^'y        femer  A,»t  nnd  A^n^  die  Coordinaten  der  Poipnnkte, 

8o  sind  die  Coordinaten  von  l'\  gleich  Aj  und     — coj,  die  von  gleich 
A,   und  In  —  öjj,  die  von  fj\  gleich       und  7r-|-a>, .    Die  Cnordinate 
ist  also  jenen  vier  Punkten  gemein;  Aehnlicbee  erhält  man  für  die  vier 
anderen  i'uuktc.     Berechnet  man  nun  die  s,  und  die  a, ,  so  erhält  man 

U^-2An/ro5v5^-(o,,-HA/  j  !A^-2AU/ro5(i^-^-(o,)-^A,M  ^ 
|A<  — 2A2A,'*  coA■(^^-a),)  -i-A/}  {A*  -2 A^^A^äroÄ- (52-1-0),)  + Ai^}^ 

als  Gleichung  der  Curven  Constanten  Potentials,  wo  52  und  A  die  Varia- 
beten  sind.  Der  obige  Ausdruck  läset  sich  leicht  in  Reihen  zerlegen; 
doch  wird  sich  nicht  eine  für  alle  A  giltijje  Entwickelung  angeben  lassen. 
Nimmt  man  an,  dass  A>A|>A,  sei,  so  erhält  man  für  obigen  Ausdruck 
die  Reihe 

cos  2  n 


m 


welebe  für  A<i,  oder  fttr  KA,  divergirt. 

Ich  begnäge  mich ,  ffir  diesen  einen  Fall  die  Rechnung  so  weit  in 

fahren.    In  den  übrigen  Fällen  werde  ieh  nur  die  Lage  des  Punktayetemi 

4» 
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ftj  angeben,  welches  dem  Pole  /\  coordinirt  ist.  Man  hat  sich  dann 
jedesmal  das  entaprediende,  dem  endeni  Pole  eoerdinirte  SjBtem  fi,  dasn 
im  denken. 

2.  Ein  Viertelkreis.  Eb  Bei  (Fig.  3)  dem  Polpnnkte  Py  con- 
jugirt,  0^  nnd  Q\  die  Spiegelpnnkte  von  und  f^^  in  Bezug  auf  den 
Hand  AB  und  endlich  Ä^,  Ä\,  Sj,  5',  die  Spiegelpunkte  von  P,,  /*\, 

Q\  in  |3eEQg  auf  den  Rand  AC\  Daun  besteht  das  gesuchte  äussere 
SyHtem  ftj  aus  den  sieben  Punkten  P^^^  ()|,  (/, ,  Äj,  Ä'j,  5^,  Ein 
Blick  auf  Fig.  3  genügt,  am  ei&sneehen,  dass  diese  Punkte  aoaammen 

dV 

Bdt  dem  Pole  #\  an  den  Btndern  AB  und  AC  flbenll  -^  —  ^  (3atz  A) 

nnd  am  Rande  BC  fiberall  •j^=  Conti,  ergeben  (Sats  B),  da  nimlieb 

jedes  der  Punktepaare  (/»j,  />',),  {Qi,Q\),  (Ä,,  R'i)  und  (S,,  .S',)  in  Be- 
eng auf  den  Kreisbogen  conjugirt  ist.  Das  dem  andern  Pol  ent- 
sprechende Punktsystem  f4  ist  auf  der  Zeichnung  nicht  angegeben.  Das 
endgiltig  zu  findende  V  ist  also  das  Potential  von  im  Ganzen  16  Punktien. 

3.  Ein  Achtelkreis.  ADC{Fig.A)  ist  die  gegebene  Platte.  Das 
ftnssere  System  besteht  aus  15  Punkten  P'j ,  a,  b  ...  o.  Hier  ist  P\  con- 
jugirt  dem  Polpunkte  Pj,  feraer  AP^^  Aa  —  A  c  =:  Ae=^  Ag=  Ak  =  Am 
s^Ao  und  <):^  AP\=^Ad^Af=Ah  =  Ai  =  Jl  =  an  und  Kf^P'^AC- 
^cAb  =  ^1dAE=<)lfAE  =  <f^hAD^<Y^iAD  =  <)':^lAF^<i>{:  n  A F, 
.wo  EF  }_DC  steht.  Man  sieht  leicht  ein,  dass  die  Punkte  Sjrmmetrisch 
sind  in  Bezug  auf  die  Bänder  AB  und  AC  und  paarweise  eoigngiri  in 
Beeng  auf  den  Band  BC» 

4.  Bin  Kveissector,  dessen  Winkel  an  der  Suitie  ist, 

wo  n  eine  ganze  Zahl.  Das  System  ^  besteht  aus  4n  —  1  leicht  zu  con- 
struirenden  Punkten.  Das  gesuchte  V  ist  somit  Potential  von  2(4n — 1) 
4-2a8n  Punkten  nnd  hat  die  Form 

(Tj  0g  ^3  . . .  «4  n 

Auf  Fig.  5  sind  beispielsweise  die  Punkte  des  Systems  fi^  für  den 
Fall  n  =  3  gezeichnet;  sie  sind  symmetrisch  in  Bezug  auf  die  Ränder 
BA  und  CA  und  paarweise  conjugirt  in  Betug  auf  den  Band  CB, 

Fllr  den  Fall,  dass  der  Winkel  an  der  Spitse  gleioh  « — r-r  ist, 

lässt  sich  das  Punktsystem  ju^  nur  dann  construiren,  wenn  die  beiden 
Polpuukte  auf  der  den  Winkel  halbirenden  Geraden  liegen. 

5.  Eine  unendlich  grosse  Platte,  welche  die  Form  eines 

rechten  oder  spitsen  Winkels  «  hat,  wo  System  ft| 

besteht  aus  den  2fi~l  optischen  Spiegelpunkten  des  Poles  /\  in  Besag 
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auf  die  beiden  Ränder  der  Platte.  Dieselben  Punkte  bildeten  im  vorigen 
Falle  die  HUlfte  des  Systems  fi,;  die  andere  Hälfte  der  Pankte  wer  diesen 
Punkten  nnd  dem  Polpnnkte  l\  in  Besag  aaf  den  Kreisbogen 
conjugirt.  Mit  dem  sl^ienienden  Bogen  feilen  nneh  diese  2ii  Pnnkte 
weg.  Das  gesnehte  F  wird  also  in  diesem  Falle  das  Potential  von  nnr 
4it  Punkten  sein. 

In  dem  Seminar  bei  Herrn  Professor  C.  Neamann  wurde  fHr  eine 
Pleite,  welche  die  Form  eines  eoneentriseben  Ringes  bat,  auf  die  oben 
erwtbnte  Weise  f&r  fi,  das  Punktsystem  1 ,  2,  3  ...  I,  II,  Iii ...  (Fig.  6) 
geftinden,  welcliss  leiebt  eonstruirt  werden  konnte»  wenn  man  von  dMn 
Pole  P|  ansgebend,  in  Besng  auf  die  beiden  Kreise  successiTe  die  con- 
jugirten  Pnnkte  aofsueht,  ebenso  wie  man  etwa  die  Bildpunkte  flir  den 
Fall  sweier  paralleler  Spiegel  aufSnieben  wflrde.  ISn  solebes  Punktsystem 
werde  ieb  ein  „geradliniges**  nennen ;  es  giebt  an  beiden  Rindern  offen- 

dV. 

bar  -^^const.  Diese  Lösaug  führte  mich  sofort  aur  Lösung  folgender 
weiterer  FftUe: 

6.  Ein  kalber  concentriscber  Ring.  f»|  besteht  aus  swei,  au 
den  Rindern  A  B  und  CD  symmetrisehen  Punktsystemen  (Fig.  7).  Fttbrt 
man  Polareoordinaten  ein,  so  Icann  man  die  Gleichung  der  Curren  con- 
stauten  Potentials  direet  aufstellen.  Die  Rechnung  Itlbrt  anfangs  au 
Doppelsnnunen;  doch  kann  man  die  eine  Snmmation  ausfahren  und  es 
yeiUeiben  fär  V  vier  unendliche  Reihen. 

7.  Ein  Tiertel  concentriscber  Ring,  ft,  besteht  aus  vier  ge> 
ladlinigen  Punktsystemen  (Fig.  8),  welche  sowohl  gegen  ABy  als  auch 
g^en  symmetrisch  liegen.  Auch  für  diesen  Fall  lisst  sich  die  Gleich- 
nng  der  Gurren  eonstanten  Potentials  in  Polareoordinaten  als  Summe  von 
Tier  unendlichen  Rdhen  darstellen. 

8.  Der  2m*"  Tbeil  eines  eoneentriseben  Ringes.  fA|  besteht 
(Fig.  9)  aus  2n  geradlinigm  Punktsystemen,  deren  jedes  ein  Pnnktepaar 
des  Falles  4  (Fig.  4  und  5)  ersetat  Selbst  für  diesen  Fall  kann  man 
V  in  Reiben  entwickeln  und  so  die  Gurren  eonstanten  Potentials  auf- 
suchen, ohne  dass  man  dabei  anf  ttbermXssig  verwickelte  Ausdrücke  stösst. 
Ffir  den  Fall  eines  ezeentrisehen  Ringes  wurde  in  dem  Seminar  gefun- 
den, dass  |u,  aus  Punkten  besteht,  welche  »Kramtlich  auf  dem  durch  den 
Pol  P|  und  die  Grenzpunkte  a  und  b  definirten  Kreise  theils  innerhalb, 
theils  ausserhalb  des  Ringes  sHromtlich  au  einer  Seite  der  Centralen  A  ffb 
Hegen.  Sie  werden  gefunden ,  Indem  man,  von  ausgehend ,  svceessire 
in  Bezug  auf  die  beiden  Randkreise  einander  conjugirte  Punkte  eonstruirt^ 
wie  aus  Fig.  10  leicht  zu  ersehen  ist.  Ich  nenne  fi^  ein  kreisfBkmigeB 
Punktsystem.    Dies  führte  mich  zur  Lösung  des  folgenden  Falles: 

9.  Ein  halber  cxceutriscberRing,  der  durch  die  Centrale 
begrenst  wird.       besteht  aus  awel  in  Besng  anf  die  Ränder  Aß-uad 
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CD  sjmmetrisehen  kreiffSrmigeD  Fnnkteyitemeii  (Fig.  11).   Fahrt  man 
dipolüe  Coordinftten  ein,  so  kann  man  F  in  eine  Bettte  entwiekeln. 

10.  Eine  unendliche,  von  awei  pnrallelen  Oeraden  he- 
grenste  Platte.  ft|  besteht  ans  dem  System  der  optischen  Bilder  des 
Poles  Pi  in  Bemg  anf  die  beiden  begrensenden  Geraden.  Es  ist  nimlich 

9Vt 

in  diesem  Falle  an  beiden  Bändern  ^s=0, 

Ott 

11.  Eine  unendliche  Platte,  in  weleber  ein  Kreis  aus- 
geschnitten ist.  |»|  besteht  ans  dem  einen  Punkte  P\  (Fig.  12)  innei^ 
halb  des  Kreises,  weldier  dem  Pelpnnkte  Pi  conjugirt  ist.  Das  gesnelite 
V  ist  also  das  Potential  der  rier  Punkte  P^,  P\,  P^,  P\,  so  dass  die 
allgemeine  Gkiebnng  der  Cnnren  oonstanten  Potentials  ohne  Wdteres  in 
Polarcooidinaten  niedergeschrieben  werden  kann. 

12.  Eine  unendliche  Platte,  aus  welcher  swei  beliebige 
Kreise  ausgeschnitten  sind.  |a,  besteht  aus  einem  kreisförmigen 
Punktsystem I  welches  man  erhiUt,  wenn  man,  Tom  Pole  F|  ausgehend, 
suceessive  in  Bezug  anf  beide  Krebe  eoujugirte  Punkte  construirt;  dieee 
liegen  auf  dem  dureh  P|  und  die  beiden  Orenspunkte  A  und  B  bestimm- 
ten Kreise.  Durch  Einftthrung  von  dipolaren  (^ordinaten  kann  man  die 
allgemeine  Gleichung  der  Curren-  constanten  Potentials  unschwer  avf- 
stellen. 

13.  Eine  unendliche  Platte,  die  von  einer  Geraden  be- 
gi  enat  wird,  mit  halbkreisförmigem  Ausschnitt  ft^  besteht  aue 
den  drei  Punkten  (>j,  Q\  und  P',,  wo  dem  Polpunkte  i\  conjugirt, 
Q\  und  P\  dagegen  die  Spiegelpunkte  jener  in  Beaug  auf  den  Baad 
jiBCD  sind.  Ebenso  besteht  14  aus  den  Punkten  und  Q\.  DmM 
gesuchte  F  im  Punkte  9  ist  also  das  Potential  von  im  Garnen  acht 
Punkten. 

Es  ist  interessant,  bei  diesem  Falle  die  Wirkung  des  Bandes  nfther 
SU  betrachten.  WSre  die  Platte  nach  allen  Seiten  hfai  unbegrenzt,  ao 
würde  die  in  dnem  Punkte  x  der  Platte  wirkende  Kraft  einfach  die  Be> 

snltante  zweier  von      und  P^  ausgebenden  Kräfte  -4-         und  — ===- 

sein.  Ist  die  Platte  von  einer  ununterbrochenen  Geraden  JD  begrejizt, 
so  muas  man  noch  die  Wirkung  der  swei  Spiegelpunkte  P\  und  P\  hin- 
sufBgen ,  wodurch  gleichsam  die  durch  den  Band  in  den  Strönrangseunren 
bervorgerufonen  Veränderungen  repräsentirt  werden.  Hat  die  Platte  über- 
dies den  Ausschnitt  Bp^  so  konunt  noch  die  Wirkung  von  Tier  Punkten 
^1*  0\  hinzu,  Yon  denen  swei  positive  und  swei  negative  Maasen 

enthalten.  Diese  Wirkung  ist  nur  in  der  Nähe  des  Bandes  BC  von 
merklicher  GrOsse  und  giebt  uns  ein  Bild  von  den  durdi  den  Ausschnitt 
in  nächster  Nähe  derselben  hervorgerufenen  Perturbationen  in  dem  Ver- 
laufe der  StrtfmungSGurven. 
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14.  LinieBförinige  Platte,  deren  Winkel  an  der  Bpitae 

^  ist.        iBt  wieder  ein  kreisförmige«  Punktsystem,  welches  man  erhält, 

weon  man ,  Tom  Pol  i\  avagehend,  anoeeaaiTe  die  in  Beeng  anf  die  beiden 
Kfrise  conjngirten  Pnnkle  eonatmirt  (a.  Fig.  15a,  wo  n  »2).  Die  ZaU 
dieser  Punkte  ist  Sn  — 1;  aetat  man  die  Conatmetton  weiter  fort,  ao 
eilillt  man  wieder  den  Polpnnkt  P|,  ▼on  den  man  an^gagangen  war.  Fflbrt 
man  nimlieb  dipolare  Coordinaten  ein»  aind  »'sm^  und  »«0^  die  Gleich- 
nagen  der  beiden  Bandkreiae  nnd  (1,  A)  die  Coordinaten  dea  Poles  P,, 
io  aind  l  nnd  A^f  2a(tt,— «|)  die  Coordinaten  des  2»*«"  Punktes.  Ist 

fl^~0|8Bsii,  80  wird  der  2»^**  Pankt  wieder  der  erste  sein.    Die  gegen- 

ssitigeLage  der  Bandkreiae  kann  dabei  gana  beliebig  aein  (s.  Fig.  15a,  b,  c). 

15.  Bine  balbe  linaenfttrmige  Platte,  deren  Winkel  an 

71 

der  Spitze  —  ist.   fi^  besteht  (Fig.  16a)  aas  xwei  kreisförmigen  Punkt- 

IS 

fjstemen,  yon  denen  daa  eine  identiacb  ist  mit  dem  dea  vorigen  Falles, 
du  andere  daa  Spiegelbild  des  eraten  in  Besag  anf  den  Band  AB  uL 
Daa  geaucbte  V  ist  daber  daa  Potential  von  8a  Punkten  und  kann  leicbt 
m  eine  Reibe  entwickelt  weiden.  Die  Form  der  Platte  kann  wiedenim 
eine  sehr  verschiedene  aein  (Fig.  16a,  b,  e),  wenn  nur  der  Winkel  an 

der  Spitze  ^  iat,  wo  n  eine  ganse  Zahl. 

Ausner  den  betiachteten  Uaat  aiab  noob  eine  grosae  AttsaU  anderer 
Fille  Ittaen,  aber  nur  bei  speciellett  Lagen  der  Polpunkte. 

•  2- 

Wir  haben  uns  bisher  anssehliesslich  mit  aolchen  FSllen  beschlftigt, 
in  denen  die  Kuaaere  Hassen  vertheilnng  ft,  welche  anaammea  aut  den 
beiden  Polpnnkten  daa  geaucbte  Potential  F  ergiebt,  aich  aufeinSyatem 
von  Maaaenpunkten  reduciren  Hast.  Ick  will  nun  einen  Fall  beaprechen, 
in  welchem  eine  derartige  Beduction  nicht  möglich  iat,  fttr  welchen  die 
losseren  Massen  nicht  aua  Punkten  beatehen.  Soviel  ich  weiaa,  ist  ein 
deiartiger  Fall  bisher  noch  nie  gelöst  worden. 

Die  au  betrachtende  Platte  aoll  unendlich  groaa  aein  nnd 
die  Form  einea  atumpfen  Winkele  haben. 

Ehe  an  die  Betrachtung  dieses  Fallea  geschritten  werden  kann,  muaa 
die  Theorie  der  Stromveraweigung  auf  unendlich  grossen  Platten  niher 
studiit  werden.  Ea  aind  vor  Allem  awei  Fragen  an  beantworten:  1.  Qe- 
nfigen  die  im  verigen  Paragraphen  aufgaatollten,  auf  den  Fall  einer  end- 
lieben Platte  beallglichen  Bedingungagleichungen  I^III  auch  llir  den 
Fall  einer  unendlich  groasen  Platte?  und  2.  Wird  durch  jene  Oleich- 
uogen  daa  Potential  V  eindeutig  definirt? 
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Was  die  erste  Frage  betrifft,  so  sei  JOB  (Fig.  17)  die  gegebene 
Plattei  Pg  and  die  Polpunkte  und  MN  eine  ganz  beliebige  Curve 
welche  aber  so  verläuft,  dass  die  beiden  Pole  zwischeo  ihr  and  derSpitse 
0  liegen.  Da  kein  Verlast  von  Elektricität  stattfindet,  so  mues  die  ge- 
sanuDte  Uber  5  hinttberfliessende  £lektneiUtsmenge  Noll  sein.  Dies  mbit 
ans  sn  der  Bedingung: 

IV.  Es  muss  für  jede  beliebige,  swei  Randpunkte  M  and  ff  verbin- 
dende and  nicht  swisehen  den  Polen  hindurchgehende  Onrve  8 


sein. 

Ich  will  nun  beweisen  den 

Sats  1.  Genfigt  V  den  Bedingungen  1— Iii,  so  ist  die 
Bedingung  IV  eo  ipso  erfüllt. 

Beweis.  Wir  umgeben  die  Pole  mit  Ideinen  Kreisen  «i  und  s^« 
desen  Radius  r  sei,  und  wenden  auf  das  von  den  Gunren  «i,  und 
den  Greraden  MO  und  Off  begrenate  Fliehenstflek  die  Formel 

an.   Da  D^TbO  ist  (Bed.  I),  so  Terbleibt 

wo  da  ein  Element  des  geradlinigen  Randes  sei.    Ad  diesem  Rande  ist 

aber  l^sO  (Bed.  in),  also  ist  /l'^dtfsO;  femer  ist  /|?rf<».  =+/' 
cn  %J  on  %i  6  n 

/c  V 
—  «r^aB  — wo  f  der  Btromstirke  proportional  ist    Es  Ter- 
bleibt also 


q.  d.  e. 

Ich  gehe  ttber  au  der  sweiten  Frage  und  werde  naehweisen,  dass 
das  Potential  V  durch  die  Bedingungen  I — III  eindeutig  bestimmt  wird. 
Für  eine  endliche  Platte  ist  der  Beweis  bekanntlich  sehr  einlach;  viel 
schwieriger  ist  er  iUr  eine  unendlich  grosse  Platte. 

Denken  wir  uns  das  Ptoblem  gelOst  Dann  ist  F  das  Potential  Ton 
+m  im  Pole  P|,  — w  im  Pole  P^  und  einer  gewissen  Bandbelegung  p. 
üeber  diese  Belegung  ^  wollen  wir  vorerst  awei  Sitae  beweisen. 

Erster  Bata.  Die  Ijneare  Dichtigkeit  q  der  Massen  i» 
streht  fttr  unendlich  entfernte  Bandpunkte  der  Null  su. 

Beweis.   ICs  seien  t/,  r,  w  die  Potentiale  der  Hassen  + 
dann  giebt  die  Bedingung  III 
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Für  «nendlieh  entfernte  Punkte  ist  eber  offentiar 

du  dv 

fis  bleibt  elflo  f^ssO-    Man  siebt  «ber  obne  Weiteres  ein»  dass  —  der 
du  —  dn 

Diebtigkeit  9. proportionel  ist,  so  dass  f  »0  verbleibt,  q.  d.  e. 

Zweiter  Sats.  Die  algebraisebe  Summe  M  der  Massen  |i 
ist  gleich  Kall. 

Beweis.  Wir  wollen  das  Integral 


betrachten,  ausgedehnt  ttber  einen  Bogen  von  unendlich  grossem  Badius, 
deisen  Mittelpunkt  in  O  sei.   Wir  wissen,  dass  für  unendUeh  entfernte 

d  V  M  • 

Punkte  ^  sich  dem  Greozwerthe  —  uähert,  wo  R  die  Entfemuug  jener 

Funkte  von  dnem  andern,  im  Endlichen  liegenden  Punkte  bedeutet,  als 
welchen  man  die  Bpitse  0  nehmen  kann.  Es  ist  also 

folglich  ist  jy  =  0 ,  q.  d.  0.    Daraas  folgt  ein 

Dritter  Satz.  Die  Function  V,  welche  den  Bedingungen 
1  — III  genügt,  strebt  für  unendlich  entfernte  Punkte  der 
Null  SU. 

Das  ist  klar,  wenn  man  bedenkt,  dass  V  das  logarithmische  Poten- 
tial der  Massen  -|-m,  —m  und  ft  ist,  die  sftmmtlich  im  Endlichen  Hegen 
(erster  Satz)  und  deren  algebraische  Summe  Null  ist  («weiter  Sats).  Nun 
eist  können  wir  an  unsere  Aufgabe  gehen  und  den 

Satz  2  beweisen.  Auch  für  eine  unendlich  grosso  Platte 
wird  V  durch  die  Bedingungen  I  —  III  crndeutig  bestimmt. 

Beweis.    Es  seien  awei  Lösungen  V^  und       möglich  und  es  sei 

Dann  hat  U  folgenden  vier  Bedingungen  zu  genügen : 

1.  U  und  seine  ersten  Differentialquotienten  rnttsnen  auf  der  gausen 
Platte  endlich  und  stetig  sein ; 

2.  /^£^  =  0  aui  allen  Punkten  der  Platte; 
*  9U 

d.  7-  sO  am  Bande: 

dn 

4.  U=0  (üi  unendlich  entfernte  Punkte  —  folgt  ans  dem  dritten 
SaUe. 
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lieber  dae  Problem  etc. 


Wir  werden  nnn  die  Formel 

Rul'  die  Fläche  an,  welche  begrenzt  wird  vou  den  Räudern  der  JMaiie 
und  einem  Kreibbogeu  von  UDendlich  grossem  Radius.  Auf  allen  Punkten 

dieser  Fliehe  ist  JH^U^O;  tm  geiadlinigen  Bande  ist  |^=0  (Bed.  3) 

und  auf  den  Punkten  des  Kreisbogens  ist  CTssO  (Bed.  4).  £s 
bleibt  also 

woraus,  wie  gewöhnlich,  U=0  gefolgert  wird.    Die  Lösungen  und 
sind  also  identisch,      d.  e. 

§3. 

Ich  gehe  nun  über  zu  dem  Nachweise,  dass  bei  einer  stumpfwink- 
ligen Platte  die  äussere  Masscnvertheilung  angegeben  werden  kann ; 
man  erhält  dabei  aber  nicht  einzelne  Punkte,  sondern  Massen,  die  auf 
geraden  Linien  (z.  B.  der  Verlängerung  eines  Kandes)  gelagert  sind. 

üer  Kürze  wegen  werden  wir  im  Folgenden  sagen,  dass  Massen  sich 
in  Bezug  auf  eine  Gerade  „aufheben**,  wenn  sie  auf  allen  Punkten 

deiselben  ^  —  ^  ergeben.   Es  gilt  offenbar  der 

Satz  C.  Massen,  die  zu  beiden  Seiten  einer  (ieratlen  symmetrisch 
vertheilt  sind  oder  au i  der  Verlan  gerung  derselben  liegen,  heben 
sieb  auf  in  Bezug  auf  diese  Gerade. 

Wie  früher,  so  werde  ich  auch  jetzt  nicht  ^  selbst,  sondern  nur  den 
Theil  desselben  angeben,  welcher  dem  einen  Pole  coordinirt  ist; 
man  hat  dann  den  andern  Theil  fi.^,  welcher  dem  Pole  /^^  entspricht, 
sich  hinzusudenken.    £s  sei  k^^JOU^^^. 

Erster  VUL  lia«<^<180«. 
Wir  fttbren  swei  lineare  HassenTertbeilungen  t  und  t  ein,  weleb« 
folgendermassen  definirt  werden :  Bs  sei  Pi  (Fig.  18)  der  eine  Fol,  f^^  sein 
Spiegelpnnkt  in  Besng  auf  den  loniebstliegenden  Band  OA,  Wir  veilängem 
A 0  nnd  sieben  OF so,  dass  «< «n^BOC sei.  Dann  denken  wir  uns 
«of  OF  nnd  OC  eine  solehe  Massenvertbeilnng,  dass  deien  Wirkung  anf 
Jeden  innerhalb  des  Winkels  FOC  liegenden  Punkt  identiseh  sei  mit  der 
Wirkung  der  beiden  Punkte  nnd  Z*^],  wenn  in  Jedem  derselben  die 
Masse  eooeentrirt  ist.  Eine  solehe  Massenvertbeilung  muss  naeh 
dem  Prineip  der  Xqnivalenten  HassentraDsposition  immer  mSglieb  sein. 
Es  mdge  hierbei  auf  OF  die  Vertbeilnng  i  und  auf  OC  die  Vertheilung  I 
herrortreten. 
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L9saug  des  Problems,  fi,  besteht  mos  in  Punkte  P\ 
and  der  Massenyertheiliing  (5  — 0  anf  OC, 

Beweis.   Et  Ist  sa  seigen,  dess  +m  ui  P^,  -{-tn  in  ^,  Qnd(s  — 0 

dV 

auf  06'  «m  gansen  Kaade  sich  „aufbeben",  d.  b.  -^sO  geben. 

on 

dV 

Band  OA,    Es  ist  -^  =  0  nach  iSatz  C. 

Band  OB,  Wir  sieben  so,  dass  <)C  FOff  a<X  aOC  wird,  und 
denken  nns  anf  OJ^  die  Hassen  +«  nnd  —  #  übereinander  gelegt  Dann 
bsben  sieb  anf: 

1.  +f  anf  OF  nnd  +«  mf  OC?  (Sata  0), 

2.  —  f  anf  OF,  —  f  anf  OC,  +m  In  />^^  nnd  -f-si  in      naeb  der 
Definition  der  Bnebstaben  s  nnd  U 

Es  ist  niebt  schwer,  $  nnd  f  sn  berechnen,  d.  b.  die  lineare  Dich- 
tigkeit als  Fnnction  der  Entfemnng  von  0  sn  bestimmen.  Doch  begnüge 
ich  mich  mit  dem  Nachweise  der  Uögliebkelt,  das  Problem  an  lösen. 

Ist  |l<120^  so  wird  die  angegebene  Ldsnng  nicht  mehr  fitr  jede 
beliebige  Lage  der  Pole  dnrohftibrbar,  indem  P^  nicht  ansserhalb  des 
Winkels  FOB  sn  liegen  kommt. 

Zweiter  Fall.   90«><  186«. 

Wie  im  ersten  Falle,  wollen  wir  zuerst  gewisse  lineare  Massenver- 
theilungen  s,  fi  und  r  detiniren,  deren  Existenz  unzweifelliaft  ist.  —  Es 
sei  AOB  (Fig.  20)  die  gegebene  Platte,  l\  der  eine  Pol,  f^^  sein  Spie- 
gelpnnkt  in  Bezug  auf  0A\  OC  und  OD  sind  die  Verlängerungen  der 
Seiten  OA  und  0/f.  Wir  ziehen  FG  A.AO  und  bestimmen  auf  FG  eine 
solche  Massenvertheilung,  deren  Wirkung  auf  jeden  rechts  von  FG  liegen- 
den Punkt  gleich  der  Wirkung  der  beiden  Punkte  /^^  und  ^  sei.  Hierbei 
erhalten  OF  und  OG  ein  und  dieselbe  lineare  Massenvertheilung,  welche 
wir  mit  s'  bezeichnen  wollen.  Wir  ziehen  nun  0  If  und  0  E  ho  ,  dass 
<r^HOB  —  <)'i  TOB  und  <):  E0C=<C  HOC  sei,  und  bestimmen  auf  DO 
und  OC  eine  solche  Massenvertheilung,  dass  deren  Wirkung  auf  Punkte 
ausserhalb  des  Winkels  DOC  identisch  sei  mit  der  Wirkung  von 
auf  OG  und  -{-s  auf  OE.  Dabei  entfalle  auf  OD  eine  gewisse  lineare 
Massenvertheilnng  r  und  aut  OC  die  Verthcilung  ^. 

Lösung  des  Problems.  Die  gesuchte  äussere  Massenver- 
theilung I«,  besteht  aus  +  m  im  Punkte  +  *  auf  OÄ,  +ä 
auf  OH  nnd  -/*  auf  OC  (Fig.  21). 

9V 

Bewris,  dass  hierbei  7-'  =  0  ist  anf  dem  gansen  Bande. 

V  a 

Rand  Oi4.    Es  ist  -r-*  =  0,  weil  die  sXmmtlieben  Hassen  theils 

dn 

symmetrisch  au  0/1,  theils  auf  der  Verlängerung  von  OA  ^Fig.  21)  liegen 
(Sata  C). 
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Band  OB.  Wir  fttgen  +5  and  —s  Aof  OF,  und  —  f  auf  OG^ 
-f*r  und  —  r  auf  OD  hinzu  (Fig.  22).    Dann  heben  ficb  auf: 

1.  auf  OF  nnd  +5  auf  OH  (Satz  C); 

2.  +">  in  />),  +m  in        —5  auf  0^*  und       auf  OC^  (nach  der 
Definition  von  s); 

3.  +'  «nf  «nf  OK,  — r  auf  0/^  und  — auf  OC  (nach 
der  Definition  von  r  nnd  fi); 

4.  +r  auf  0/>  (Satz  C). 

Hiermit  sind  alle  Manen  erschöpft  und  bewiesen,  dass  am  gansen 

Rande  -r-*  =  0  ist. 
dn 

Nach  schritt.  Zu  den  in  {  1  behandelten  Fallen  iässt  sich  auch 
hinzufügen : 

16.  Eine  unendliche  Platte  von  der  Form  eines  rechten  Winkels, 
an  dessen  Scheitel  ein  Stück  in  Form  eines  Viertelkreitses  ausgeschnitten 
ist,  dct>t>eu  (Zentrum  mit  dem  Scheitel  de«  rechten  Winkels  zusammen- 
fällt. —  ft,  besteht  aus  sieben  Punkten:  den  drei  Spiegelpuukton  des 
Poles  l\  in  Bezug  auf  die  beiden  geradlinigen  Ränder  der  Platte  und 
den  vier  Spiegelpunkten  jener  drei  und  des  Poles  in  Bezug  auf  den 
zum  vollen  Kreise  ergänzt  gedachten  viertulkreisförmigen  Hand.  V  ist 
aUo  das  Potential  von  16  Punkten. 

28.  Nov.  ^^„^ 
St  Petersbuig,  den  lö75. 
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I.  Zar  IlMori«  to  Ulmiittloa. 

Dm  Problem,  ans  zwei  Gleichangen  mit  zwei  Unbekannten  die 
Werthepaare,  welche  beiden  Gleichangen  genügen,  herzuleiten,  iBt  längst 
▼ollständig  gelöst.  Ei  ist  leicht,  die  Endgleichnng  für  eine  der  Unbekannten 
anfsastellen,  and  swar  Dach  Bözont,  Sylvester  und  Cayley  in  De- 
terminantenform,  sowie  für  jeden  Werth  dieser  Unbekannten  den  sn- 
gehörigen  Werth  der  andern  zn  bestimmen. 

Anders  stellt  sich  das  Verhältniss  bei  drei  Gleichangen  mit  drei 
UDbekannten.  Die  Methoden,  die  Endgleichnng  in  einer  der  Unbekann- 
ten anfsustellen ,  weichen  wesentlich  von  der  bm  swei  Gleichangen  an- 
gewendeten ab,  sind  wenig  flbersichtlich  und  kaum  ausführbar.  Ich  ver- 
weise hierbei  auf  die  neueste  Auflage  von  .,Salmou'8  Vorlesungen", 
fibersetzt  von  Fiedler.  Anchüesse  (Geometrie  des  Raumes,  2.  Anfl.J 
mnss  bei  dr^i  Gleichungen  «weiten  Grades  mit  drei  Unbekannten  Eligen* 
Schäften  der  Functionaldetenninante  zu  Hilfe  nehmen,  um  so  beweisen, 
daas  die  Endgleichung  Tom  achten  Grade  sei* 

In  dem  Folgenden  wird  der  V  ersuch  gemacht,  die  Theorie  de  Eli- 
mination für  drei  Gleichangen  mit  drei  Unbekannten  auf  elementare  Weise  , 
SU  mitwiekeln,  indem  blos  die  Bekanntschaft  mit  dem  Fundamentalsatae 
vorausgeaetst  wird,  dass  jede  symmetrische  Function  der  Wurzeln  einer 
Gleichung  mit  einer  Unbekannten  als  eine  rationale  Fnnetion  der  Co* 
•ffieienten  dieser  Gleichung  dargestellt  werden  kann. 

I.    Zwei  Gleichungen  mit  einer  Unbekannten. 

Es  seien  zwei  Gleiehnngen  mit  einer  Unbekannten  lesp.  Tom  m^'" 
und  n**"  Grade  gegeben: 

F(a  )  =  aoa«  +  ajor'"- '  +  + ««-i«  +  ««i«0, 
fix)  =    a-  -I-  »  + . . .  -f        «  -1-  6,  =  0. 

Welche  Bedingungen  Bwischen  den  Coefficienten  a  und  6  müssen  erfüllt 
sein,  wenn  1,  2,  8,  j  Wnneln  der  Gleichung  F(at)^0  aneb  die 
Gleichung  f{x)^0  befriedigen  sollen? 

Die  Wurzeln  der  Gleiebung  F(x)^0  seien  «|,  «p„  Wir 
bilden  nns  die  Gleiebnng 
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^^^^^^^^^^^^^^^^^  ^*  ^•^^^^^^•^^^.^^.0*^^^^^  V^r>^^ 


oder,  wenn  wir  statt  /(«i)!  /(«t)«  •••>  /(«m)  rasp.  /"i,  fm  letsea, 

die  Gleichung 

^(0  =  (z  -/,)(«-/,) . . .  (t        «  0-  f  +  Ä,      »  +  ...  +  Ä«-, »  + 

Diflte  Oleiehnng  hat  die  m  Waneln  f^i  f%i  ••-i  An«  Soll  nnn  eine  der 
Wurseln  «  die  Ol^cslmag  /'(«)»0  befriedig«»,  ao  hat  die  Gleieiiiing 
^(2)sO  eine  Wunel  «0,  d.  h.  ei  rnnss  ü^hbO  sein.  Ist  nmgekelirt 
itjassO,  so  liat  die  Oleiehnng  ^(<)bsO  eine  Wniael  a-O,  und  es  be- 
friedigt eine  der  W«naln  a  aneh  die  Glekhnng  /'(d;)«BO. 

Bollen  swei  Wnrseln  u  der  Qleiebnng/'(x)MO  genfigen,  so  mnss  die 
Gleichung  ^(s)sbO  swei  Wnrseln  »0  beben,  d.  b.  es  mnss  i^MssO  und 
Am-i=«0  sein.  Und  ist  nmgekebrt  itn^O  nnd  itM.i^O,  so  bat  die 
Oleicbnng  ^(t)8  0  swei  Wnrseln  «0,  nnd  es  genügen  swei  Wnrseln  «r 
der  Glmebnng  f{x)ssO, 

Allgemein  findet  man  folgenden  Sats: 

Sollen  J  Wnrseln  u  der  Oleicbnng  /'(«)bbO  genügen,  ao 
müssen  die  Oleicbnngen  itj^^O,  Am-i^'O,  Aih~>-|-|ssO 
stattfinden;  nnd  finden  umgekehrt  diese  Oleicbnngen  statt,  so 
genügen  J  Wnrseln  a  der  Oleiehnng  f{x)  =  0. 
Kaeh  den  Elementen  der  Theorie  der  Oleicbnngen  ist 

^■i   ~  A  • /» •  •  • /■» 

Ä«i  -I  ^  ff  '  •  •  fm^  fx*  fz  *  •  •  fm  ^  • '  •  ^  f\  '  f%  •••/«i— I  —  ^fl*ft  *"  fm—it 
Äm—i  ^fz*fi*"fm'¥'»'*^f\'ft  •  •  /"m— J~^A'/t  fm—it 


allglr.p.v.~  ö    y  r    f  f 

Alle  dies«  Ausdrucke  sind  in  den  Coefficienten  rational  und  in  don 
Wurzeln  a  syranjctrisch ,  folglich  auch  rational  in  den  Coefficienten 

Bei  ihrer  Bildung  ist  es  wichtig,  auf  ihr  Gewicht  zu  sehen.  Gewicht 
eines  Terms  nennen  wir  die  Summe  der  Indices  desselben.  So  ist  das 
Gewicht  des  Terms  kn^^nj^h^  —  \\.  Nach  der  elementaren  Theorie  der 
symmetrischen  Functionen  zeigt  man  leicht,  dass  in  den  einzelnen  Ans- 
drücken  R  alle  Tcrmc  gleiches  Gewicht  haben.  Aus  einem  einzigen  Term 
können  wir  also  das  Gewicht  aller  Terme  bestimmen.  Wir  wählen  dazu 
den  letzten,  von  a  freien  Term,  und  linden,  dass  //,„  vom  Gewichte  nnt^ 
Bm-\  vom  Gewichte  (m  — 1)n,  und  so  fort,  allgemein  Rf  Tom  Gewichte 
(m— p)n  ist. 

In  Bezug  auf  die  wirkliche  Darstellung  der  Ausdrücke  H  als  ratio- 
nale Functionen  der  Coefficienten  «  und  /'  ist  noch  Folgendes  zu  be- 
merken. Ist  Rm  (die  sogenannte  Resultante)  wirklich  als  rationale 
Function  der  Coefficienten  <i  nnd  h  dargestellt,  so  ersiebt  man  ans  der 
Bildangsweise  der  Functionen  R  sofort,  dass  . 
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Tl.  Daratfillung  der  gomeinsampn  Wurzeln  zweior  Gleich- 
aagen  als  rationale  Fanctionen  der  Coefficienten  derselben. 

Wir  stellen  uns  nnn  di«  Aufgabe,  die  geneinsamen  Wumeln  iweier 
Oleiebnngen  J^(<p)b>0  nnd  fifB)^0  rational  dnieb  die  GaelieieBteB  «  und 
6  auisndrfleken. 

Ist  uj  dne  gemeinsame  Wnrael  der  l>eiden  Gleiehnngen,  so  redndrt 
sieh  die  Anfgnbe  darauf,  eine  symmetrische  Function  der  «  an  bilden, 
welche,  wenn  /'(«^)aO  ist,  den  Werth  ttj  annimmt.  Eine  solche  Func- 
tion ist  oifenbar  folgende: 

Denn  diese  Fnnction  ist  offenbar  eine  rationale  Function  der  b  und  eine 
STmmetriscbe  Fnnction  der  or,  also  anch  eine  rationale  Fnnction  der  «r. 
Ausserdem  wird  u  =  a/j  wenn  /*(a/)ssO  ist.  Haben  also  die  beiden 
Gleichungen  eine  gemeinsame  Wurzel  oj,  so  wird  diese  durch  die  lineare 
Gleichung  «<,  n  —  j/j  =  0  dargestellt ,  wo 

Uq  =  Sfi.f^  .. .  fm-i  und  =  Za^.i\,f^  ...  f,„ 
ist.  Ist  aber  ausser  f{(tj)  —  {)  noch  /'(cfi  )  =  0,  d.  h.  genügen  zwei  Wur- 
zeln et  der  Gleichung  f{x  ~{),  so  wird  «  =  j^.  In  diesem  Falle  lassen 
sich  aber  die  beiden  Wurzeln  Uj  und  uk  als  die  beiden  W^urzeln  einer 
q^uadratischen  Gleichung  t/^  —  f/,  h -|- =  0  darstellen,  in  welcher  Vo» 
ttj  und       rationale  Functionen  der  «  und  b  sind. 

Setzen  wir  nämlich  u^  — £f^,f^     fm-i'»  Mi  =  -^(«i+«8)/5«/4 ••  /"<»•» 

ti,ss  J&«(ai.^3./4  ... so  sieht  man,  wie  oben,  sofort,  dass      und  — 

rationale  Functionen  der  a  und  b  sind,  und  dass,  wenn  zu  gleicher  Zeit 

f{nj)  =  0  und         =0  ist ,  — Oj-  +  «it  vnd  ^  =  «y .  oit  wird ;  dass  also 

aj  nnd        die  beiden  Wurzeln  der  Gleichung         — t/jt/ -}- i/j  =  0  sind. 

Genügen  allgemein  p  Wurzeln  a  der  Gleichung  f{x)  =  0,  so  kann 
man  dieselben  als  die  Wurzeln  einer  Gleichung      "  Grades  «o"''  —  "! 
+  «jW»'- -!-(—])/' »/p  =  0  darstellen,  deren  CoefEcienten  Uq,  m^,  Mji 
ganze  rationale  Functionen  der  a  und  6  sind. 

Zu  diesem  Zwecke  setzen  wir 

^(«,a^  +  «i"3  +  ..  -|-ap-iOji)./'^+|./'p+t.../i»i  ••■ 
.  . Mp  =  2^ er,  a.j  ...  up.fp^x  -Ap  +  l   •  •/m» 

Alsdann  nnd  offenbar  die  Functionen  Vg,  h^,  m^,  ganze  rationale 

Functionen  der  a  nnd  b.    Wenn  ferner  an  gleicher  Zeit  /'(oJaQ,  /'(a^) 
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asO,       A«f)  — 0        «>  werden  5^»«i  +  «t  +  -  •  +      ^=«t*i  + 

a, -|-  •  •  +  «p— >  "p»  ■=«1*»  •••  folglieh  find  «i,  «i, .... 

die  Waneln  der  Gleichung  «o"»' —  «1«»— + (  —  I^Mii^O. 

Igt  die  Betnltnnte  Bm  dnieh  die  Coeffieienten  a  und  fr  mtionnl  dar- 
geitellt,  ao  iet  es  aneh  hier  leieht»  die  Fnnetionen  i^,  tf^,  ...»  «ji  dnreh 
hloflse  Differentiationen  von  Bm  sn  finden. 

Denn  es  ist 

«0= +1 -/f +2  •  •  ^« -1»  -  fjfTTp'"???'' 

Femer  findet  man 

^         1  a/'/?^ 

1. 2. ..(/»-!)  ' 

 1  _ 

''•"'l.2...(|»-2).1.2  d6,»-».aT^_,'  •••• 

 1   dPB„ 

**"'l.2...(p-</).1.2...9  afr«i— ff.afr«*-!*  **  ' 
1  dfRm 

Genügen  also  die  Wnrseln  o^,  0,,  ce  der  Oleiehnng  A(^)»Ot  so 
sind  diese  die  Wnrseln  folgender  Gleiehnng  n^"  Grades: 


IIL   Zwei  Gleichungen  mit  awei  Unbekannten. 

Es  mögen  nun  in  den  Gleichungen  F(x)  =  0  und  f{>T)  =  0  die  Co- 
effieienten a  und  b  Functionen  einer  zweiten  Variabein  y  sein,  deren 
Grad  durch  den  Index  angegeben  ist,  so  stellen  F{x^y)  =  0  und  /(x,  y) 
=  0  zwei  allgemeine  Gleichungen  rnit  zwei  Unbekannten  resp.  vom  m"" 
und  Grade  dar.  Die  Gleichung  R„,  =  0  enthSlt  dann  blos  die  Un- 
bekannte y,  und  zwar  ist  sie  für  diese  vom  Grade  m«,  da  der  Grad 
offenbar  durch  das  oben  angegebene  Gewicht  bestimmt  wird.  Es  giebt 
also  mn  Wertho  von  y,  für  welche  die  Gleichung  /?r«  =  0  erfüllt  wird. 
Setzt  man  also  diese  mn  Werthe  von  y  in  die  (jleiehungen  F(.r,  =  0 
und  /(x,  y)  s=  0  ein,  so  werden  beide  (ileichungen  von  demselben  Werthe. 
von  X  befriedigt.  Der  zu  jedem  Werthe  von  y  gehörige  Werth  von  x 
lässt  sich  nach  §  II  rational  durch  y  ausdi-Ucken.  Wir  haben  also 
den  Sats: 


Digitized  by  Google 


Kleinere  Uittheilitogeii. 


05 


Zwei  OleicbnngeD  switchen  swei  UnbekAnnten  resp.  rom 
M^*'  und  Yom  n**»  Onde  werden  dnreh  mn  Wertbepnnre  Ton  « 
nnd  jr  befriedigt 

Bemerknog.  Es  giebt  Tenebiedene  endere  Metboden,  dieBenil- 
Unte  i?ai«0  dennttellen.  Am  leiehteiten  wird  sie  nacb  SyWester'f 
Metbode  alt  eine  Detenninnnte  dargestellt. 

lY.    Drei  Gleichungen  mit  einer  U n  Ii ekannten* 

Es  seien  drei  Gleichungen  F{x)s=Oy  /■(.r)t=0,  tp{x)ssiO  ntf,  Tom 
JN^'",  /i*^"  und  p'^°  Grade  gegehen  mit  den  Coeffidenten  a,  h,  c.  Wir 
neben  die  Bedingungen,  welche  stfittfinden  müsaen,  wenn  eine  der  War* 
zetn  o  der  Gleichung  F{x)t=0  auch  den  anderen  beiden  Gleicbnngen 
f^x)  =  0  und  9>(«)s=0  gentigen  soll. 

Wir  bedienen  ans  wieder  der  Abkürzungen  fj  statt  f{aj)  und  (pj  statt 
qp(aj).  Damit  nun  die  beiden  ersten  Gleichungen  ^(o:)»:  Q  nnd  ^(ar)ssO 
dnreb  denselben  Warzelwerth  a^-  befriedigt  werden,  mnss  nach  dem  Voran- 
gebenden die  Beding^ngsgleichung  B,,,  =  f^.  f^. . .  f^sz^S  stattfinden.  Da- 
mit ferner  die  erste  und  die  dritte  Gleichung  F(.r)=3  0  and  9(0;)  =  0 
dnrcb  ebendenselben  Warzelwerth  aj  befriedigt  werden,  ist  es  nicht 
ansreiebend,  die  neue  Bediognngsgleichnng  <Pi . «Pg  • . .  (Pm  =  0  aufzustellen. 
Denn  diese  besagt  blos,  dass  irgend  eine  der  Warzeln  a  auch  der  Gleich- 
ung 9»(4e)=:0  genügt,  nicht  aber,  dass  dies  gerade  diejenige  Wnrael 
ist,  welebe  anch  die  zweite  Gleichung  0  befriedigt. 

Um  also  eine  passende  zweite  Bedingnngsgieicbnng  zu  finden,  müssen 
wir  eine  Function  S  sacben,  welche  in  Bezug  auf  die  b  und  c  rational 
und  in  Bezug  auf  die  asymmetrisch  ist,  die  femer  von  der  Art  ist,  daaSi 
wenn  f{aj\  =  ^  ist,  aus  5=0  folgen  mnss,  dass  auch  (;p(ay)aO  ist. 

Ais  einfachste  Function  dieser  Art  ergiebt  sich  folgende: 

Wir  wollen  nun  die  beiden  Oleiebnngen  Rm^O  und  8^0  genauer 
untenuebett. 

Eretena  aeben  wir,  data,  wenn  lu  gleicher  Zeit  fj^O  und  gy^O 
ist,  d.  h*  wenn  die  gegebenen  drei  Gleicbungen  eine  gemeinsame  Wurzel 
baben,  die  beiden  Bedingungsgleiebungen  A«ssO  und  5a 0  befriedigt 
werden  mdaaen.  Anden  atellt  aieb  aber  das  Verlillltnias,  wenn  wir  die 
ümkebrang  dietea  Satzea  betraebten.  Ist  nftmlieb  Bm^O  und  zugleicb 
ScaO«  ao  beeagt  die  Bedingnngagleiebung  Hm^O,  daas  eine  der  Wur- 
zeln «t  aueb  die  Oleiebung  f(«)aO  befriedigt.  lat  uj  diese  Wurzelt  ao 
gebt  die  Oleiebung  ^ssO  in  folgende:  9»y./|*/t— 6— i ^«""^ 
Iber,  d.li.  wenn  /}«bO,  ao  ist  entweder  9»f»0,  oder  eine  der  Func- 
tionen tit  fti  •-*!  fj^u  fs^tf  A-fti  •••I  tm  ▼eraehwindet  Wir  baben 
daher  folgende*  Beaultat: 
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Grenügt  eine  der  Wurzeln  a  der  pTleichung  F{jc)  =  0  aaeh 
den  bwden  anderen  GleicboDgen  /'(j:)eexO  und  9)(x)  =  0,  so 
mUssen  die  beiden  Bedingnngsgleicbungen  fg»ff» 
und  S  =  £ip^,f^,f^  "'  fm~0  erfüllt  sein. 

Sind  umgekehrt  die  beiden  BedingongsgleicboDgen  R^^O 
und  Ss=0  erfüllt,  so  haben  entweder  die  drei  QleiehaikgaB 
F{x)  =  Ot  f{x)s=0  und  <p(a:)  =  0  eine  gemeinsame  Wuntel, 
oder  zwei  Worseln  der  Qleidmng  F{s) = 0  genOgen  der  Gleich- 
nng        =  0. 

Wie  oben,  ist  es  auch  hier  leicht  zn  sehen «  dess  Rm  vom  Gewichte 
Mfi,  und  S  Ttm  Gewichte  (m  — i>t.  ^ 


y.   Drei  Oleiehnngen  mit  drei  Unbekaniiten. 

In  den  Gleichungon  der  vorigen  Nummer  mögen  die  a,  ft,  c  ganze 
Functionen  zweier  Variabein  y  und  z  sein,  deren  Grad  durch  den  Index 
angegeben  wird.  Dann  sind  F(ar,  y,  j)  =  0,  /"(ar,  y,  r)  =  0  und  gp(a:, y,  z) 
=  0  drei  allgemeine  Gleichungon  mit  drei  IJnbekannton  rosp.  vom  m'**, 
n'"  und  Grade.  Alle  Werthe  von  y  und  z,  welche  doa  Gleichungen 
Rm  —  O  und  S=0  goriiigen,  liefern  nach  §  IV  entweder  einen  Werth 
von  X,  welcher  die  drei  gegei)onon  (JhMcliungcn  zugleich  befriedigt,  oder 
zwei  Werthe  von  X,  wflclio  zugleich  die  ersten  beiden  Gleichungen  be- 
friedigen. Da  Rm  nach  §  IV  in  Bezug  auf  y  und  z  vom  Grade  mn, 
und  S  vom  Grade  [m  —  1)« -^p  ist,  so  giebt  es  nach  §  III  mn  \  im  —  1)  >i-\-p\ 
Werthepaare  von  y  und  z,  welche  die  beiden  Gleichungen  =  0  und 
S=0  befriedigen.  Von  diesen  Werthepaaren  müssen  jedoch  diejenigen 
auHgeschlosaen  werden,  für  welche  zwei  Wurzeln  x  der  ersten  Gleichung 
auch  der  zweiten  genügen.  Diese  Werthepaare  werden  aber  nach  §  I 
durch  die  beiden  Gleichungen  /?„,  =  0  und  Rm~i  =  0  bestimmt,  von 
denen  die  erste  vom  Grade  mn  und  die  zweite  vom  Grade  (m  — l)n 
ist.  Es  giebt  also  mn(m  —  l)n  Werthepaare  von  y  und  z,  welche  zwar 
den  Gleichungen  RmSsQ  und  5^:0  genügen,  zu  denen  jedoch  nicht 
ein  o;  gehört,  welches  allen  drei  gegebenen  Gleichuogen  genügt.  Von 
den  obigen  mn\{m  —  i)n-\-p\  W«vth0paar«B  der  ff  nnd  z  müssen  also 
dioM  mn{m^i)n  Werthepaare  all  vDbrsaebber  weggelaiaeii  werden.  Ba 
Terblelben  also  miip  Werthepaare  der  y  nnd  t  roa  der  Art,  dass  aa 
jedem  Werthepaare  ein  9  gehört ,  welches  allen  drei  gegeb«ieo  Oleieh- 
nngen geattgt.   Wir  haben  alfo  folgendes  Bemltat: 

Bind  drei  Gleiohnngen  mit  drei  Unbeksnnten  i^(ei|y,t)8sO| 
rt*»  yi  0  —  y,t)^0  resp.  Tom  m*^,       nnd  Grade 

gegeben,  ao  giebt  ee  im  Allgemeinen  mnp  msammengehttrige 
Werthepaare  von  *^  $  nnd  s,  welehe  alle  drei  Gleiehnngan  be- 
friedigen. 
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Um  diese  «ml»  Werthepaare  zu  baetunmen,  bildet  man  innlehit  die 

beiden  Gleichungen  mit  zwei  UnbekaailteD:  B„  —  f^.f^..  /'m  =  0  nnd 
S  =  £<Pi.fi.fi  ■ ' .  fm^O  nnd  findet  ans  diesen  nach  §  III  eine  resultirende 
Oleiehiuig  7=0  iu  y  Tom  Grade  mn  |(m  — l)n+pi-  Feraer  findet  nun 
MM  den  beiden  Gleichungen  P„=^f^.f^...f^ssO  nnd  =  •^A Ys 

/a.i»0  dne  nniltixeBde  Qleichang  17b 0  in  y  Ton  Grade  ne(iii'l)M« 
T 

Die  Oleiehnng  -^»0  Tom  mnp^  Grade  liefert  die  mnp  Werthe  ^n  y. 

Da  sich  sowohl  T,  als  auch  U  in  Determinantenform  daratellBn  lassen, 
so  folgt  daraus,  dass  sich  die  Resultante  dreier  Gleichungen  mit  drei 
Unbekannten  immer  als  der  Quotient  zweier  Determinanten  darstellen 
lägst;  ein  Sats,  der  in  »»Selnion'B  Vorlesungen**  angeführt,  aber  nicht 
bewiesen  ist. 

Liten.  Jouob  Tospliti. 


IL  Veb«r  bettimmte  Integrale. 
In  Cxelle's  Jonmal  Bd.  63,  8.364,  wo  tob  dem  Integral 

2xJ  J  J  J  (Ar  +  iA)" 

.     — •  —CD 

die  Rede  ist,  findet  sich  die  Bemerkung:  „In  quo  inlegrali,  quum  sensum 
determmalum  relincal,  eliamsi  elemenlo  valorem  ejus  absolulum  subsliluas,  ordo 
vUegralioniim  interverti  polest,  etc." 

Hieraus  würde  wohl  folgen,  dass,  wenn  zwei  aufeinanderfolgende 
Integrationen  in  rorgeschriebener  Reihenfolge  ausführbar  sind,  sich  die 
Beihenfolge  vertauschen  lassen  müsse,  wenn  die  Function  unter  dem 
Integralzeichen  immer  positiv  ist.  Dass  dies  nicht  der  Fall  ist,  zeigt 
folgendes  Beispiel.    Es  ist 

1  1 

Jdxjdyfi,x,y)  =  l, 
0  0 

Venn 

f{p^  y)  B>  1  für  rationale  «, 
y)  SS  2 ff  für  irrationale  « 
iit.  Hingegen  bat  das  Integral 

1  1 


0  0 
dnrehaos  keinen  Sinn. 


f iyjdx/{x,y) 
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In  ftUen  bekannten  Beupielen  für  die  Aa«fäbrb«rkeit  der  Integration 

«o 

^ ^{x)  dx,  wenn  9^(00)^500  ist,  wechselt  die  Function  g>{jc)  unendlich 

oft  ihr  Zeichen     Das»  dies  keine  nothwendige  Bedingung  sei,  hat  Herr 
Du  B o i s - K e y  in o D d  bemerkt.  Ein  correctes  Beispiel  eine«  solchen  Falles 
ist  das  folgende. 
Es  sei 


^{x)  Bti  für  alle  «  'der  Null  gleich;  mir  in  dem  Intervalle,  swischen 

a:  =  «  und  '^=='*  +  ~ii^  werde  graphisch  definirt  durch  ein  Dreieck, 

welehes  dieses  Intervall  snr  Basis  hat,  nnd  2»^  rar  Httbe.  Die  Fnne- 
tioo  9  wird  dann  wie.  xf*  mit  x  nnendlicb.   Es  ist  aber 

OD  III  1  • 

0 

Nebenbei  ist  die  Beihe  Tielleicht  das  einfaebste  Beispiel  einer 
nnglmebmissigen  Convergens.  Denn  obgleich  fttr  jeden  Werth  tob  x 
immer  nnr  mn  Term  bei  der  Snmmation  in  Betracht  kommt,  so  entfernt 
sieb  doeb  derselbe  mit  wachsendem  x  ins  Unendliche.* 

Freibnrg  i,  Br.  *  J.  Thomas. 


*  Herr  Du  Bois-Keymond  theilte  mir  kürzlich  mit,  dass  er  ein  ähnlichee 
Beispiel  in  seinen  Vorlesungen  gebe. 
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IV. 

Ueber  Äquivalente  Abbildung. 

Von 

Stud.  Fbz.  Schellhammek. 

(Mitgetheilt  von  Prof.  J.  Thomas.) 


Himo  Taf.  m,  Fif.  1—8. 


Die  conforae  AbMldiiDg  eines  ein&ch  Boatmmenhftiii^ndeii  Ebenen- 
stfiokes  auf  ein  anderes  mit  gegebener  Contonr  fUhit  anf  interessante  Fto- 
bleme,  welche  in  den  leisten  Jabraehnten  yielfache  Bearbeitung  gelinden 
bnben.  Die  Kartograpbie  Icennt  noch  eine  andere  branehbare  nnd  inter- 
eesante  Abbildnngsart,  die  ftqaivalente,  welche  die  FUobengleiebbeit  (oder 
FroportioDalitit)  des  abgebildeten -Stttckee  mit  dem  Bilde  in  allen  Thailen 
zum  Princip  macht.  Diese  seheint  wtit  weniger  Beaehtnng  gefunden  su 
haben.  Ich  beanftragte  deshalb  ein  Mitglied  meines  Seminars  f  Herrn 
Frz.  Schellhammer  ans  Mflhlhansen  i.  B.,  sich  mit  der  Aufgabe  an 
beaebtftigen ,  ein  gegebenes  Ebenenstttck  anf  ein  anderes  mit  vorgegebener 
Contonr  äqniyalent  abzubilden,  und  swar  sollten  yomehmlich  geradlinig 
begrenzte  Fignren  auf  den  Kreis  besogen  werden.  Dabei  seigte  sich  nnn 
freilich '  sogleich ,  dass  die  Aufgabe  nicht  dadurch  zn  einer  bestimmten 
gemacht  werden  könne,  dass  man  bestimmte  einzelne  Linien  und  Con* 
tonren  anf  gegebene  andere  abbildet,  und  dass  die  Auffindung  von  Lö. 
snngen,  welche  solche  Forderungeii  erfüllen,  bei  Weitem  leicliter  sei,  als 
bei  den  entqpreohenden  Problemen  der  conformen  Abbildung.  Namentlich 
gelingt  es  ausserordentlich  leicht,  ein  beliebiges  Polygon  anf  den  Kreis 
abzubilden ,  wenn  man  für  die  gegenseitige  Beziehung  Functionen  sulllsst, 
die  nicht  durch  einen  analytischen  Ausdruck,  sondern  durch  mehrere, 
etwa  durch  die  Fourier^scbe  Beibe  oder  das  Fourier* sehe  Integral 
erst  zu  einer  Form  zusammenzufassende  Ausdrücke  dargestellt  werden. 
Will  man  aber  durch  einen  analytischen  Ausdruck  dargestellte  Functio- 
nen finden,  welche  die  Abbildung  leisten,  so  wird  die  Abbildung  in  etwas 
eisehwert.  Da  dies  in  einer  grösseren  Reihe  von  Fällen  Herrn  Sehell- 
SHtacSilA  t MafhMallk  «. Ihgratk,  ZZIII,^  6 
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banmer  gdnngen  ist,  und  da  die  dabei  auftretenden  VerhältniMe  gans 
Anderer  Natnr  als  bei  der  con formen  Abbildang  und,  so  kann  wobl  eine 
,  kurze  Mittheilung  dieser  Unterrachungen  manchen  Leser  dieser  Zeitscbrift 
intaresairen  nnd  kann  an  weiterer  Untersuchung  dieses  Beaiebnngsprin* 
dps  Veianlassnng  geben,  weshalb  seine  Resultate  bier  folgen  mSgen. 

TaoMAn. 


§  1.  Sind  xy  leehtwinklige  Goofdinaten  in  einer  Ebene  nnd  %^  die 
entsprechenden  in  einer  andern^  wobei  {if  Functionen  Ton  x  nnd  y  be- 
deuten, so  ist  der  Fliebeninbalt  des  dem  Elemente  dxdy  in  der 
Ebene  entsprechenden  Elementes,  abgesehen  Tom  Voneieben, 


\dxdv    Bxdy)  '  ^* 


und  daher  ist  die  Bedingung  der  FlHchengleichheit  der  beiden  Elemente'* 
'  dx  dy     dx  dy 

Um  ulle  möglichon  Losungen  dieser  Differentialgleichung  zu  erhalten, 
können  wir  fllr  <'inc  der  unbekannten  Veränderlichen  (|»;)  eine  beliebige 
Function  von  x  und  y  setzen.  Substitniren  wir  i^f{Xty)t  so  erhalten 
wir  leicht  die  Intcgralglcichungeti 


J  J  dy 


wobei  und  <P(|)  willkürliche  Functionen  von  |  und  q>  sind,  SO  dasa 
also  die  allgemeinste  Lösung  obiger  Differentialgleichung  ist 

J  J 

In  den  Ausdrticken  -^^^^  die  unter  dem  Integral- 

aeioben  stehen,  nniss  nach  der  Differentiation  «,  beaw.  y  in  Function  tou 

l  und  resp.  von  i  und  x  ausgedrückt  werden.  (^Dies  ist  in  dem  Lehr- 
buch der  Karten projection  von  Dr.  H.  Gretschel  [Weimar  1872,  S.  175] 
nicht  bemerkt;  in  den  dort  angefahrten  Beispielen  freilich  tritt  dieser 

*  Die  rechte  Seite  dieser  Gleichung  ist  eigentlich  — +  i.  Wir  können  txns 
aber  auf  das  positive  Vorzeichen  beschriluken ,  da  im  Falle  des  uegativeu  durch 
eine  Vertauschung  der  Coordinaten  {  und  i}  die  rechte  Seite  stets  positiv  gemacht 
werden  imnn* 
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Umstand  dadarcb  ausser  Wirkung,  tlass  die  Function  [{j'^y)  die  Ver- 
inderliche  c  nur  linear  entbMt,  also  ^^^^     von  9  unabhängig  ist.^ 

§  2.  Zunäclist  wird  man  fragen,  wie  die  Funetionen  F{^)  und 
fl>{^)  für  eine  Bedeutung  haben?  Dies  erkennt  mau  am  Leichtesten 
dadurch,  dass  man  |e3  9  setzt,  also  eine  Abbildung  betraehtet,  bei  der 
die  Abseissenlängen  ungeändert  bleiben;  dann  ist 

Die  4^(1)  enthaltende  Form  ist  in  diesem  Falle  unbrauchbar;  sie  würde 
ansuwenden  sein,  wenn  |  nur  eine  Function  von  y  wäre.  Uebrigens 
kann  man  sie  tou  der  Untersuchung  ausschliessen  i  da  sie  durch  Ver> 
tauschung  von  »  und  vom  Vorieichen  abgesehen,  in  die  erste  Form 
ttbeigeht. 

Ans  dar  Oleichnng 

geht  herror,  dass  jede  Ordinate  um  eine  Strecke  vergrOssert  worden,  die 
eine  Function  der  sugehörigen  Abscisse  und  daher  mit  dieser  veränder- 
lieh  ist  Bin  unendlich  schmaler,  sur  y-Axe  paralleler  Streifen  wird  also 
ohne  Veränderung  der  relativen  Lage  seiner  inneren  Punkte  in  der 
Biehtung  der  y-Axe  Terschoben.  IMe  geometrische  Anschauung  lehrt, 
dass  durch  ein  solche  Verschiebung  der  Flächeninhalt  nicht  geändert  wird, 
selbst  wenn  eine  unstetige  Function  von  |  ist,  nur  wird  in  die- 
sem Falle  eine  Trennung  stetig  benachbarter  Punkte  bewirkt  Man 
kSnnte  aber  wohl  von  der  Bsistena  eines  Differentialquotienten  der 
Function  absehen,  obgleich  dann  die  Differentialgleichung  nicht  be- 
friedigt  wird. 

Diese  «Abbildung  soll  eine  Abbildung  durch  Verschiebung 
paralleler  Streifen  und  die  Verschiebungsfunction  genannt 
weiden.  Eine  solche  Verschiebung  kann  offenbar  in  jeder  Biehtung 
etsttfiaden. 

§  3.  Vermittelst  einer  Abbildung  durch  VerscMebung  paralleler 
Streifen  kann  jede  geradlinig  begrenate  Figur  auf  ein  Dreieck  abgebildet 
Verden.  Bs  genttgt,  diese  Abbildung  fttr  das  '^ereck  durchsufQbren, 
da  in  gans  analoger  W^e  ein  fi-Eck  rieh  auf  ein  (»  — l)-£ck  abbil- 
den läset 

Wir  wählen  einen  der  Eckpunkte  des  Vierecks  JBCD,  etwa 
wl,  Bum  Anfangspunkt  eines  rechtwinkligen  Goordinatensystems,  die 
Diagonale  AC  aur  ^-Axej  es  sd  ferner  der  Durehsehnittspunkt  von 
der  verlängerten  fkite  DC  mit  der  durdi  den  Punkt  B  maAC  gesogenen 
Paialteleu,  und  seien  die  trigonometrischen  Tangenten  der  Win- 
kel, welche  A0'  resp.  JB  mit  der  positiven  Richtung  der  «-Axe  bilden, 

6» 
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und  es  bedeute  «  eine  positive  Zahl,  die  grösser  als  die  x^Coordioate 
des  Punktes  B  ist.    Dann  bildet  die  Substitution 

+  fkcosail-x)dX 
—0»  0 

.  w,  —         /^wia(n— 0?) +  fipi«a?  . 
-sy^-L—J^xi   ^  da 


das  Yiereek  JBCD  auf  des  Dreieck  SqnivaleDt  ab;  denn  das 

Dreieck  ABC  wird  dnreb  dieselbe  anf  das  Dreieck  AtfC  ▼erschoben, 
wSbrend  das  Dreieck  ACB  angetndert  bleibt.   (Fig.  1.) 

§  4.  Bei  dieser  Abbildung  wurde  oine  eiucu  diBContinuirlichen  Fac- 
tor enthaltende  Function  angewendet,  zu  deren  Bildung  ein  Fourier- 
sches  Integral  benutzt  werden  musste,  da  sich  dieselbe  nicht  durch  einen 
analytischen  Ausdruck  darstellen  lässt. 

Dagegen  gelingt  es,  nuf  die  besprochene  Weise  durch  eine  ana- 
lytische Function  einen  üalbkreis  auf  eine  Ellipse  ai^uivalent  nbzu* 
bilden. 

Betzen  wir  nämlich  unter  Annahme  rechtwinkliger  durch  das  Centrum 
eines  Kreises  gehender  Axen 

alao 


wobei  a  der  Radius  des  Kreises  ist,  so  bildet  sich  dadurch  der  über  der 
cr-Axe  liegende  Ilalbkreis  Äquivalent  auf  eine  Ellipse  ab,  deren  iialb- 
axen  a  und  i^a  sind. 

In  einem  späteren  Paragraphen  werden  wir  die  Ellipse  auf  eiuen 
Kreis  abbilden ,  womit  also  gleichzeitig  die  Aufgabe  gelöst  wird ,  einen 
Halbkreis  auf  den  ganzen  Kreis  äquivalent  abzubilden.  Denn  wenn 
eine  von  zwei  äquivalenten  Abbildungen  einer  dritten  äqni- 
▼alent  ist,  so  sind  sie  nnter  sieh  äquivalent. 

§  6.  Das  nnter  §  4  angefahrte  Beispiel  kann  als  spedeller  Fall 
einer  allgemeineren  Abbildangsweise  betrachtet  werden. 

Es  lässt  sich  nämlich  vermittelst  der  Abbildung  durch  Verschiebiing 
paralleler  Streifen  jede  Figur  mit  beliebiger  Begrensung  auf  eine  sym- 
metrisch an  einer  Geraden  liegende  abbilden,  wenn  eine  Richtung  existirt, 
so  dass  alle  zn  derselben  geaogenen  Parallelen  die  Contonr  nur  in  awei 
Punkten  schneiden. 

Um  dies  zu  zeigen,  wählen  wir  die  y-Axe  parallel  zu  dieser  Rich- 
tung und  bezeichnen  die  anr  Abscisse  x  gehörigen  Ordinaten  der  Be- 
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grenznngseiurve  durob  ^i  =  /'i(^)t  bes.  ys  =  /*s(^).  Nnn  setsen  wir  F(i) 
—  iC/i (I)  +  /i  1^)].   Dann  ist  «Ifo 

g^  =  a-,    i?=y-i[A(a)  +  /-,(x)], 

woraus  hervorgeht,  daäs  das  enlBprechende  Bild  eine  symmetrisch  zur 
dC-Axe  liegende  Figur  ist,  deren  Begrenzungscurve  die  Gleichung  hat 

In  dem  obigen  Beispiel  ist  f^(x)^0^  J^*»*— «*»  die  Begren- 

snngslinie  der  Bildfignr  bat  daher  die  Gleichung  |i-)-4if'Ba*  igt  also 
eine  BOipse. 

§6.  Vj8  ist  nützlich,  einige  Fälle  äquivalenter  Abbildung,  bei  der 
möglichst  einfache  Functionen  in  Anwendung  kommen,  näher  zu  be- 
trachten. 

£s  sei 

Diese  den  Bedingungen  der  Aequiralenz  genügenden  Gleichungen  sagen 
aus,  dass  eine  Figur  in  der  Richtung  der  x-Axe  in  demselben  Verhält- 
nisse sich  ausdehnt  oder  zusammenzieht,  in  welchem  »ie  sich  in  der  Rich- 
tung der  y-Axe  zusammenzieht  oder  ausdehnt.  Diese  Abbildnngsweise 
soll  daher  eine  durch  gleichen  Zug  und  darauf  senkrechten 
Druck  bewirkte  Abbildung  genannt  werden. 

Es  entspricht  hier  jeder  Geraden  wieder  eine  Gerade,  einem  Kegel- 
schnitte wieder  ein  gleichartiger  Kegelschnitt,  einem  Kreise  also  eine 
Ellipse. 

Um  eine  Ellipse,  deren  grosse  und  kleine  Axe  in  dem  Verhältnisse 

m:ti  stehen,  auf  einen  Kreis  abzubilden,  müssen  wir  p=yn:m  setzeUi 
SO  dass  wir  also  für  diesen  Fall  die  Relationen  haben 

Hieraus  nnd  ans  §  4  ergeben  sieh  die  Gleiebangen  der  Aequivaleni 
swiachen  einem  Halblere»  mit  dem  Badins  a  nnd  einem  ganien  Kreise: 

wobei  xy  die  laufenden  Coordinatcn  der  Halbkreisflttche ,  die  ent- 
sprechenden der  Kreisfläche  bedeuten. 

§  7.   Setaen  wir  weiter 

I  ~     +  « •«  +  f'!/,     '/  =  '»?o  +  '»i  ^'  +  ^if» 
ho  finden  wir  durch  Substitution   dieser  Ausdrücke  in  die  Difi'erontial- 
gleichung  leicht,  dass  diese  (Jloichungen  eine  äquivalente  Abbildung  be- 
deuten, wenn  die  Coef^cieuteu  a,  6,  a^,       der  Bedingung  genügen 
ab^  —  6a|=s=  1. 
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Da  die  Abbfldung  1—^  =  1'»  ^  —  '"f^V  offenbar  nnr  eine  Ver* 
•ehiebnng  des  Bildes  ebne  innere  Verftndernng  bewirkt,  so  kann  man  die 
Oleiebnngen 

als  die  allgemeinste,  eine  Iqnivalente  Abbildung  Termittelnde  lineare  Sub- 
stitution betrachten,  vorausgesetzt,  dass  ab^^ba^^l  ist. 

Die  Bedeutung  dieser  Abbildung  IXsst  sich  in  folgender  Weise 
erkennen. 

Wir  besiehen  die  Funkte  der  ary>Bbene  auf  andere  Axen,  die  su 
den  ursprünglichen  unter  einem  Winkel  a  geneigt  sind,  dureb  die  Be- 
lationen  .  ,  .  »  .     ,  / 

Es  ist  dann 

1  =  0;'  (a  cos  u  -\-  b  stn  u )  -\-  tj  {b  cus  a  —  <i  sin  a) , 
»/  =  x  (f/j  cos  u-^  by  sin  u)  •\-  y  (6j  cos<x  —     svi  a). 

Den  Winkel  a  beetimmeu  wir  durch  die  GleicLung  bcosa  —  nsina  —  O^ 
woraus  sich  ergiebt  tga  =  b:a.  Mit  BeriicksichtigUDg  der  Beziebung  aö^ 
—  ba^  =  1  ist  also 

Nun  bilden  wir  die  Figur  in  der  a'f/'- Ebene  durch  gleichen  Zug  und 
Druck  auf  eine  andere  ab,  indem  wir  setaen 

Dadurch  nehmeu  die  Ausdrücke  fQr  ^  und  ij  die  Form  au 

Daraus  ersehen  wir,  dass  die  durch  die  lineare  Substitution 

^ssax-^by,  f^^a^x•^bly 

bewirkte  ftquiTalente  Abbildung  sich  aus  swei  bereits  erwähnten  Abbil- 
dungsarten  susammensetat,  nimlich  aus  einer  durch  gleichen  Zug  und 
darauf  senkrechten  Druck  hervorgebrachten,  in  den  durch  die  Cneieb- 
ungen  igass^bia  bestimmten  Richtungen  und  aus  einer  Abbildung  durch 
Verschiebung  paralleler  Streifen  in  der  durch  die  Oleichung  Igasa^bia 
bestimmten  Richtung. 

§  8.  Als  Beispiel  hierzu  wollen  wir  die  Aufgabe  behandeln,  ein 
Dreieck  auf  ein  anderes  äc^uivalent  abzubilden,  dessen  Winkel  gegeben 
sind.    (Fig.  2.) 

Ks  sei  ABC  das  ge^,'ehene  Dreieck,  A  der  Anfangfipunkt  eines  recht- 
wintligen  CoordiuHteu.syateuis,  dessen  a-Axe  auf  fiC  senkrecht  stehe; 
Ali  bilde  mit  der  positiven  Richtung  «lor  r-Axo  den  Winkel  u  und  .4C 
den  Winkel  v.    Die  vorgegebenen  Winkel  des  BilUdreiecks  seien  0|  /. 


Digilized  by  Google 


Von  Fbs.  Sobbllbammir,  75 

Wir  biUen  roent  daa  gegebme  Dreieck  ABC  auf  ein  anderea  Ai^C 
ab»  und  «war  ao,  daaa  BC  iiad  der  Biclitniig  naeb  nuammenfallen 
und  daa  Bild  Ton  AB^  oimlieh  AB^^  mit  der  poiitiTeii  Bichtaug  von  BC 
den  Winkel  §  einacblieast  Dies  erreieben  wir  Temittelat  einer  Abbil- 
doog  dnreb  Veraebiebnng  paralleler  Streifen  durch  die  Snbatitation 

^'=x,    ij=»y  —  {igti-\-cotgß)x. 

Nun  bilden  wir  da«  tso  erhaltene  Dreieck  ABC'  in  der  Weise  auf  ein 
drittes  ab,  daas  der  Winki'l  ß  ungeändert  bleibt,  während  die  Bilder  von 
Ali  und  AC'  einen  vurgegebcueu  Winkel  u  einscbliessen.  Eine  solche 
Abbildung  wird  vermittelt  durch  die  BelationeQ 

wenn  die  Grössen  a  und  Oj  den  Bedingungen  unterworfen  werden 
Daraus  ergeben  sich  für  a  und  a,  die  Werthe 


Snbatitniien  wir  diese  AnadrOcke  in  die  Gleichungen 

i^ax,  i}»^«!  jjj — y^+^y» 

so  erhalten  wir  die  Belationen,  welche  die  gestellten  Bedingungen  er> 
fällen. 

f».    E.Mijt.t        j_  Con,,. 


Dieser  Ausdruck  nimmt  eine  einfachere  Form  an,  wenn  wir  in  der  .vy- 
Ehene  die  Gerade  ax'\-by-^c  =  0  zur  d:-Axe  machen,  also  eine  Drehung 

um  den  Winkel  arekmg  ^  vornehmen  und  dann  die  neue  v*Axe  um  die 


Ötreike  c  :|/a'  +  /'*  verschieben.  Da  durch  dieee.  Drehung  und  Verschie- 
bung in  der  Bildebeoo  keine  innere  Veränderung  bewirkt  wird,  so  bedeutet 
die  obige  Substitution  ihrem  Wesen  nach  dasselbe,  waa  die  folgende  be- 
deutet :  n 

Beschränken  wir  uns  also  auf  diese  letztere  Form,  so  erhalten  wir  für  ig, 
Toa  der  willkürlichen  Verscbiebongsfunctioa  abgeaeben^ 

1|  as  S. 

P 

Bei  dieser  Bufaitittition  bildet  sich  die  .r- Axe  auf  die  ^- Axe  ab,  wührend 
4#r  if'A^  der  nniMMUt9b  ferne  Punkt  der  ^- Aza  efitspiiditi  eine  an  dem 
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Abatsode  e  snr  y- Axe  gesogene  Pamnele  bHdet  sieb  wieder  mf  eine  snr 
17- Axe  paitllele  Oende  ^^pte  ab,  eine  Pnrallele  rar  x-Axb  yssft  da<- 
gegen  auf  die  Carve  if^B  — Dem  von  den  Axen  und  den  Gemden 
088  0^,  y  =  h^  gebildeten  Beebteck  entspricbt  «lao  in  der  Bildebene  eio 
ina  Unendlicbe  tieb  entreekendea  Fliebenatlick,  daa  begrenst  iat  von  der 
^•Axe,  der  Oeraden  |>=p:ai  nnd  der  der  |-Axe  asymptotiaeb  aicb 
nibemden  Cmnre  iil^^—pb^.   Der  Inbalt  dieaea  Fllebenaiflekea  iat  alao 

^—J^{ph^:i*)di—u^b^,  alao  in  der  Tbat  gleicb  dem  Inbalt  dea  Beebteeka. 

§  10.    Wir  wiblen  nnn  für  |  die  Substitation 

^  fro  + a:  +  *ty* 

Auch  dieser  Ausdmck  läaat  sich  darch  passende  Drehnng  und  Verschitv 
bang  der  Coordinatenaxen  auf  einen  einfacheren,  dem  Weaen  nach  mit 
ihm  gleichbedeutenden  reduciren. 

Machen  wir  saniehat  die  Gerade  ^0+^1' +^•1'^^  y-Axe,  ao 
nimmt  {  die  Form  an 

*  y  y 

daher 

'  y 

Verschieben  wir  nun  noch  die  y'-Axe  am  die  Strecke  u^:a\y  indem  wir 
aetzen 


ao  erhalten  wir 

Die  Sabatitntion 


"  1 


1-  * 


kann  also  als  die  allgemeinste  derartige  Substitution  betrachtet  werden. 
Die  Integralgleichung  ergiebt  dann  ftir  9  den  Werth 

wenn  wir  die  willkürliche  Verschiebungsfuuction  ausser  Acht  lasseu. 

Da  hier  jeder  zur  x- Axe  parallelen  Geraden  wieder  eine,  zur  ^-Axe 
parallele  Gerade  entspricht,  jeder  durch  deu  Anfangspunkt  gehenden  ge- 
raden Linie  aber  eine  Parallele  zur  »/-Axe,  so  können  wir  vermittelst 
dieser  8uhhtituti<»n  ein  Dreieck  auf  ein  Parallelogramm  abbilden.  Uabei 
eutapricht  aber  ein  Eckpunkt  dea  Dreiecks,  n&mlicb  der  Coordinaten- 
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anTangspunkt,  einer  Seite  dea  Kechtecks,  wodurch  die  Bildügur  sehr  ver- 
zerrt wird. 

§  11.  Um  bud  die  principielle  Frtge  bb  erledigen,  inwieweit  die 
iquirelente  Abbildnng  dadBrch  bestimmt  werden  könne,  da»  wir  ge- 
gebene Contonren  einender  entsprecben  lessen,  nntersnehen  wir  snerst, 
in  welcher  Weite  ein  Kreis  enf  sich  selbst  KqniTBlent  abgebildet  werden 
kenn,  ohne  dass  der  Band  ▼ersckoben  wird. 

Zn  diesem  Zwecke  ftthren  wir  statt  der  rechtwinkligen  Coordinaten 
Polarooordinaten  ein.  Beaeichnen  wir  mit  99  die  Polarcoordinaten  in 
der  einen  Ebene,  mit  die  entsprechenden  in  der  andern,  so  lantet 
die  Differentialgleichnng  der  AeqBiTalena: 


Dabei  müsseo  die  Grössen  (f  und  die  unter  dem  Integralxeichen 
•tehen,  in  Fnnction  von  r  nnd  9  ausgedrflckt  werden. 


so  sehen  wir,  dass  jeder  Punkt ,  der  auf  einem  bestimmten,  im  Aufangs- 
puukte  centrischen  Kreise  liegt,  auf  diesem  Kreise  um  eine  Strecke 
verschoben  wird,  die  eine  Fnnction  des  Radius  dieses  Kreises  ist.  Ein 
unendlich  schmaler  Kreisring,  dessen  Gentium  der  Anfangspunkt  ist, 
erscheint  also  in  dem  Bilde  in  Bezug  anf  die  relative  Lage  seiner  inne- 
ren Punkte  völlig  unverändert,  aber  um  einen  bestimmten  Winkel  ge- 
dreht.  Die  Function  ^(r)  bedeutet  also  hier  eine  Drehung  concentrischer 
Kreisringe.  Deshalb  kann  diese  Besiehnng  eine  Abbildung  durch 
Drehung  eoaeentrischer  Streifen  genannt  werden. 

Da  es  nun  unendlich  viele  Functionen  W(r)  giebt,  die  für  einen 
bestimmten  Werth  von  r  einander  gleich,  z.  6.  =0  sind,  so  leuchtet  un- 
mittelbar ein,  dass  sich  ein  Kreis  auf  unendlich  viele  Arten  auf  sich  selbst 
äquivalent  abbilden  lässt,  ohne  dass  der  Rand  seine  Lage  ändert.  Selbst 
wenn  wir  festsetzen,  es  sollen  mehrere  Radien  sich  selbst  entsprechen, 
ist  die  Aufgabe  noch  unendlich  vieldeutig,  da  jeder  beliebige  Kreis  inner- 
halb der  gegebenen  Kreisfläche,  der  keinen  jener  Bedien  schneidet,  wieder 


dq>      dg  dtp 
woraus  sich  die  Integralgleichungen  ergeben: 
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tmt  «B«ndKeh  Tiel»  Arten  auf  sieh  selbst  abgebildet  werden  kann,  ohne 
dass  sich  die  Übrigen  Theile  vnd  der  Band  verschieben. 

Daraus  folgt,  dass  die  Anf]gabe,  eine  Fignr  anf  eine  andere  in  der 
Weise  Sqniyslent  absnbilden,  dass  die  Begrensangseurren  einander  ent- 
sprechen, mne  unendliche  Anmhl  von  Lttsungen  aullsst. 

§  13.    Eine  der  einfadiHten  Substitutionen  für  Polarcoordinaten  iat 

Oehen  wir  zn  rechtwinkligen  Coordinaten  znrttck,  so  haben  wir  an  die 
Stelle  dieser  Gleichungen  lu  setsen 

X  X 

Hierbei  bildet  sich  jede  zur  y-Axe  parallele  Gerade  auf  einen  Kreis  ab, 
dessen  Radius  gleich  dem  Abstände  der  Geraden  von  der  y-Axe  ist, 
während  jeder  durch  den  Anfangspunkt  gehenden  Geraden  wieder  eine 
durch  den  Anfangspunkt  gehende  Gerade  entspricht;  dor  .r-Axe  entspricht 
die  ^-Axp,  der  f/-Axe  dor  Nullpunkt.  Fornor  sehen  wir,  dass  jede  (Je- 
rade,  wclclie  mit  der  positiven  Richtung  der  .c-Aie  einen  Winkel  bildet, 
dessen  trigonometrische  Tangente  ein  Multiplum  von  2  7t  ist,  sich  auf  die 
positive  Richtung  der  x- Axe  abbildet.  Der  ganze  Flächenraum  zwischen 
der  y  -  Axe  und  der  in  dem  Abstände  «  zu  derselben  gezogenen  Paral- 
lelen bildet  sich  also  unendlich  oft  auf  den  Kreis  mit  dem  Radius  a  ab. 

Einem  Paralleltrapez,  das  von  den  Geraden  u  =0j,  .T  =  a^,  y  =  mj.r, 
y  =  m.jX  gebildet  wird,  entspricht  das  von  den  Kreisen  r  =  Oj ,  r  —  a,^  und 
den  Geraden  — ^'f/'^i,  t]  =  ^(<J>n^  begrenzte  Flächenstück.  Ist  a^=0^ 
so  geht  das  Paralleltrapez  in  ein  Dreieck  über  und  das  entsprechende 
Bild  ist  ein  Kreissector.  Damit  sind  wir  also  in  den  Stand  gesetzt,  ein 
Dreieck  auf  einen  Kreissector  äquivalent  abzubilden. 

f  ]4.  Es  ist  nun  leicht,  die  Aufgabe  dahin  au  erweitern,  ein  Dreieck 
auf  einen  Kreissector  absubilden,  der  an  einem  gegebenen  Centriwinkei 
!lis:n  gehört. 

Wir  setzen  das  gegebene  Dreieck  als  ein  rechtwinkliges  voraus,  was 
wir,  ohne  die  Allgemeinheit  au  beschrftnkcn,  thun  dürfen,  da  sich  nach 
§  8  jedes  Dreieck  leicht  auf  ein  rechtwinkliges  äquivalent  abbilden  lisst. 

Es  sei  der  der  Kathete  a  gegenüberliegende  Eckpunkt  der  Anfangs* 
punkt  des  Coordinatensystems,  dessen  ;c-Axe  mit  der  Kftthetft  b  der 
Biobtung  nach  zusammenfalle. 

Wir  bilden  nun  das  gegebene  Dreieck  suerst  auf  eiu  anderes  recht- 
winkliges ab,  in  welchem  die  a  und  b  entsprechende  Katheten  ^2a6iK:a 
bes.  yabni2n  sind,  Tennittelst  der  Relationen 
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Dieses  zweite  Dreieck  bildet  sich  anf  einen  Kreissector  ab  mit  dem  vor- 

geschriebcneD  Centriwiukel  und  dem  Radius  ya0n:2n  durch  die  Sub- 
stitution 

X  X 

Die  Gleichungpn  der  Aeqnivalenz  zwischen  dem  nreprCinglichen  Dieiwk 
und  dein  Kreisspptnr,  dcsaen  Centriwinkei  =  2  7t:u  ist,  sind  also 

.        ^  /  n     a        1/  2  7T  h  ^/tia,y2nb 

^^X  y  ir-.-ros-  ,     V^^y^'T^"*  • 

f    2n  b       X   n    a       '       f    2n  b      x  n  a 

§  16.  Setsen  wir  in  diesen  Gleichungen  »8  2,  ao  sind  damit  Be- 
nehvngen  gefunden,  welche  das  gegebene  Dreieck  anf  einen  Halbkreis 

mit  dem  Radius  yab:n  Äquivalent  abbilden.    Diese  sind  also 

k        t  /  ^        t/  bn               -f  /  II    .   y  bn 
%=sx  [/  —  cos  ,    ti  =     r    .    siH  . 

Da  wir  nnn  diesen  Halbkreis  nach  §  6  auf  einen  ganzen  Kreis  abbilden 
können,  so  sind  wir  nnn  auch  im  Stande,  das  Dreieck  anf  den  ginMB 
Kreis  IqniTalent  abzubilden,  und  swar  durch  die  Belationen 

'       f    nb     X   a     f    2n        2nb       x  a 

Bei  dieser  Substitution  entspricht  den  voiu  Anfangspunkte  nach  der 
gegenüberliegenden  Seite  a  gezogenen  Qeraden  y=:mx  eine  Schaar  von 
symmetrisch  zu  der  4-Axe  liegenden  EUipsenbogen 

die  fillipeen  angehören,  welche  alle  ihr  Centrum  im  Mittelpunkte  des 
Krfriscw  haben ,  durch  die  Endpunkte  de«  Darcbmessers  ^  =■  0  hindurch- 
gehen nnd  die  beiden  su  diesem  Durchmesser  parallelen  Tangenten  be- 
rühren. 

Unter  diesen  EUipsenbogen  sind  als  specielle  Fälle  enthalten:  die 
beiden  nnter  der  |-Axe  Hegenden  Kreisbogenquadranten  als  Bilder  der 
Kathete  b  uud  der  Hypotenuse  r  und  der  Durchmesser  |  =  0  als  Bild  der 
Halbimngstransversalen  der  Kathete  a.  Diese  Katbete  bildet  sich  auf 
den  über  der  §-Axe  liegenden  Halbkreis  ab. 

(In  Fig.  3  sind  zwei  solche  EUipsenbogtüi  iu  die  Kreistiächc  ein- 
gezeichnet, a' D'  und  J'E't  welche  den  Geraden  JD  und  AE  in  dem 
Dreieck  entsprechen.) 

Einem  Kreise  ^^-f  >r  —  /  '  innerhalb  der  KreisÜäche  entspricht  in  dem 
Dreieck  die  transceudente  Carvo 
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lieber  Iquivalente  Abbildung. 


in  weleber  die  Seiten  det  Dreiecke  natflrUeb  «Ib  speoielle  FSUe  enthalten 
sind.  Dem  Mittelpunkte  der  Kreites  entspiieht  die  Mitte  der  von  dem 
Edtpnnkte  A  durch  den  Schwerpunkt  gesogenen  Geraden  AM»  Die  Ge- 
rade «BS 9  bildet  flicli  ab  auf  die  algebraische  Cnrve  vierten  Grades 

die  für  q^b  in  den  Kreis  tibergeht. 

§16.  Will  man  ein  Parallelogramm  oder  ein  Rechteck,  iu  welches 
da«  Parallelogramm  durch  Verschiebung  leicht  übergeführt  wird,  auf  den 
Kreis  abbilden,  so  kann  man  dazu  die  Lambert' sehe  Projection  der 
Hall»kugeloberfl8che  auf  ein  Hechteck  benutzen.  Diese  kartographische 
Projectioiisiiu'thode  bildet  nämlich  die  Ilalbkugeloberfläche  auf  ein  Rechteck 
mit  den  Seiten  y  und  h  äquivalent  ab  durch  die  Subatitutionen 

wobei  9>  und  A  Breite  und  J^äuge  eines  Kugeloberfiächenpunkte«  bezeich* 
nen.  Der  Aequator  und  der  Anfangsmeridian  entsprecben  dabei  den 
durch  den  Mittelpunkt  des  Rechtecks  gehenden,  zu  den  Seiten  parallelen 
Coordinatenaxen. 

Nun  kVnnen  wir  diese  Halbkugeloberfliehe  aber  auch  auf  dnen  Kreis 
iquivalent  abbilden,  so  dasi  ebenfalls  der  Aequator  und  der  erste  He- 
ridian  sieh  auf  die  Aien  projiciren,  und  swar  durch  die  Gleichungen 

\  =  eof 9> l  t/^~^  —  !~  :  ,    in^tittip  l/—  .  ,      ^  r . 

r     71         cus(p  cos  K  r  .  n         cos(p  cosk 

Lassen  wir  jetzt  das  Mittelglied  fort,  so  erhalten  wir  als  Bedingungen 
der  Aequivalena  awischen  Rechteck  und  Kreis  die  Gleichungen 

l  —  itn  —  -^'"    • 


ff 


9 


9 


Bei  dieser  Abbildung  entsprechen  den  beiden  Geraden  y—i,ih  die 
Schnittpunkte  der  i}-Axe  mit  der  Kreisperipherie. 

§  17.  Zu  einer  andern  AbbiUlunj;  des  Reclitecks  auf  den  Kreis,  bei 
welcher  nur  eine  Seite  iu  cineu  Punkt  zusauimeugezogeu  wird,  gelangen 
wir  iu  folgender  Wei.><e. 
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Wlhlen  wir  die  Seiten  g  ancl  h  des  Reelitecits  ra  den  Axen ,  to  1»i1- 

(Ict  sich  dasselbe  nach  §  10  durch  die  Substitutionen  x'—j/.v^  y'  =*lyy x 

80  auf  ein  rechtwinkliges  Dreieck  mit  den  Katheten  Yy  und  y  ab, 
dass  die  y-Axc  dem  Nullpankte  entspricht ,  also  nach  §  15  auf  einen 
Kreis  durch  die  Belationen 

r    n        h  w    n    ■  n     f    n     n  h 

Dabei  bildet  sich  der  Kreis  |'  +  ^^i>'  ^b  aaf  die  transeendente  Curve 

\         %         h      nJ        n  h  \n      n  */ 

welche  für  die  Seiten  des  KecUtecks  darstellt.  Per  Oeraden  g^b 

entspricht,  so  lange  x^g Me4^{bnth)f  ein  Ellipsenbogen 

wiUirend  der  Geraden  <Bt=a  die  Curre  vierten  Grades  entspricht 


Weiter  unten  werden  wir  noch  ein  Verfahren  angehen,  nm  ein  Rechteck 
dnrch  eine  analytische  Function  auf  einen  Kreis  Xqmvalent  abinbil* 
den,  ohne  dass  dabei  eine  Seite  des  Rechtecks  einem  Punkte  auf  der 
Peripherie  des  Kreises  entspricht. 

§  18.  Wir  gehen  nnn  zu  einer  allgemeineren  Abbildungsmethode 
über«  nach  welcher  beliebige  Fignren,  die  bezüglich  ihrer  Begrenzung 
gewisse  Bedingungen  erfüllen,  auf  den  Kreis  äquivalent  abgebildet  wer^ 
den  können. 

Jede  Figur,  deren  Begrenzungscurve  von  einem  beliebigen  Strahle 
irgend  eines  Parallelstrahlenbüschels  nur  in  zwei  Punkten  getroffen  wird, 
llsst  sich  auf  ein  Rechteck  äquivalent  abbilden. 

Denn  bilden  wir  diese  Figur  nach  §  5  annächst  auf  eine  zur  x- Axe 
symmetrisch  liegende  ab,  deren  Begienaungpcurve  die  Gleichung  habe 
|fs  + /(jc),  und  setsen  nun 


6 


wobei  n  eine  beliebige  Constantc  bedentot,  so  entspricht  dem  über  der 
x-Axp  liegenden  Tlieile  der  Begrenznngslinie  die  Gerade  f]=^l:a, 
dem  uiitorcn  Theile  die  Gerade  >;  =  —  1:«,  während  da«  Bild  einer  zur 
y-Axe  parallelen  Geraden  eine  zur  r/  Axe  parallele  Gerade  ist.  Auf 
diese  Weise  bildet  sich  die  ganze  Figur  auf  ein  Hecbteck  ab;  dabei  ent* 
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«pf«cheD  im  Allg«Beiiiea,  w^Iid  nlmlieh  das  «bnbiMend«  Ebeaenitttck 
naeh  der  einen  Biebtmig  hin  nieht  von  swei  sory^Aze  parallelen  Linien 
begrenat  ist,  awei  Punkte,  nnd  swar  diejenigen,  in  welchen  die  Contonr 
▼on  der  ff- Aza  getroffen  wird  je  einer  Seite  des  Beehteeks. 

Bine  Fignr  Ton  der  genannten  Eigensehaffc  bildet  sieh  also  anf  ein 
Beehteek  ab  dnreh  die  Snbatitntion 

wobei  ifiCa;)  nnd         die  gimdie  Bedeutung  haben  wie  in  §  5. 

§  19.  Die  Aufgabe,  eine  solche  Figur  auf  den  Kreis  äquivalent 
absubilden,  ist  also  darauf  zarUckgefQhrt ,  mn  Bechteck  in  der  Widseauf 
einen  Kreis  absubilden,  daas  xwei  gegenüberliegende  Seiten  swei  diame- 
tral gegenflberliogenden  Punkten  der  Kreisperipherie  entsprechen.  Zjets* 
tere  Aufgabe  haben  wir  in  §  16  bereits  gdSst.  Ist  F  der  Fliteheninhalt 
des  absuMldenden  Ebenenstllekes,  so  gelangen  wir  durch  Verbindung  der 
dort  entwickelten  Fonneln  mit  denen  des  §  18  au  den  Belationen 

* » 2  ^^^y  (X)  - /i  (*)]  rf* . 

0 


/f.l''-«l/'.«^'.'-»'-]'l-"i'^,ä^5r- 


robei 

iV  =  F  -f  cos  ^ 


und  die  y-Axc  so  gewählt  ist,  dass  dieselbe  das  Kbenenstück  in  zwei 

gleiche  Theilo  theilt. 

§  20.  Wir  können  indess  auch  noch  andere  Besiehangen  aufstellen, 
welclie  den  Bedingungen  dieser  Aufgabe  entsprechen.  Wir  bilden  näm- 
lich den  Kreis  nach  der  in  §  18  angegebenen  Metbode  auf  ein  Bechteck 
ab  durch  die  Substitutionen 


Ü 

,  1 


wobei  wir  jetzt  mit  xy  die  Coordinaten  des  Hechtocks,  luit  |  ij  die  cnt-- 
sprecheuden  der  Kreisfläche  bezeichnen. 
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Ilioranf  bilden  wir  die  gegeben«  Figur  nach  denelbea  Mttthode  auf 
das  Bechteck  ab  dueb  die  Gleicbugen 

*  =  2  j  (/!<«)  - »  =  7  -  ^u^^- 

0 

Die  Qleiehietsong  deir  Wertfae  ron  9^  xeap.  von  Kefeit  uns  die 
gewfinaehten  Bektioaen 

-;  0 


/t(«)--/i(^)  ■ 

1f 


Dabei  ist  dio  ^- Axe  wieder  so  gewäblt,  dass  dieselbe  die  gegebene  Figur 
in  zwei  gleiche  Theile  theilt. 

Die  erste  der  beiden  letzten  Gleichungen  können  wir  auf  die  Form 
bringen 

Dabei  hängen  %  und  ^>  mit  den  Grösiicu  |  und  x  zusammen  durcb  die 
Relationen 

i  =  sin  X  ,  J'Uii^)     f% f  «P- 

0 

Die  Qleichnng  sin1i-{-^i  — n  sin<p  kommt  auch  in  der  Kartographie 
▼er,  und  es  giebt  Tabellen,  welche  für  bestimmte,  in  gewiaaen  Interral- 
len  fortschreitende  Werthe  von  tp  die  zngehör^n  Werthe  von  %  ent- 
halten. Man  kann  daher  diese  Tabellen  auch  in  unserem  Falle  zur  Be- 
rechnung der  Werthe  von  %  ans  den  gegebenen  von  9  benntsen. 

$  21.  Mit  Hilfe  der  bisher  gewonnenen  Resultate  gelingt  es  nun 
auch,  durch  eine  analytische  Function  ein  Rechteck  auf  einen  Kreis 
iquiralent  abzubilden,  ohne  dass  dabei  eine  Seite  in  einen  Punkt  zu- 
•ammengozogen  wird. 

Wir  bilden  nimlieb  nach  §  17  das  Beebteek  snerst  so  auf  den  Kreis 
ab,  dass  eine  Seite  einem  Punkte  der  Kreisperipherie  entsprieht;  dann 
tetaen  wir  yermittelst  der  in  §  18  angegebenen  Substitutionen  diese 
Kreisfliohe  mit  einem  rechtwinkligen  Dreieek  in  eine  solebe  Beiiehung, 
daas  dieser  Punkt  als  das  Bild  einer  Seite  des  Dreiecks  erseheint  Auf 
diese  Weise  haben  wir  also  das  Beebteek  auf  ein  Dreieek  äquivalent 
abgebildet,  ohne  dass  eine  Seite  des  Beehtecks  einem  Eckpunkte  des 
Dreiecks  entspricht,  und  unsere  Aufgabe  ist  auf  die  in  §  18  gelöste  Ab- 
bildungsanfgabe  surlickgeflihrt. 
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Wählen  wir  die  Seiten  g  nnd  h  des  Rechtecks  wieder  ra  den  Azen> 
■o  liefert  uns  die  angegebene  Methode  die  Beiiebnngen 

wobei  snr  Abkürzung  ge«etst  ist 

t/xh  yn 

1/  —  cos  — 
,.     r     n  h 


f     n       n     f     n      n  n 

h  g 
Hierbei  entspricht  der  Oereden  l'^^^»  (Geraden 

dagegen  eine  IranHcendente  Curvc. 

Freibnrg  i.  B.,  im  Juli  1877.  Fax.  ScnsLr^HAMMBK. 
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V. 

Zur  synthetiachen  Behandlung  der  ebenen  Curven 

vierter  Ordnung. 

-Von 

MILIN0W8KI, 
Oli«rl«hnr  mm  Oywrtttin  xn  WeiaMnbvg  in  SIiam. 


Nachdem  ich  einig«»  Haupteigpnschaften  der  ebenen  Curven  dritter 
Ordnang  auf  synthetischem  Wege  abgeleitet  habe  (vergl.  diose  Zeitschr. 
Jahrg.  1876),  versuche  ich  im  Folgenden,  dasselbe  für  die  Curven  vierter 
Ordnung  zu  thun.  Es  kam  mir  darauf  an,  mit  alleiniger  Hilfe  der 
Steiner'schen  Principien  and  ohne  BeonUang  des  Gleiohheitezeicbeutt 
folgende  8ätze  abzuleiten : 

1.  Ist  eine  Ciirvo  vierter  Ordnung  durch  zwei  projecti- 
V lache  Kegelschnittbüechel  erzeugt,  su  kann  sie  auf  uuzäh 
ligc  Arten  durch  zwei  solche  Büschel  erzeugt  worden.  Die 
sämmtlichenGrundpnnkte  des  einen  BüscholH  und  einer  des 
andern  können  beliebig  auf  der  Ciirve  angenommen  werden. 

2.  Ist  eine  Curve  vierler  Ordnung  durch  zwei  projeeti- 
vische  Büschel  erster  und  dritter  Ordnung  erzeugt,  so  kann 
sie  auf  anzählige  Arten  durch  zwei  solche  Büschel  erzeugt 
werden.  Der  Grundpunkt  des  Büschels  erster  Ordnung  und 
sechs  Grandpunkte  des  BtttcheU  dritter  Ordnung  sind  be- 
liebig atif  der  Cnrve  zu  wählen. 

3.  Eine  Curve  vierter  Ordnung,  welche  dnrch  zwei  pro- 
jectivisehe  Bfiscbel  zweiter  Ordnung  erzeugt  ist,  kann  auch 
durch  swei  projectivisohe  Btttek»!  erster  and  dritter  Ord- 
■  ang  erzeugt  werden. 

4.  Alle  (auf  eine  der  genannten  Arten)  erzeugten  Curven 
rierter  Ordnung,  welche  13  Punkte  gemeinschaftlich  haben, 
gehen  ausserdem  noch  durch  dieselben  drei  Pankte. 

ZrttMhUft  f.  JUtbMMttk  ■.  Vhyrtk.  JUUU,  3.  7 
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5.  Eine  Cutre  vierter  Ordnung  ist  dnreb  14  Pnnkte  be* 
stimmt. 

In  einer  im  Jebre  1868  mit  dem  8teiner*seben  Preise  gekrönten 
Abbnndlnng  „Ueber  geometrisebe  Aufgaben  dritten  vnd  Tierten  Ontdes^ 
▼Ott  Kortnm  sagt  der  Verfasser,  dass  ibm  von  diesen  Sitsen  keine  stieb- 
liaUigen  geometriseben  Beweise  bekannt  wlren  nnd  dass  der  strenge  Be- 
weis derselben  eine  ToUstlndige  geometrisebe  Tbeorie  der  Cnrren  vierter 
Ordnung  involvirt. 

Wie  ieb  boffe,  ist  es  mir  gelungen,  niebt  nur  diese  Sitae,  sondern 
aneb  die  Biupipüiareigensehirfteii'ftcr.Ottrven  tittMf  Osdtmag  in!  geo- 
metriscbem  Wege  abauleite».  Haifpt^lplilicl^«  stfitse  ieb  micb  dabei  auf 
die  Eigensebaften  des  Cnnrennetses  dritter  Ordnung.  Die  benutsten 
Hetboden  lassen  sieb  ttbrigens  verallgemeinem,  so  dass  die  Eigensebaften 
der  Cnrven  ftlnfter  Ordnung  aus  deusf  ^Mr  Cunren  vierter  Ordnung,  die 
der  Curven  seclister  Ordnung  aus  denen  der  Ourven  fttnfter  Ordnung 
u.  s.  f.  sieb  berleiten  Hessen.  Dadurcb  gelang  es,  von  einer  Curve  n*" 
Ordnung  folgende  SXtse  su  beweisen: 

6.  Ist  eine  Curve  n**'  Ordnung  durcb  swei  projectivisebe 
Bttsebel  erster  und  (it  — 1)****  Ordnung  erseugt,  so  kann  sie 
auf  unaftblige  Arten  d«reb  swei  selab«  Bftsniiel  •d%ff  nueb 
dnreb. nwei  Bttsebel  iweite^r  mnd  (iv— 2)*"'  Or'dn^uftg  «cnaugt 
werden.  Jede  i4>  «raengte  Cnrve  nV' Ordnung  wirdTeH  «innr 
Curve  dritter  Ord&nug  in  3n  .Funkten  gescbniifren..  <' 

J«de  wni  eine  der  genannten  Arten  «rseagte.  Ottrve  m^*' 
Ordnung  kann  auf  unslblige  Arten  diir4k-.  awei  projeeti» 
visebe  Bttpebel  dritter  und  («^3)^*'' Ordnung  erseugt  werden. 

Die  soerneugten  Curven  n^*' Ordnung  sind  durah  ^M(r<+3] 
ibver  Punkte  beitlmnt. 

Wenn  msA,  SMl.^r  Punkte  bestimmen  könnte,  in.  denen  .siek 
swei  Cnrvei^  n^*^  und  m**'  Ordnung,  st  >  4,  sobseiden,  so.wttsdoisieh  der 
letzte  3ati  dabin  verajlgemMnero  Ibsmd,  dass  eine  Cnrv^>n^  Ordnung, 
die  durch  cw<el  projectiviiebe  BtUsebel  erster  und  {n  —  iy*^  Otdnung  er* 
Beugt  ist,  aueb  durcb  awei  prqjeetivitcbe  BUs^hel  und  (n  — m)**' 
Ordnung- eiseagt  werden  kann. 

Naeb  der -in  44  angegebenen  Methode,  welche  die  VeraUgessfeine- 
rung  der  von  Kortum  a.  a.  O.  angewendeten  ist,  läas.t  sieb  durck 
^n(«+3)  gegebene  Punkte  vermitteUt  projectivischer  Bascbel 
erster  nnd  (»— l)**"  Ordnung  oder  aweitor  uad  («  —  2)'"  Ord- 
nnag eine  Curve  Ordnung  legen.  Könnte  man  dasselbe  v«^ 
mittelst  Bweier  projectiyischen  Büschel  dritter  und  (n  — 3)'"  Or4nung  tban, 
so  wOrde  sich,  wie  in  35a,  die  Umkebrung  des  tirsteu  Tbeilee  des  in  6 
augegebenen  Bataes  abLeiten  laaaen^j  ..... 

«  * 
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Von  Miuaow«!!. 


'^ii^o'w  •  ^»         •  -  *         ^^0^*0.^^^  »  ^  *  m        ^^^^  ^^^^ 


I. 

AUgondM  BfMdiirflMi« 

1.  Der  Ort  der  Schnittpunkte  homologer  Ktemente  zweier 
prnjectiTi^chenKegeUchaiitbascbel  i«t  eine  Carve  vierter 
0  r  d  n  n  n  g. 

Doreh  irgend  einen  Schnittpunkt  M  zweier  homologen  Kegelschnitte 
lege  man  eine  beliebige  Qerade  /  und  verbinde  die  Puukipaare  der  bei- 
den Involutionen,  in  denen  /  von  den  beiden  Büscheln  geschnitten  wird, 
mit  £wei  Punkten  -S'  und  @,  die  mit  M  in  einer  (iciadcTi  liegen,  ao  erhält 
man  in  diesen  Punkten  zwei  projectivische  StrahleniDTolutioneD,  in  denen 
der  gemeinsame  Strahl  sich  selbet  entspricht.  Wir  beseichnen  sie  mit 
Sifio^bb^ce^,.,)  und  SCaaibb^cc^ . . .) ,  so  dass  aa^  und  aa|,  66^  und  bb|, 
cc^  und  CC|,  ...  entsprechende  Strahlenpaare  sind.  Je  zwei  beliebige 
Strahlenpaare  bestimmen  ein  Viecaeit.  Ist  g  eine  beliebige  Gerade  und 
sind  ^j^'^i'i^i'. ..  die  Kegelscbuitle ,  welche  die  Seiten  je  eines  von  ent- 
sprechenden Strahle npaaren  gebildeten  Vierseits  und  g  bertthren ,  so  iH^st 
sich  zeigen ,  dass  alle  diese  Kegidschnitte  eine  Schaar  von  vier  festen 
Tangenten  bilden.  Die  beiden  Kegelschnitte  91^ iB',  welche  den  Vierseiten 
a^^aa^i  hb^hh^  eingeschrieben  sind,  haben  noch  drei  gemeinschaftliche 
Taogenten  hik  und  bestimmen  eine  Kegeischnittschaar  (^il'^')  von  vier 
gemeinschaftlichen  Tangenten  g  hi  k.  Den  Kegelschnitt  dieser  Schaar, 
weleber  c  berührt,  nennen  wir  und  die  zweite  Tangente,  die  sich 
ausser*  c  von  5"  an  ziehen  lässt,  c\  dann  sind  die  drei  Strahlenpaare 
aa^bb^cc  in  Involution  urnl  P8  rauss  c' mit  zusammenfallen.  lliorauK 
iHsst  sich  schliessen ,  dass  die  Kegelschnitte  der  Schaar  X^^)  die 
Strahlenpaarc  der  Involution  [Ss)  bertthren«  und  ebenso  folgt,  dass  sie 
auch  die  Strahlenpaare  von  (@)  berühren  müssen.  Zu  den  Kegelschnit* 
ten  der  Schaar  gehört  auch  derjenige  S^  welcher  die  Gerade  SS  be- 
rfihrt.  Iisssen  wir  jedem  Kegelschnitte  der  Schaar  dasjenige  Strahlen' 
paar  entsprechen,  welches  er  berührt,  so  sind  die  Kegelschnitt^  projec- 
tiviaeh  auf  die  Strahlenpaare  beiogen,  so  dass  also 

und 

«(o«„  bb„  cc„ .*h)/\(^Jl^  ©^   m 

ist,  wenn  C*. . .  und  (\^...  diejenigen  Kegelschnitte  der  Schaar  (yhifc) 
sind,  welche  cc^,  ...  nnd  cc^,...  berühren.    Da  aber  (5)Ä(<S)  ist,  so 

mu»  auch  (|lt©t(?« . . .  e«)  Ä         V . . .  e«) 

sein  nnd  d^hor  müssen  C*...  nnd  C,'...  «ntawmenfaHen. 

Dia  aecha  Schnittpunkte  igh),  (lA),  i^^A),  {ih),  (yi),  (A7i)  sind  die 
£cken  eines  volllstündigen  Vierseits  und  die  dtei  Geradenpaate,  welclie 
von  $  nnd  @  nach  den  drei  Gegeneckenpaaren  (gh)  und  (li),  {gi)  und 

7» 
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{hk)t  {hi)  und  (gk)  gesogen  werden  kOnoen,  sind  drei  Strahlenpaare  der 
InTolntionen  5(aa|. ..)  nnd  €(aai...)i  daher  liegen  diese  Ecken  auf  der 
Ortscnrre  der  Schnittpunkte  d«fk  kemoligeift  Streblenpeare  der  projeetivi- 
schen  Involutionen  (S)  nnd  (6).  Wir  lassen  die  heliebige  (G^erade  g  am 
den  Punkt  (gh)  sieh  drehen,  so  mnss  nach  der  Pnnkt  (ik)  fest  bleiben, 
weil  in  diesen  beiden  Paukten  sich  entsprechende  Strahlen  der  IotoIv* 
tionen  treffen.  Die  übrigen  Tier  Ecken  darehUnfen  die  ganse  Ortscnrve, 
so  dass  die  variablen  Strahlen  g^  h  nnä  t,  k  entsprechende  Strahlenpaare 
■Weier  projectivischen  Involationen  mit  den  Scheiteln  (gh)  und  {ik)  bil« 
den ;  denn  es  sind  Tangenten  an  die  Kegelschnitte  einer  Sehaar  mit  vier 
festen  Tangenten  an^aai  oder  Aft^bbi,  ...  nnd  wir  können  je  swei  Paare, 
die  denselben  Kegelschnitt  berfihsen,  einander  anweisen,  wodorek  me 
projectivische  Beaiehnng  hergestellt  ut.  Es  wird  also  die  Ortscnrve  aoa 
irgend  awei  Oegeuecken  eines  der  erhaltenen  eingeschriebenen  vollstfo- 
digen  Vierseite  durch  swei  projectivische  Involutionen  projicirt,  und  wenn 
man  irgend  einen  Punkt  mit  den  Gegeneckeopaaren  dieser  unendlich 
vielen  eingeschriebenen  vollstlndigen  Vierseite  verbindet,  so  bilden  die 
Strahlen  eine  quadratische  Involution ,  denn  man  kann  jeden  Punkt  der 
Curve  als  eine  Ecke  eines  vollstSndigen  ihr  eingeschriebenen  VSetaeite 
ansehen.  Sind  nun  M^M^M^  irgend  drei  Punkte  der  Ortscnrve,  so  werdea 
von  ihnen  alle  Punkte  derselben  durch  quadratische  Involutionen  proji- 
cirt,  deren  Doppelstrakien  fiufio>  Mi^'n  i^i^'t  ^^^^  mögen.  Wir  betrachten 
sie  als  Kegelschnitte,  so  bestimmen  sie  ein  Nets,  dessen  Tripelcurve 
(vergl.  Schroeter,  Steiner*s  Vorlesungen)  mit  unserer  Ortseurve  sa> 
sammenf&Ut.  Dann  sind  {gh)  und  {ik)  irgend  swei  Oegeneeken  eines 
eingeschriebenen  vollstSodigen  Vierseits,  so  bilden  M^d^h)  und  ^oi'^)* 
Ui{gh)  nnd  i1/j({A),  M^{gh}  und  M^iik)  Strahlenpaare  der  Involutionen 
in  Jedes  von  ihnen  wird  durch  'die  Doppelstrahlen  ftof^'o« 

Ms/t  harmonisch  getrennt,  so  dass  also  (<//<)  and  {ik)  conjugirte 
Punkte  in  Bezug  auf  die  drei  Kegelschnitte  (f<„fi'o),  iVif*  i  K  (m«/«)  sind. 
Dasselbe  gilt  von  je  swei  Gegenecken  eines  der  uueudlich  vielen  ein- 
geschriebenen Vierseite,  woraus  folgt ,  das«  dieSchnittpnnktehomo- 
'  loger  Strahlen  paare  der  projectivischen  Involutionen  (S)and 
(iö)  auf  einer  Curve  dritter  Ordnung,  der  Tripelcurve  des 
durch  (fio/o)i  Cf<iMi)>  (MsM«)  constituirteu  Kegelscbuittnetzes 
liegen. 

Diese  Curve  trifl't  die  Gerade  /  in  drei  Punkten,  so  dass  also  auf  / 
vier  Schnittpunkte  homologer  Kegelhchuitte  der  im  Satze  geuanuten  pro- 
jectivischen Kegolschnittbiischel  Hegen.  Daraut»  lolgt  aber,  datJK  der  Ort 
aller  Schuiitpunkte  Kolcher  KegclHchnitte  eine  Curve  vierter  Ordnung  ist. 
Sic  g  e  l)  t  durch  die  acht  (  i  r  n  ii  (i  p  u  n  k  t  e  der  B  ü  b  c  h  e  1  und  hat 
soviel  Doppelpunkte,  ala  diese  Büschel  gemeinschaf tlicbe 
Urundpunkte  haben. 
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Dm  MlialteDO  Btsnltat  giebt  folgeiideii  8ata: 

2.  Der  Qrt  der  SehnittpoBkte  homologer  Sirahlenpaare 
sveier  projeetiTitehen  Iii:Tolationen  Ist  eine  Cvrve  drittet 
Ordnung,  wemi  der  gemeinoftme  Strahl  aioh  telbst  ent* 
■priehtf  eonit  eine  Oorve  rierter  OrdBung,  welche  die 
beiden  Behcitel  ati  Doppelpanfcten  hat. 

Wir  nennen  dieee  Seheitel  S  nnd  S  nnd  legen  dnreh  den  Schnitt- 
ptknkl-  i#  nweier  hettologea  Slmhlen  avei  Oerade  9  nnd  9,  so  werden 
diean  von  den  beiden  Strablen&iTolotionen  in  swei  projeetivivcben  Pnnkt- 
mveltttfenen  gecdbniCteBv  In  weleben  J  sieh  lelfaet  entaprieht.  Daher 
werden  die  Geraden,  welche  honoJoge  Funkte  ▼eibinden,  yon  ein<«r 
Cnrv«  dritter  Glane  eingehüllt,  die  aneh  ff  und  9  an  Tangenten  hat.  Da 
«liese  dnrch  aieben  Tangenten  ausaer  g  nnd  g  hectimmt  iet,  so  ibush  für 
«Ipd  Fall,  data  der  gemeinsame  Strahl  der  InyolntioDen  (S)  and  {<B)  eich 
nicht  selbst  entspricht,  die  von  diesen  ersengte  Cnrve  ßf*  riertcr  Ordnung 
aiisuer  dnrch  die  Doppelpunkte  S  nnd  <B  dnroU  acht  andere  Tunkte  voll- 
ütäiulig  und  cindentig  i>estiuirat  .sein. 

An«  dem  (jc^^agtru  ergiobl  t>ich  leicht  di«  Constmction  einer  (hirv<» 
\'i»'jt('r  Or<lnung,  wonn  von  dersellxMi  die  beiden  [)oppelpuiiktP  und  acht 
ändert»  I'nnkte  gegeben  sind.  Wtuin  aber  ausser  den  beiden  Doppol- 
jmnkten  N  un<l  ©  nur  noch  sieben  Hiidere  Punkte  JA^..  y4^^  gegeben 
sind,  so  werden  sicli  durch  dieselben  unendlich  viele  Cnrven  vierter  Ord- 
nung legen  lassen.  Man  ziehe  zu  dem  Zwecke  durch  A  zwei  beliebige 
Gerade  «/  und  g,  schneide  sie  durch  die  Strahlen  S[/1^.,.J^)  und  @(.^, ... 
in  ^,  /»'.:  und  ^B,  .  . ziehe  die  Geraden  i?,  ^, ,  .  ,  ^e^'^a,  »«>  be- 
ätimincM  liiere  mit  '/  und  J;^  eine  Schaar  von  f'nrven  dritter  Clayse ,  die 
noch  eine  neunte  gemeinschaftliche  Tangente  haben,  welche  ;/  und  c\  in 
fi^  und  i^^;  schneidet.  Der  Schnittpunkt  der  Geraden  S />'^  und  'B  'i^-  ist 
ein  allen  (.'urven  gemeiusauier  Punkt.  Hieraus  folgt  für  CurveUi  welche 
durch  projectivifiche  Involutionen  erzeugt  Mind: 

3.  Durch  acht  Punkte  lägst  sich  nur  eine  (^urve  vierter  Ord- 
nung legen,  welche  iwei  gegebene  Punkte  Doppel- 
punkten hat. 

Alle  ''ni  vi  II  vierter  (Ordnung,  welche  zwei  gegebene 
Ptinkte  zu  ]>  o  p  p  e  1  p  u  n  k  t  n  und  sieben  g  om  e  i  u  s  ch  a  ( 1 1  i  c  h  e 
Pnnkte  haben,  schneiden  «ich  noch  in  einem  achten 
Punkte. 

Ist  J  irgend  ein  Punkt  von  h*  und  man  dreht  die  erzengenden 
involotorilfihen  Strahlenbüschel   um  1^  und  @  so  weit,   dass  SA  und 

in  eine  Gerade  auearoraenfallen,  s<*  ist  der  Ort  der  Schnittpunkte 
homologer  StraUenpaare  eine  Cnrve  dritter  Ordnnng.  Jedem  Pnnkte 
der  einen  ('nrve  entapricht  ein  bcstimrotor  der  andern  nnd  nn^ekelirt. 
Anf  M*  wählen  wir  awei  beliebige  Fnnkte  iVA,  deren  entcprecbende 
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SR  und  91  Bein  mögen;  iet  dtm  9  «vf  IH  der  gegeai^rliegeDde 
Pnnkt  der  Punkte  56SR9{<  so  kenn  «Mm  eiA  ft*  enengt  denken 
dnrok  die  projeetivtteben  Bdaehel  (ß09l9t)  nnd  (1^).  Alle  lüemente 
der  beiden  Bttieliel  weiden  ro«  S  nnd  %  dmth  prejeeÜTisebe  ßlnblen- 
bflsehel  projieirt;  dreht  man  nnn  wieder  die  Inrolntionen  in  S  nnd  6 
nnd  Bämmtliehe  ebengenennten  Strablenbieekel  um  S  nnd  0  te,  deet  die 
in  B%  verainigten  Strnblen  flieb  in  A  •cboelden,  ee  werden  die  Kegel- 
•chvitte  des  BOschels  (^GSRiX)  in  die  Kegelseknitte  des  Bflssbeii  (SOlf  If) 
und  die  Strnblen  des  Bisobels  (fß)  In  die  Kegdeebnitte  dte  Bttsebels 
{S%AP)  sieb  verwandeltt  nnd  die  frqfeetiTiseben  Bisebel  {ß^MV)  «id 
\b^AP)  müsse»  die  Onrve  einengen.  Dn  AMV  beliebige  Pnakte 
derselben  sind,  so  folgt  der  Snta) 

4.  Die  Onrve  K^y  der  geometrisebe  Ort  der  bomologen  8tmb- 
lenpanre   projeetirieeber  Involntionen,   knnn   nttf  nn- 
sftblige  Arten  dnreb  awet  projeotivisobe  Segelsebnitt* 
bttsobel  eraengt  werden,  welebe  die  Bcbeitel  der  luToln- 
tionen  sn  gemeinscbnftlieben  Qrnndpnnkten  bnben.  Von 
den  anderen  Tier  Grnndpnnkten  k<hinen  drei  nnf  be- 
liebig gewiblt  werden. 
Die  Strahlen  «  nnd  «i  ein^  fitmhlenpaaires  von  (iS)  werden  yan  den 
Stralilenpaaren  von  (S)  in  den  Pnnktpaaren  iweier  projeotiyisehnn  In* 
▼olotlonen  gesehnitten,  in  denen  S  ein  sieh  selbst  entspteehender  Pnnkt 
ist.   Daher  weiden  die  VerbinduDgslinien  homologer  Pnsdrtpaare  von  einer 
Cnrve  dritter  Classe  eingskUlH,  die  «her  in  den  Pnnkt  6  nnd  einen 
Kegelschnitt  (aa^]  serflfUt,  welclier  die  Geraden  a  nnd  a,  nnd  die  beiden 
Do^i pclstrahlen        des  Büschels (6)  berührt.    Wühlen  wir  66^,  ccj, 
•o  erhalten  wir  andere  Kcgflsohnitte  [^^i],  [ccj,        weklie  sümmtlieh 
('b"  an  Tangenten  haben.   Wenn  wir  aber  die  Btrahlenpaare  von  (€0 
dnreh  die  von  (S)  schneiden,  so  entstehen  anf  dieselbe  Art  Kegelschnitte 
[aaj,  [bbj,  [ccj,   .  .,  welebe  die  Doppelstmhlen /«T  von  (^8)  berühren. 
Die  Kegelschnitte         nnd  [aoi]  haben  die  Oeraden ,  welche  die  Pnnktc 
(aa)  nnd  (n^a),  (aflj)  und  (a^a)  verbinden,  sn  gemeinaeimftliehen  Tsn> 
gcuteo;  die  beiden  anderen  gemeinscbaft1ich«tn  Tangenten  sind  die  Ver- 
bindungslinien d'^'^der  Pnnktpaare  (bV),  (t)  '<0  uud  (tV),  (t'V).  Also 
bilden  alle  Kegelsehnitte  [oai],  [^^i]«  •-•  eine  Schaar  von  vier  Ibateo 
Tangenten  b'b"d'd''  nnd  alle  Kegelschnitte  [aaj,  [b&iJ,  ...  eine  Schaar 
von  vier  fpsten  Tangeuten  d'iTd'd''.   Diese  beiden  Kegelschnftbebaarea 
stehen  aber  in  projectivischer  Besiehnng,  wenn  wir  je  zwei  KegeUehnittc, 
wie  [aaj  und  [aaj,  und  [bb,)»  ...  einander  zaordnen,  nnd  ihre 

gemeinschaftlichen  Tangenten  werden  daher  von  einer  Cnrve  vierter 
Classe  eingehtillt,  welche  h' b**  zu  Doppeltangenten  hat.  Dabei  schnei« 
den  sich  die  {i^emeinschaftl ichen  Tan  gen ten  je  zweier  homo- 
logen Kegelschnite  auf  eine  ui  Kegelschnitte^-.    i*j8  bilden  die 
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Polaren  TOS  S  tiesflglick  dbr  Strifhlttpaate  von  (G)  uiii  cUe  Polaran  tob 
S  bealglkb  der  ßliAUeopM^Te  Ton  {S)  nr«!  projectivuehe  StiabWobttadiel 
nud-tÜMe  <u»dufi  «iiien  KegelMhnatt,  auf  detn  noh  die  gememsoheft* 
liekto  Tmgenta  «ohneideB  nllnett,  DaMn.aewit  fnen  a'  «nd  a  die 
PoImwi  Ten  6  BAeh  (^^«1)  mid  ▼on  8  aeek  (aa,)«  lo  mflMeii  4'  und  a 
ekh  in  dim  SebnHtpwikte  der  Diegonelen  dei  Vierseits  ««itOi  treffen 
■ad  dieee  ]>ii|geMleii  «ind  die  genetneehefUieheD  Tangenten  von  [ma^} 
md  [ati]« 

.Wir/ geben  iio«h  a»flden  Jdl  ein,  den  d«r  gbaeiDflekelUiclie  Btndil 
#  de»  beMeft  IntolttMM«  sieb  aelket  eatapiicbt..  In  dieMtn  FeUe  eind 
die  Pnnktpeve  S  jmH^'ii"),  tevie  6  nnd  <d'dY)  bemeloge  Kegelaebnitte 
der  heideik  fichUweli  (d^^'l'O  und  (b^Vd^t  denn,  die  Kegeleebnilte 
[ffj  dege*eaie&  in  jene  Paobtiieere.  Daber  werden  die  ge- 
weiniiebaftKohea  Tangenten  bomeloger.  Kegdlaebnitte  von  einer  Cnrve  if« 
drillet.  ClMte  eli^ebtült  Sie  tebaeiden  sieb  aaf  einer  Oeraden  in 
welcbe  der  KegelsebalttiK'  degenetiren  rnnw,.  weil  der  gemeineame  StmbI 
s  gleicliseitig  i^elire.  Tee  &  bk  Beang  anf  da»  Stiabknpaair  («fi),  als  anob 
reft  6  in  Beang:  <nf  igt  nnd  die  8tialilenbaachel,  welebe  ^  eneng- 
ien,'in  penpectiTiecbet'.  Liga  neb  befinden.  DialSegeiiecken  der  dnreb 
die  ScbnMtpnnkte  bomoleger  Strablelipaare  entatandeM  Vieiecke  hiiaoea 
in  nnawan  -apeeiellen  FaU4  eq n J  n g ir te  P  m^k  te.  Wir  b^ben  jetat  .fol- 
gendea  Beaaltat  erbalAea:  - 

5.  Die  Oeraden,  welche  die  Sebnittpnnkle  kom'oleger  Strab- 
leapaara  twaiar  projeetiTiaeben  Involatiönan  Terbindea, 
baben  alt  Enveloppe  eine  CniTe  rierter  Claaae     mit  awei 
DeppeltangenteA'  und  aehaeiden  sieb  in  den  Pankten 
einea  Kegelaebnltlea       welcher  A\  in  vier  Punkten  be> 
rtthrt*  Die  Doppeltangenten  aind  dieDiagonalen  d'd^dea 
▼oa den  beiden  Doppelatrablenpaarea  gebrIdetenViereeka. 
Entspricht  in  den  projectivischen  loToIntionen  der 
.  gemeinschaftliche  Strahl  sich  seihst,  60  ist  die  Bnveloppe 
der  Dimgonalen  der  von  entsprechenden  Strahlen  paaren 
gebildeten  Vierecke  eine  Curve  h'^  dritter  Cla»8e,  welche 
^und       zu  Tan  ge  n  t  e  n  hat,  u  n  d  der  Ort  d  er  Sehn  ittpn  nk  te 
d  iene  r  I>  iagc  n  al  e  u  t- i  n  e  (_i  e  rade  A',  welche  Aj,  berührt.  Oder: 
Die    (Je  laden,    welch«;    die    cnnjugirten    Punkte  der 
durch  die  H  Iis  che!  (S)  und  ((5)  erzeugten  Curve  verhinden, 
werden  von  «'iuer  Curve  A^  dritter  C lasse  eingeliüllt. 
Wenn  man  stwei  invulutorische  ötrahlenbühciud  {S)  und  (©)  auf  alle 
möglichen  Arten    pioji-i  tivisch   aufeinander   bezieht,    so   wird    der  geo- 
metrische Ort  der  Sclmittpunkte  homologer  Elemente  im  Allgemeinen  eine 
Curve  vierter  Ordnnng  sein;  in  <lein  Falle  aber,  dass  der  gemeinschaft- 
licbe  ätraUl  sich  selbst  eut«pncht,  reducirt  sich  die  Uurve  vierter  Ordnung 
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auf  eine  Cnrre  dritter  Ordnung  und  die  Gerade  S@.  Es  enlstabt  die 
Frage«  oh  man  nooli  muf  andere  Arten  projectiriscbe  Beziehungen  zwi* 
«eben  den  Involutionen  herstellen  kann ,  derart,  dass  der  Ort  der  Schnitt- 
punkte liomologer  StreUeapave  eine  Curv«  dritter  Ordnnng  wird.  Und 
in  der  That  kann  man  noch  auf  swei  Tenehiedene  Arten  die  Strahlen* 
paare  projectivisoh  einander  so  snordneD)  daia  sieli  die  honM>logen  Ele- 
mente auf  einer  Curve  dritter  Ordnung  tcbneiden,  die  jedocb  in  eine 
Gerade  und  einen  Kegelschnitt  aerAlIt«.  Die  Doppelstrahlenpaare 
und  l'^"  bilden  ein  Viereck,  dessen  DiagooaleB  ^ h"  sind.  Anf  jeder 
defselben  sebneiden  sieb  die  Strablenpaare  beider  Involntioneii.  Denn 
nmiaea  wir  D'  und  HT  die  Seboittponkte  {^^M)  uid  (iT^"),  so  §•»  D  O" 
die  Diagonale  H  nnd  es  trentteft  diaee  Pmikle  die  Mait^nkte  von  d' 
mit  je  swei  Strablea  irgend  einet  FaaMt  barmoiüaeli,  «ad  in  jedem  aol- 
cben  Piioktpaare  mititen  aicb  deabalb  die  Strahlen  von*  swei  Paaren  der 
Bfisebel  (£)  nnd  (6)  treffen.  Daaselbe  gilt  von  d".  Ordnet  man  ja  twni 
Simldenpaare  einander  in,  die  sieh  anf  d'  eebnaiden,  so  hat  man  nwl* 
sehen  den  Involnti^en  eine  projeeiivinebe  Besiehnng  hargeildlt,  In  wel« 
eher  der  gemeinsbbaflliebe -Strahl  S%  tieb  aelbot  antipvkfat.  Bi  Itt  daher 
die  Ortaennre  vea  dei*  dritten  Ordnnng  nnd  dn  die  Qnrade  d^  ein  Theil 
denelben  iat,  to  mnas  der  andere  Theil  ein  Krgnlaehnitt  aein,  welcher 
dnfoh  S  nnd  ^  geht;  da  ah»  die  Sobnittpnnkln  homologer  Stinhlnn  anf 
einem  Kegelschnitte  liegen,  so  milasen  die  Verhittdnngslinien  ileianibnn 
sich  in  einem  Punkte  eohneiden.   £•  folgt: 

6.  Wenn  man  -  die  Strablenpaare  sveier  Inviotntlonen  anf 
alle  mSgliehen  Arten  einander  projeetivisch  anordnet, 
ao  giebt  es  drei  Arten  der  Zuordnung,  bei  welchen  der 
Ort  der  Sobnittpunkte  homologer  Blemente  in  die  Ver- 
bindungslinie der  Scheitel  und  in  eine  Onrve  dritter  Ord- 
nung serfftllt,  welche  letatere  in  awel  Fillen  wieder  in 
eine  Qerade  nnd  einen  Kegelechnitt  degenerirt*  In  den 
letaten  Fallen  serfftllt  die  Curve  iT,  dritter  Claaa«,  die 
Enveloppe  der  Verbindungslinien  der  Schnittpunkte 
homologer  Elemente,  in  einen  Kegelschnitt  nnd  einen 
Punkt. 

Es  giebt  drei  Punktpaare,  welche  in  Beang  auf  alle 
Strablenpaare  beider  Bflschel  sogleich  conjngirte  Pole 
sind,  nftmlieb  die  Scheitel  S€f  und  die  Endpunkte  Btlf 
und  S)'^"  der  beiden  Diagonalen  d'  nnd  ^  desjenigen 
Vierecks,  dessen  Ecken  die  Schnittpunkte  der  beiden 
Dnppelstrablenpaare  der  Involutionen  sind. 
Hier  sei  es  mir  erlaubt,  auf  einen  Irrthum  aufkaerkaam  an  machen, 
der  von  Herrn  Dnrego  auf  S.  84  des  5,  Bandes  der  mathematisehen 
Annalen  in  der  Abhandlung  „Ueber  die  Curve  dritter  Ordnung,  welche 
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den  geometriMben  Ort  der  Bf eonpnnkte  einer  KegelselufittfehMr  bildet'*, 
begang«ii  mi  fein  nheint,  indem  er  bebanptet,  dsss  du  Pnnktpenr  56 
dtf  elasige  wire,  welebes  in  Besag  aaf  aUe  StnUenpaare  beider  BOeebel 
ein  Peer  Ton  eonjngirten  Polen  bildet 

Die  fitrablen paare  ua^,  i'i>^,  cc^^  ...  der  Involntion  (6)  sind  in  pro- 
jectivieeber  Besiebmog  mit  den  Diagonalenpaafen  aai,  yy^^  ...  der 
▼Ott  eDtsprocIwnden  Siraldenpaaren,  .irie  aa^  and  a(i|,  nnd  bb,,  cr^ 
nnd  C€,,  ...  gebildeten  Viemeifte  nnd  deber  aneh  mitdea  Seknittpaabten 
A<,  B,  r,  ...  der  einnelneB  Diageiielenpeere.  Wir  aehneiden  eine  Gerade 
/  dweb  ooj,  A6j,  er,,  ...  in  JJ^^  BB^y  CC^^  ao  iat,  fttr  den  Fallt 
daaa  5®  aMi  eelbat  entapriebt, 

k{A,B,  I\  ...)/\l{AJ^,  BB^.CC^,  ...). 
Die  EttTeloppe  der  Oeraden,  welobe  bomologe  Elemente  verbinden,  ist 
•ine  Onrve  dritter  Olasae  (S,,  welehe  k  berllbrt  nnd  I  anr  Doppeltangente 
hat.  Sie  bat  mit  aaMer  k  noeb  acht  gemeiniebaftliebe  Tangenten ,  so 
daaa  der  Ort  der  Bcfanittpankte  homologer  Strahlenpaare  aop  ccj,  ... 
nnd  «Ol,  ...  eine  Corvo  achter  Ordnang  ist.    In  nnaerem  Falle 

serfSIlt  dieselbe  aber  in  die  Corve  iT^,  die  darch  die  luvolationon  {S) 
nnd  (@)  erzeugt  ist,  den  gemeinsamen  Strahl       and  die  Doppelstrahl en 
von  denen  jeder  doppelt  zu  zählen  ist. 

Es  läsKt  sich  nnn  erkennen,  dass  die  Curven  A'**  und  sich 
in  neun  Punkton  berühron.  Irgend  ein  Stralil  durchs'  schneide 
in  sechs  Punkten:  die  Tangeuten  in  diesen  werden  von  einem  Kegel- 
schnitt h\  berflhrt  Jedem  Strahl  durch  ordnen  wir  auf  dietie  Art  einen 
Kegelschnitt  zu  und  alle  <lieKe  Kegelschnitt«',,  welche  eine  Schaar  von 
vier  festen  'I'angeiitcu  bilden,  sind  involutorisch  geordnet,  da  «ie  ein- 
deutig den  Strahlen  von  {S)  entsprechen,  Deslinlb  i.st  auch  diese  invo- 
lutorißche  Kegelhclinittschanr  projectivisch  auf  die  Punktreihe  ABT... 
bezogen.  Die  Enveloppe  der  von  ABI...  au  die  homologen  Kegel- 
schnitte gezogenen  Tangenten  ist  eine  Curve  C'^  fünfter  Classe,  welche 
mit  A'.;  15  gemeinschaftliche  Tangenten  hat.  Von  diesen  scheide  man  die 
fteraden  k  und  .S@  und  die  dojipelt  zu  zählenden  (Jeraden  <t  und  fl" 
aus,  so  bleiben  noch  neun  übrig.  Eine  von  ihnen  sei  r,  der  sie  be- 
rflhreude  Kegelschnitt  Ar  der  Schaar  entspreche  dem  Strahl  (  von  (S)  und 
deshalb  muss  der  Pol  von  t  in  Bezug  auf  diesen  Kegelschnitt  auf  t  liegen. 
Er  liegt  aber  auch  anf  Ag  und  auf  A\.;  daher  berühren  sich  in  ihm  A'j, 
und  ß^r-  Weil  sich  in  ihm  aber  auch  /  und  r  schneiden,  so  gebt  A'^ 
durch  ihn  hindurch.  Dass  A'-'  in  diesem  Punkte  auch  von  t  berührt 
wird,  ergiebt  sich  aus  folgender  Ueberle<runu:.  Es  sei  ^}{  der  Schnittpunkt 
zweier  homologen  Strahlen  a  uud  a;  es  .seien  ferner  a  und  a  die  den 
obigen  Strahlen  unendlich  benachbarten,  die  einander  auch  entsprechen 
müssen,  und  ^^1'  sei  ihr  Schnittpunkt,  so  ist  die  Gerade  die  Tau- 

geote  in      an  H^.    Wir  verbindeu  %  mit  ABl\..t  so  ist 
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/(^ß r. . .)  Ä  91 M ^  r. . .)  Ä  .  cc, , . . .). 

Der  fiknhl,  treloher  in  (%)  der  Tangente  a  unendlich  beMtehbart  iat, 
hat  ei&en  Um  projectivieoh  entsinrechenden  Strahl  in  (S),  welcher  dem 
Strahl  a  unendlich  nahe  liegt.  Diese  beiden  Btrablm  sind  a'  und  a\  ate 
aehneideB  eidi  in  91'  auf  der  Curve  dritter  Ordnung  adC  dem  DoppeU 
pwakte  St  welche  von  dem  Bttsebeln  (ft)  und  {S)  eneogl  wird.  Auf 
dieaer  Hegt  auch  der  Sehnittpvukt  91  Ton  a  und  et,  so  data*  alao  die  Ge- 
rade %%'  aüm  «  gleiehieitig  Tangente  am      und  X*  iet. 

Wemi  der  Selmittpanltt  91  rom  «  «md  a  der  Berflhmmgipnnkt  veo  « 
itft  i^g  iat,.  ao  mtlBaen  aich  im  dieaem  Pnnkte  die  drei  Curven  AT^A'^II* 
bertthren,  weil  jede  in  ihm  die  Oerade  a  berührt.  Dies  iat  aber  derFmll 
mit  den  gemeimtekaftlieheii  Tangenten  von     mnd  ÜT,. 

Die  Cnrre  IT,  heiatt  die  Oayley'aehe  Cunre  von  £\  ae  daa  «fr 
aneh  amf  dieiem  Wege  an  dem  bekannten  Satte  gekommen  ehnd,'  dasa 
die  Omjlej'soke  CnrTO  einer  Cnrve  dritter  Ordnmng  dieaelke 
in  allen  Pnnkten  bertthrt,  welche  aie  mit  ihr  gemeimamm  hat« 
7.  Legt  man  duroh  die  Schnittpunkte  der  bonrologen  Kegel- 
achntttfe  projeeti-viaeher  Bllaehel  andere  Kegelecknitt- 
bfiaehel,  ae  Imaaen  iieh  die  Kegelaehnltte  deraelben  na* 
endlieh  oft  ao  an  neuen  Bfiaeheln  grnppireui  dmaa  nn 
jedem  aelehen.  aua  jedem  der  vorigen  Biaehel  ein  Kegel- 
acknitt  gekört.. 
Die  projeettviaehen  KegelachnittbllMhel  {J BCV)^ti^*^*K/.,.\  und 
{^B'C'I/)\l\%K,.\  erseugen  eine  Curve  J{*  vierter  Ordnung,  wekhe 
durch  .die  acht  Gnnäpmkit  JßC£>J^B'C'i^  gekt.   Alle  Kegelaehnüto 
x*»!*...  ackneiden  1'  in  aolchen  Pnnktgmppra  von  je  vier  Punkten,  dasa 
deren  aeelia  Verbindnngalinten  eine  Ourve  Ij,  dritter  GlaMe  einhttllea,  die 
auch  die  aeeha  Oeraden,  welche  die  vier  Punkte  ABC^  verbinden,  an 
Tangenten  hat.    Denn  der  Kegelachnitt  )?  conatituirt  mit  dem  BQaebel 
(»'xj'...)  ein  Kegeleohnittmeta  und  die  Oeradenpaare,  welche  eu  den 
Kegebehnitten  doMelben  gehören,  haben  ala  Enveloppe  eine  Ourve  dritter 
ClaBfe-,  die  Cayley*ache  Ourve  dea  Netaea.   Leaaen  wir      ven  den 
Kegelaobnitten  geaahnitten  werden,  ao  erhalten  wir  auf  dieaeibe 

Art  eine  Ourve  dritter  Olaaae,  welche  die  aecha  VerUndungtUnien  der 
Pnnkte  Jfl^i^lf  berfthrt.  Beide  Ourven  haben  neun  gemeimehaftUflke 
Tangenten;  aeeha  von  ihnen  aind  die  Oeraden,  welche  die  vier  Schnitt- 
punkte ven  a'  und  verbinden.  Sind  i^i^i^  die  drei  anderen,  ao  achnei- 
den aich  auf  jeder  von  ihnen  sweimal  awei  Kegelachnitte  in  je  awei 
Pnnkten.  Da  nimlioh  l|  eine  Tangente  von  iat,  ao  liegen  auf  ihr 
awei  Schnittpunkte  MH  von  1*  und  einem  Kegelachnitt  dM  Bilaokela 
{äBCB),  8.  B.  x^«,;  da  aber  auch  Tangente  von  Ji\  iat,  ao  maaa  in 
zweien  ihrer  Punkte  M'xN\  auch  »*  von  einem  Kegelaehaitle  i*«  dea 
andern  BUachels  geschnitten  werden.  £a  wird  <|  von  den  Kegeladinlttea  der 
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Uiäm  BImImI  Id  vnH  Involutionen  gebcbnitten,  die  entweder  nnr  ein 
gemehiMhnllUohee  PonlrtpMir  hähm  oder  YnllMIlndig  zneMBnenfftBeift.  In 
neerem  Falle  nran  das  Letstere  geieheben,  weil  beide  Involutionen  die 
Pmiktpunre  A/|iV|  nnd  ^\^'|  gemein  beben.  Daber  wird  Ij  too  beiden 
BOedietn  fn  den  Ponktpuren  Afii^j,  M'\N'\^  ...  derselben  In- 

yolntion  gescbnitten.  Dasselbe  gilt  Ton  nnd  «vd  es  seien  M^V^y 
M\fi\,  ...  nnd  M^V^,  M'\N"i,  ...  die  Ptttaktpotre 

der  Involationen  anf  ihnen,  in  denen  sie  von  den  beiden  Biscbeln 
getroffen  werden.  Sind  EFGB  di«  Scbnittpankte  von  nnd  A*,  lo  ist 
durch  die  acht  gemeinschaftlicben  Tangenten  EF^  KG^  EH^  FG,  FH, 
GHy  /j,  ^  die  nennte  bestimmt.  In  gleicher  Weise  bestimmen  die 
KegelscbnittP  Xj-  und  1^  zwei  Curven  dritter  Classe,  die  auch  'i'g'a  an 
gemeinsamen  Tangenten  haben  niiissen,  da  es  keine  anderen  Geraden 
geben  kann,  die  von  beiden  Kegelscbnittbüscheln  in  derselben  Involution 
gescbnitteu  werden.  —  Wir  nennen  nun  l'FC.  11^  E^F^G^H^^  E^F^G^ih,y  ... 
die  Schnittpunkte  von  x^/l^  Xj-'A,-.  x/'A/,  so  müssen  die  Kegelschnitte 
der  Büschel  {EEG  U  i ,  {h\  F,  G^  H^] ,  ( F.  G..  Jf^),  ...  die  drei  Geraden  /,  f^l^ 
in  den  Punktpnaren  derselbou  Involutionen  schneiden,  da  zwei  Kegel- 
schnitte dieser  Hiisclud  x'-'A^  x,^Aj^,  x/A^",  ...  durch  zwei  Punktpaare 
dieser  Involutionen  gehen.  Nun  sei  jn^  irgend  ein  Kegelschnitt  des  Bü- 
schels {^E  FGJ1)\  er  wird  von  allen  Kegelschnitten  der  Büschel  {F^F^G^  //j) 
and  {E^F^G^H^  in  solchen  l'unktgruppen  von  je  vier  Punkten  gescbnit- 
ten,  dass  deren  Verbindungslinien  zwei  Curven  und  A''^  dritter  Classe 
eiDhUllen.  Eine  gemeinschaftliche  Tangente  derselben  sei  m,  so  müssen 
»ich  in  zweien  ihrer  Punkte  und  /»'"  drei  Kegelubnitte ,  ans  jedem 
der  drei  BüHchel  einer,  schneiden  lJie.se  mütisen  daher,  weil  sie  ausser- 
dem die  drei  (ieraden  i^f^t.^  in  Puiiktpaaren  derselben  luvolutionen  schnei- 
den, sicli  noch  in  denselben  zwei  Punkten  T  y^'tretten,  und  alle  Kegel- 
schnitte des  Bii.scbels  <  .-/"//"r"/?")  treffen  auch  /, in  den  Punktpaaren 
derselben  Involutionen.  Die  <lrei  sich  in  Ä' H  'C'  !>  '  schneidenden  Kegel- 
schnitte der  drei  Btiscbel  (FFG/t),  (£",  F^G^  {F^FJi^f/j  srien  u-v^.^ 
Gleicherweise  giebt  es  in  den  l)eidon  letzten  Büscheln  Kegelscbuittspaare 
Vj'Oj'*,  i'joj^  die  sich  in  vier  i^unkten  der  Kegelschnitte  (ti,-,  ft./,  ... 
der  ersten  Büschels  schneiden.  Wir  nennen  die  Schnittpunkte  A\  ß",  f",  />"„ 
A\b'\C'\D'\^  ..  .  Wenn  wir  je  drei  Kegelschnitte  der  Büschel  {EFGH)^ 
{E^F^G^H^)^  {E^F^.G^U^),  die  sich  in  denselben  vier  Punkten  schneiden, 
einander  znordneni  so  erhalten  wir  drei  projectivische  Kegelschnittbüsebel, 
nimlieh 

{EEG  i/)  {xUV->i>,^  •  •  1  A  '  Ih     ^1  "x)  i  ><. -  ^  ' » v,^.'/. . .  I 

Nun  sei  /'  ein  ganz  beliebiger  Punkt:  es  seien  ^,  ^il',        ^l", ,  %' ,  

^v.,  .  .   die  conjugirten  Punkte  von  /'  liezüglicb  der  Büschel 
(AßCJ/i  {^A'B'C'Ü),  {Ä'B'  C'  if  ),  i,A\B'\G\ü'\),  ....  i,EFGH), 
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(iF,F,e,/ri),  iBfF^G^ß^)^  (E^FfG^ff^,  «o  Uegtn  aie  itomtfiok  aif 
einenr  Kegeltebiütt  If.  Denn  die  SmhleDbilaehel  der  Pokm  P 
bcifiglich  iABCD)  und  {jfFC'D)  rind  die  Geraden  %{Wt^(St9-  )  lud 
%'((S<Si(Et^s-")  «nenjpen,  da  sie  projeetiviseh  sind,  einen  Kegel' 
eehnitt  ft*.  Bs  bilden  aber  aneb  die  Polaren  von  P  betOglicb  der  Kegel- 
sebuitte  der  Bttsobel  (BFGH)^  (£j  F^G^B^)^  (^^s^t^t)  ^>  piojeotlviMhe 

8t»»blenb«Uchel€(«rrrj...),  ^«(«r«''«",.-.) 
nad  erteogen  also  denselben  Kegelscbnitt  If.  Wenn  wir  die  Hegel- 
sebnitte  des  Bttsebels  {jrW'C'lf)  mit  jk^VV--  beaeiebaen,  so  isl 

Labacn  wir  /'  in  V  P" ...  sich  ändern,  so  ändern  sich  ^jCf^  in 
(^'(^'.O^'seC^'a,  G"(^",(<"a(r3,  ...  und  es  .sind  P  und  (^3,  und  (f'3, 
und  (5",,  ..  .  conjuf^irte  Punkte  in  Bczuj;  anl  <lie  drei  K<'u;pl8chnitto  Y..^k.^n.^ 
und  doshalb  mü&sen  iliej^e  drei  Kegelschnitte  hich  in  deiiselht-n  vier  Punk- 
ten ,  also  in  F.^I'\(i^H.^  ^ichneiden.  In  gleicher  Weise  zeigt  man,  das» 
die  KegelBchnitte  der  Büschel  { ./'/?"C''7/') ,  ( A'\  li'\C'\  D'\) ,  ...  durch 
die  Schnittpunkte  (^i  ^V's^a) »  1 '^  i^'^  ^'4)1  •  •  zweier  homologen 
Kegelschnitte  der  Bü.schel  {■i/'f'D)  und  (./' A?7 ''/)')  hindurchgehen. 

Anderer  Beweis.  Kine  heliebige  (ierade  7  werde  durch  einen 
Schnittpunkt  (>  zweier  humologen  Kegelschnitte  x-',,  und  A*,  gezogen  und 
von  k',  X,*,  itj,*,  y.',f  und  Ä*',  Aj^.  A^,-,  A'^  in  den  Involutionen  K K* , 
Ä',  Ä", ,  .  .  ,  Oh  'tf  und  A //,  /•,/>',,  .  .,  0L\  gogchnitten.  Das 

gemeinschaftliche  Punktpanr  heider  Invohitiunen  .sei  MM  und  durch  das- 
selbe ein  Ixdiebiger  Kegelschnitt,  ^\  elcher  in  91 5331^  5^  und  A-  in 
"iÄ'^i^'if  T'  schneidet.  Diese  Punktgruppen  sehen  wir  als  (nundpunkte 
zweier  KegelschnittbüKch(d  ( x'^ /i  ,* /i' *  .  .W)  und  •  A* Aj,-...  ,V*~)  au  ,  welche 
fj  in  denselben  In vnlutirinen  sclnn'idcn  müssen.  Wenn  wir  den  Punkt- 
paaieu  dieser  Involutionen  die  durch  sie  geheuden  Kegelschnitte  zuord- 
uen,  so  iuui<s,  da 

(A  A',  A,  A  'j,  ...)  f\  ^hL\  L^L\,  ...) 

ist,  aaeb 

sein.  Diese  Btlaobel  eraengen  also  eine  Cnrve  |H  vierter  Ordnung,  die  9  in 
denselben  vier  Punkten  wie  triff!;  da  die  Omcdpunkte  4er  Msebel, 
welcbe  SM  eiaengen,  anf  einem  Kegelschnitt  ifi  liegen,  so  kann  diese 
Cnrre  aildb  dnreh  swei  Kegelschnittbüschel  erzeugt  werden ,  deren  Gnind- 
pnnkte  die  Bebnittpunbte  SFGH  und  \^%^^S}  von  »'A.*  und  h^^L*  sind. 
Dies  ergiebt  sieb  daraus,  dass  man  die  BHschel  (x^x/  .  )  und  {k^k^*...) 
nnd  die  von  ihnen  erzeugte  Cnrve  projectivisch  auf  zwei  Btrahlenbiischel 
und  den  von  ihnen  erzeugten  Kegelschnitt  bezieht.  Wenn  QQ'  und  t>C 
die  Schnittpunkte  von  g  mit  den  durch  EFG  HQ  und  ^  %i^S>(J  bestimmten 
Kegelschnitten  sind,  so  sind  die  In v ulntiuiien  A  A /. //,  ..  und 

A'jA  'j,  L^L^^  Ii  •••  ii»  projectivihcher   Beziehung   und  liaben  die- 
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Mfttti  femeiiwehsMidi  «ttttpfeahonden  ^ükte^  wie  die  InTolaÜfmen  ICfC\ 

Wir  leseiahneo  «locfa  die  Sehnittpitttkte  Tdii  s,*^/  mit  X'f^&B',  to 
admetdon  die  Kegeleebnitte  dieies  BtteehelB  g  in  deieellmi  Involntion, 
wie  dlirjeirigen  dee  Bttekels  (<I9®$)  und  eind  dednreb  pn^MÜ^iMli  anf 
dieie,  «wie  e«f  diejenigen  des  Bttselieb  {ßFGB)  belogen.  Deher  enengen 
die  Bflseiiel  {BFGB)  und  (E't€fB*)  eine  Onnre  H^*  ▼ierter  Ordnnng, 
welche  dnreb  die  Sdinittpnnkte  von  g  nnd  K*  gebt.   De  diee  fbr  jede 
Oeiede  dvieb  Q  gilt,  so  alieeen      nnd  MtanmeniUlen. 
8a.Deninncb  kenn  die  Cnrve      enf  nntiblige  Arten  dnreb 
proj eetiviecbe  Kegelsobnittbttaebel  ersengt  werden, 
deren  Grnndpnnkte  man  erbftlt,  wenn  man  dnreb  irgend 
swei  Oruppen  von  rler  Bebnittpnnkten  bomologer  Kegel» 
sebnllte  der  Bfltebel  {ABCD)  nnd  {^0C*i>')  awei  beliebige 
Kegeleebnitte  legt  nnd  deren  Sebnittpnnkte  mit  IT*  be* 
stimmt.   Bs  folgt  also,  dass,  wenn  man  ■nr-'Conatrnetien 
von  K*  irgend  eine  der -so  erbaltenen  Grnppen  TenPnnk- 
ten   als  Basis   eines   erseugenden  K cgclsebnittbttsebele 
wXhlt,  von  der  Basis  des  andern  Bfisehels  nur  ein  Punkt 
beliebig  gewählt  werden  kann;  die  drei  anderen  sind  da- 
durch  bestiranit.  Yf^nn  9l\bo  AB  C  D  EA^M^. .       soviel  Punkte 
Bind,  als  eine  Curve  vierter  Ordnung  bestimmen,  so  hat 
man,  um  diewe  zu  coustniirpn,  drei  i'unkto  X  YZ  zu  suchen, 
welche  der  Projectivität  gnnügen 

{AÜCD)\A^A^...A,\  Ä  [EX  yZ^\A^A^..  //^|. 
Hierüber  vergleiche  Kor  tum,.  Aufgaben  des  dritten  und  viuitcni 
Grades. 

Der  letzte  Satz  behält  seine  fioltung,  wenn  die  Kogelschnittbüuchel 
eitlen  oder  zwei  (yrnndpunkte  gemeiuscbaftlich  haben.  Wir  beachRftigeu 
ans  zunHchst  mit  dorn  letzten  Falle  Die  Biischol  [AHVP)  und  {AH(  'lt') 
«rzengen  eine  Curve  A'*  vierter  Ordnung,  welche  A  aad  B  tu  i>oppel- 
pttokton  hat. 

Alle  KegrIdcbnitU'  der  Bünchel  {Alif'D)  und  ,  A  B  (' IJ  i  können  «us 
den  Punkten  A  und  ß  duich  piujectivisciie  StrablenbUschel  projicirt 
werden.  Dreht  man  alle  diese  Büschel  um  ./  und  D  so,  dass  die 
Strahlen  AI/  und  ß If'  in  eine  Geradt'  iHlleu,  wabrend  die  gegensei- 
tig:e  Lage  aller  übrigen  Strahlen  ungeändert  bleibt,  so  erzeugen  die 
büBchel,  welche  die  Kegelschnitte  {ADC^f)\x^x^*..  \  erzeugten,  auch  in 
der  neuen  Lage  Kegelschnitte  eines  Büschels  (./A?C5T)»Ä*Äi*.  •{» 
die  Büschel,  welche  die  Kegelnchnitte  des  Büschels  {Aß C  O')  projicirten, 
«rzeogen  die  Strahlen  eine«.  Strahlen  büscbels  ... ).     Da  aber  diese 

erhahenr-n  Büschel  (/< //^  jT)  f»''^!^  .|  und  Ul^i  •  )  projectivischer 
Beziehung  stoben,  so  ist  der  Ort  der  Schnittpunkte  ihrer  homologen  Ele- 
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mente  eine  Cnrve  ^  dritter  Ordnung.    Dieae  kann  auf  unsählige  Arten 
dnreh  ein  KegeUchnittbüHchel  and  ein  projeetivischeR  Strahlenbüschel 
eneagt  werden.    Wir  väblen  «of  ^  zwei  ganz  beliebige  Punkte  M  und 
so  ist  durch  deren  entsprechende  ÜJt  und  ^J^  auf  iR^  und  durch  A  und 
B  ein  KegeJachnittbUscbel  tMBtiiBBit;  die  Kegelschnitte  desselben  treffen 
in  solchen  Punktpaaren ,  dass  die  Voi4)iadangslinien  der  Punkte  der 
eiDBelaea  Paare  sich  in  einem  Punkte  ^  von      schneiden.    Ee  werden 
die  Elemente  der  beiden  Btt^bel  {dimifv)  und  ('^)  ans  A  nnd  B  durch 
Strahlenbttscbel  eraengt,  nnd  wenn  wir  aUe  diese  Büschel  um  A  und  B^ 
indem  ihre  gegenseitige  Lage  dnrcbans  nngcAndert  bleibt,  so  drehen,  dass 
die  iik  AB  vereinigten  Sirahlen  sieh  in  D'  sehneiden ,  so  verwandeln  sich 
die  Bfischel  (ABf^^i)  und  (Q')  wieder  in  {4BCD)  and  {ABC'J>')  nnd 
ersengen  £C*i  aber  die  BVi9cM{ABVi9i)  nnd        welche  ft*  eraengten, 
verwandeln  sieh  in  {ABJUN)  nnd  (ABPff)  und  diese  aOssen  natilrlieh 
aneh       einengen,  wooit  geneigt  ist,  dass  man  an  Gmndpnnkten  des 
einen  «teMngenden  BOsohels  ansser  AB  svrei  gana  hdiehlge  l^nnkte  von 
wtiilen  kann.   Im  andern  Bttsehel  aber  ist     als  ein  beliebter  Pnnkt 
ansnsehen.   Denn  legi  man  dnreh  die  beiden  SchniUpnnktet  in  denen 
iripend  ein  KegelachniU  das  Büschels  {AB MW)  die  Cnrve  iC^  «qhaeidet, 
femer  dnreh  AB  nnd  irgend  einen  Pnnlu  X  von      einen  Kegeleebnitt, 
weleber  iT'  neeb  in  7 schneiden  mag,  so  kann    anch  emengt  werden  durch 
die  beiden  B«achel  (ABM»)  nnd  {ABJ:r).  Hiemtas  aber  folgt  der  Sats: 
8b.  Wenn  ..eine  Cnrve  Jt*  vioKter  Ordnung  mit  swei  Doppel- 
paukten  A  und  B  durch  awei  projeolivisohe  Kegelschnitt- 
bilschel,  welche  A  nnd  B  als  gemeinsame  Doppelpunkte 
haben,  ernengt  ist,  so  kann  sie  auf  unendlich  viele  Arten 
durch  zwei  solche  Bfischel  eraengt  werden«    Die  beiden 
.Grundpunkte,  ausser  A  nnd  B^  des  einen  Bttecbels  und 
einen  de«  andern  kann  man  beliebig  enf  det  G.urve  ab- 
nehmen«   Dadurch  aber  ist  der  .lotste  Grundpnnkt  des 
aweiten  BtllscbelB  bestimmt. 
Soll  man  durch  sieben  Punkte  CDEFQHJ  eine  Curve  viertes  Qidr 
nnng  legen,  weldbe  swei  gegebene  PnaUe  A  und  B  fu  Doppelpwikten 
hat,  fo  hat  man  nach  dem  Yoiigen  einen  Pnnkt  X  in  auchen,  wnlcher 
der  Bedingung  genügt,  dass 

{ABCB)\F,  Q^E,J\J{(ABEX)\F,G,a,J\ 
ist.  £s  igiebt  unendlich  viele  Punkte,  welche  dieser  Bedlngnng  genfifia; 
sie  lif|;en  stmmtlicb  auf  einer  Cnrve  vierter  Ordnung,  welche  dayeh 
FQHJ  geht  und  ABB  au  Doppelpunkten  hat.  Daher  giebt  es  aneadlieh 
viele  Onrven  vierter  Ordnung,  welche  A  und  B  an  Doppelpunkten  haben 
and  durah  CDEFGHJ  gehen.  Wir  denken  nna  wieder  die  Ki^elscbnitte 
aller  Büad^,  welche  diese  Curven  ersengen,  durch  projectiv|a«he  Stsalden- 
bflschel  pvojicurt  und  diese  um  A  und  B  unter  EesthalUmg  ihrer  ^egen- 
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uSÜgßM  iMfpb  ao  g«cln1it,  dam  die  .flinlileii  4E  ind  JM  nmoh 

mtMlBa^  so  fgAm  alle  Kagdtefanitte  des  BfitobeU  {AB CD)  in  aokhe 
MMB  uidcnni  Bttiobela  «nd  alle  Obrig««  Ktgdaobmttbliaehe]  ia 

SteaUenbOMlMl  (D),  ...  ttb«r,  dtveii  8eh«it«l  «immOieh  Mf  eiiMn  Kw^V 
ttknHik  Hägen.  Das  KegelachnitMichel  (^ffC^)  «im«;!  ait  jedem  der 
BmUHibllaehel  (D)t . . .  eine  CUmre  ditttar  Ordnung.  Alle  eo  «thalftenen 
Cvrren  dritter  Ordnung  gehen  dnreh  die  eeht  Punkte  i^fiCIDSfS^d, 
Ten  denen  die  letitee  seehs  diejenigen  find,  in  welchen  sieh  nnob  dar 
Drehtmg  die  Strahlen  aehneldeo,  die  sieh  vorher  in  aehnitten. 
Daher  mttaaen  dieae  Cnnren  dritter  Ordnung  einen  nennten  PunkA  9  und 
alle  Ontven  vierter  Ordnung  den  ihn  entspitteheBden  Punkt  M  geMfinaam 
hahen.-  Whr  fialgern: 

ft.  Alle  CurTun  vierter  Ordnung  mit  denaeUen  heiden  Dop, 
pelpnnkten  A  und  0,  welche  dureh  p  i  o j eeiiviaehe  Kegel- 
aehn^ttbaaehel'  eraeugt  aind  und  dureh  dieielbnu  aieben 
Punkte  gehen,  aehneiden  iieh  noch  in  einem  achten 
Pmnktei 

Dilireh  acht  Punkte  Uaat  aieh  vemitteUt  projeetiTi* 
aeher  Kegelachnittbilaebel  nur  eine  Otarre  rieiter  Ord» 
nnng  legen,  welche  awei  befatiinnite  Punkte  nu  Doppel- 
pnnkten  hat. 

Jede  Carye  vierter  Ordnung  mit  »weiDop pel punkten« 
welche  darch  awei  projectiviBche  Xegelscbnittbtiscbel 
erzeugt  ist,  kann  auch  durch  awei  projeetiviacbe  involu* 
torische  Strahlenbiiscliel  erzeugt  Werden,  deren  Scheitel 

in  den  beiden  Dop  pclpunkten  liegen. 

Legt  man   durch   die   Doppelpunkte  J  H  und  irgend 
awei   Punkte  C'/^  ein  Kegels chnittbUschel,  so  BchneiUeii 
die  Elemente  desselben  die  Curve  in  solchen  Punktpaaren, 
dass    deren  Verbindungslinien  Tangenten   eines  Kegel- 
schnittes St-  bind,  welcher  C V  und  die  Ourvo,  letztere  in 
vier  runktt  ii,  berührt.  ♦ 
Der  erste  Tlieil  des  Satzes  folgt  aus  7.    Die  Kegelschnitte  Hq'k*... 
iu  Bfischels  {AB  CD)  sind  den  Tangenten        ...  an  JR*  und  daher  auch 
den  Berührungspunkten  derselben  projectivisch  zugeordnet,  wenn  ^n(,  ... 
diejenigen  Geraden  sind,  welche  die  Schnittpunkte  von  n^x^*  ...  mit  der 
Curve  vierter  Ordnung  vorbinden.    Projiciren  wir  aus  einem  beliebigen 
I'uukte  E  von  '^'^  die  Berührungspunkte,  so  erhalten  wir  ein  zu  (x^^x,*. ..?) 
projeclivisches  Strnlilenbuwchel.     Der  Ort  der  Schnittpunkte  homologer 
Kleinente  ist  eine  Curve  dritter  Ordnung,  welche       noch  in  fünf  Punk- 
ten FiF^F^F^Ff^  ausser  in  E  schneidet,     l'^iner  von  ihnen  muss  der  Be- 
rührungspunkt von  67/  an       sein,  er  Hei  F^.    Die  Tangente  iu  t.^  sei  t^. 
Sie  wird  von  ti^%^*,..  und  den  TaDgeotes  t^i^  .*.  in  einer  Involutton  und 
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enier  dasv  prcjectiTiiclieii  Ponktmlhe  gesehnittenj  Von  ibre»  Doppel- 
punkteD  lUIt  einer  auf  F^^  die  raderen  rimd  die  Bolmittpiinkfce  von 
mit  der  Cunre  vierter  Ordnung.  Die  Sebnittpniii^te  von  if  mit  der  Onrve 
vierter  Ordnung  sind  entent  die  beiden  Bebnittpnnlrte  rem  mit 
femer  die  drei  Doppelpunkte  der  gennnnten  Puiktreibett.  iSner  von 
dieeen  liegt  stets  nuf  CO,  Von  den  beiden  enderen  ftllt  einer  mit  dem 
Sebnittpunbte  von  ^  und  14'  ■usemmen,  so  dass  also  in  F^  swei 
Punkte  der  Curve  sieb  •vereinigen  und  in  Ff  die  Ourve  vierter  Ordnung 
von  ft,*  und  If  berObrt  wird.  Auf  dieselbe  Art  folgt,  dess  sieb  in  F^F^Pg 
die  Curve  vierter  Ordnung  und  ft*  bevflbren. 

Hieraus  llsst  sieb  auf  die  Natur  der  beiden  Doppelpunkte  sebtiessen. 
Wir  legen  dureb  ji  eine  beliebige  Gerade  a  und  sueben  ibre  8chnitl> 
punkte  mit  der  Curve  vierter  Ordnung.  Auf  «  sei  P  ein  beliebiger  Punkt; 
.  von  ibm  lassen  sieb  awei  Tangenten  p  und  p  an  |t*  sieben ,  denen  nwei 
Kegelsebnitte  und  entspreebeui  welobe  a.noeb  in  und  Qp^  sebnei- 
den.  Aendert  sieb  P  auf  e,  so  werden  Qp  und  0/  die  Punktpaare  einer  sur 
Pnnktreihe  P,„  projeetiviseben  Involution  duroblaufen,  weil  dieTaageiiten 
pp'  eine  Involution  bilden.  Von  den  drei  Doppelpunkten  der  Bi^en  (P...) 
und  «..)  niH  einer  auf      die  anderen  sind  die  Dnrebsebnitte  von  « 

mit  der  Cnrve  vierter  Ordnong.  Wftblt  man  an  Btetle  der  beliebigen  Ge- 
raden a  eine  der  beiden  Tangenten  von  A  an  ft*,  s.  B.  I^i  und  ist  k\ 
der  ibr  emtspreebende  Kegeleebnitt  und  t«  die  Tangente  an  demselben 
in  i#,  so  ist  einer  der  Sebnittpunkte  von  v«  mit  der  Curve  vierter 
Ordnung,  also  f«  eine  Tangeote  in  A  an  diese  Ourve.  EHienso  folgt, 
dass  es  noeb  eine  andere  Tangente  ^  an  die  Curve  giebt.  Diese  beiden 
Tangenten  beissen  die  Doppelpanktstangenteo.  Im  Punkte  B  giebt 
es  natttrlieb  aueb  swd  Doppelpnnktstangenten.   Wir  sobliessen: 

10.  In' jedem  der  Doppelpunkte  lassen  sieb  awei  Tangen» 
ten  an  die  Curve^vierter  Ordnung  sieben,  wenn  diese 
Punkte*  ausserbalb  |f  liegen.  Liegt  einer  von  ibnen  auf 
it*,  so  ist  er  eine  Spitse,  und  liegt  e-r  innerbalb  It*,  so 
ist  er  ein  uueigentlieber  Doppelpunkt 

Wir  denken  uns  in  A  und  ß  die  beiden  projeetiviseben  Strablen- 
involutionen,  welebe  die  Curve  iC*  projiciren.  Es  seien  «1,  und  a',,  die 
beiden  DoppelsCrablen  von  {A)\  ibnen  entspreeben  in  {ß)  die  Strablen- 
puare  b^b^  und  ^'i^«.  Diese  sind  die  vier  Tangenten,  wel^e  sieb  von  B 
an  X*  sieben  lassen.  Ebenso  folgt ,  dass  sieb  von  A  vier  Tangenten  an 
JC*  neben  lassen.  Also« 

11.  Von  jedem  der  Doppelpunkte  lassen  sieb  an  die  Ourve 

vier  Tangenten  sieben. 
Mit  Hilfe  v«n  8  Usst  sieb  der  Sata  beweisenx 

12.  Wenn  eine  Cnrve  B*  vierter  Ordnung  dureb  swei  pro- 
jeetivisebe  Kegelscbnittbfisobel  eraengt  ist,  so  wird 
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sie  Ton  jedem  KegeUehnitte  IT*  In  eeht  Pankten  ge- 
sebnitten. 

Die  Cnrve  sei  eneugt  dnieh  die  Batehel  (J  BCD)  und  {4B^Clf). 
Zwei  Scbnittpunktd  von  und  JT'  eeien  E  und  S'.  Man  kenn  denn 
eneh  enengen  darcb  swei  projeetiviiche  KegekebnittbUschel  {EFGH) 
nnd  (E'F'^E')  (vergl.  8).  Die  Kegelaehnitte  dieser  Bttscbel  treffen 
in  Pnnktgmppen  von  je  drei  Punkten.  Man  lege  dnreb  jede  dieser 
Omppen  nnd  swei  feste  Pnnkte  AT  nnd  £,  von  denen  K  auf  if'  liegt, 
Kegelsehsitte,  so  bilden  diese  swei  projeetiTisebe  BQsebel  (iCLMN)  nnd 
{ELM'N'),  welebe  eine  Onrve  9*  vierter  Ordnung  enengen,  die  AT  nnd 
l  SU  Doppelpunkten  bat.  8ie  sebneidet  iT'  in  den  Sebnittpunkten  von 
und  —  Aus  AT  und  L  denke  man  sieb  die  Kegelsebnitte  der 
Iwiden  Büsebel  dureb  projeetivisebe  Strablenbllsebel  projieirt  und  diese 
um  AT  und  X  gedrebt,  bis  die  Strablen  und  ZJV  in  die  Gerade  £L 
fallen.  Dann  verwandeln  sieb  die  Kegelsebnitte  des  BOsebels  (KLMH) 
in  die  Strablen  eines  BOsebels  (91)  und  die  Kegelsebnitte  des  BOsebels 
{MHni%  in  die  eines  andern  (Kim^!),    Da  aber 

(iriaw'9i')Ä(90, 

•0  erseugen  diese  BOsebel  eine  Curve  ft*  dritter  Ordnung. 

Der  Kegelsebnitt  wird  aus  L  und  X  dureb  ein  StrablenbOsebel 
(£)  und  eine  su  ibm  projeetivisebe  Involution  (A)  projieirt;  beide  BO- 
sdiel  enengen  naeb  der  Drebnog  eine  Cnrve  Jü*  dritter  Ordnung,  welebe 
in  ff  einen  Doppelpunkt  bat  nnd  dureb  L  gebt.  Sie  sebneidet  die  Curve 
ft*  ausser  in  K  und  L  noeb  in  seebs  Punkten  Drebt  man 

aimmtliclie  BOsebel  in  die  alte  Lage  zurOek,  so  folgt,  dass  die  C^in 
9^  und       ausser  in  E  sieb  neeb  in  seebs  Punkten  /\ . . .  schneiden. 
Dureb  diese  seebs  Punkte  gebt  aueb  AT*;  also  sebneidet  diese  Curve  den 
Kegelselmitt  It^  in  den  aebt  Punkten  EE'l\...P^, 
18.  Sind  K^«i'a,\..)  und  {ßo'ßi^ßt'' swei  Büschel  von  Cur- 

ven  dritter  Ordnung  und  es  schneiden  sich  a^^  und  ß^^^ 
und        in  je  drei  Punkten  derselben  Geraden  y,  so 

sebneiden  sich  auch  die  übrigen  Curven  paarweise  iu  j o 

drei  Punkten  dieser  Geraden. 

Die  Gmndpunkte  der  beiden  Büschel  seien  A^...Aq  und 
•man  denke  sich   die   einzelnen  Curven  durch  die  KegelschnitthUschol 
.../Ij   und  (/^,  ...^4)  und   die  zu  ihnen  projectivischen  Strahlen- 
büschel  (/l'o),  {A\),  {A\),  ...  uml  (^'1)1  ('^'s).  ••   erzeugt,  so  liegen 

alle  Punkte  a'  auf  dem  KogelHchnitte  A^^  der  durch  dio  Punkte  A^...A^ 
bestimmt  ist,  und  alle  Punkte  //  auf  einem  Kegelschnitt  />'-,  der  durch 
die  Punkte  ^5  ...  ^3  bestimmt  ist.  Es  seien  M  M  '  und  N' N"  die  Schnitt- 
punkte von  A^  und       mit  g. 

Die  Kegelschnitte  des  Büschels  A^..,A^  und  die  Strahlen  der  Bli- 
iehel  (i^'^),  (-^'1),  ...  schneiden  y  in  der  Involution 

S«l*s«hilft  t  Mfttbsnatik  «.  Physik,  ZXIU,  2.  8 
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und  den  sii  ibr  proJeetiTiaehen  Baihen 

1^0»  ^0»  ^  0»  •••  ^  I 

^1  ^'n  ^'n  •••         ^  f 

In  gleicher  Weite  werden  durch  dai  Kegelsehnittblieehel  {B^..,  B^)  und 
die  sn  ihm  projectivisehen  Strehlenbflsehel  (^o)>  (^i)i  9 
Invotn«..  ^        p  j,.^^  ^^p,^^ 

nnd  die  projeetiTieehen  Panktreihen 

Ooi  O'o,  O"o»  .'.i  ^'i  ^"i 
Ol«  O'i»  D"|t  ...»  N\  N\ 

bettimmt. 

Einen  beliebigen  Pnnkt  J  verbinde  man  mit  den  beiden  InTolntionen 
auf  g\  irgend  swei  Gerede  /|  nnd  1^  dnreh  /I  trelFen  g  in  iwei  Punkten, 
die  Pm  nnd  oder  0^  nnd  heinen  mögen ,  je  nachdem  eie  der  ersten 
oder  iweiten  InTolntton  nngebSren.  Ihnen  entsprechen  nnd 
oder  Qo<*^  nnd  Oo<^.  Anf  diesen  Gereden  l|  nnd  If  nehme  man  swei 
beliebige  Punkte  und  siebe  $o'*'^i  und  tjßo^^^C',,  die  sich  in  D^^ 
femer  Oq^'^^'i  ^)^'^^si  sieh  in  Bq  sehneiden  mögen,  dann  ersen- 
gen  die  Bttsebel 

^(/>oP;,  i>|i»'i, ...)  und  2>o(ft.  »0.  ...)• 

"^(i^C^oi  OiC^it  und  i;»(0«,Oof  — ) 
swei  Gurren  dritter  Ordnnng  Öq^  and  (q\  die  J  sum  gemeinsamen  Dop- 
pelpunkte haben  und  durch  die  Punkte  C|  und  gehen.  —  Man  lege 
nun  durch  M* M**C^C^Dq  einen  RegelsebnUt  so  ist  swisehen  seinen 
Punkten  und  denen  von  g  eine  projeotiTisehe  Bealehung  dadurch  her- 
gestellt, dass  den  Punkten  ^o''')H3o^*>Ar'itf'' von  g  die  Punkte  M'iV' 
von  zngeordnet  sind.  Deshalb  mois  die  Pnnktreihe  auf  />*  auch  mit 
den  Panktreihen 


in  proj«'ctivisclier  Bozinhung  und  persp(»ctivi8cber  Lage  sich  befinden. 
Sind         /Vj,,  ...  flio  perBpectivischen  Ccntra,  bo  erzeugen  die  Büschel 

(/>j),  (/^«),  ...  mit  der  Involution  ...)• 
Cnrvon  dritter  Ordnung  ö,'*,  d/,  ....  die  mit      zu  einem  Büschel  gehören, 
welclies  (\  und      zu  zwei  Grundpunkten  und  J  som  gemeinsamen  Dop- 
polpuukt  bat. 

Durch  die  Punkte  N'      (\C^Rq  ist  ein  KegelHchnitt  E*  bestimmt, 
de.S8en  Punkte  mit  den  Punkten  0„0'o--.  von  g  in  projectiviscbe  Be- 
Ziehung  dadurch  gebracht  sind,  dass  den  Punkten  Di/'^'O,,"'' '  von  g 
die  Punkte  C\C^N'N"  von  E*  angeordnet  sind.   Diese  Panktreijie  auf 
muss  mit  den  Ponktreihen 
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cbenfÄlls  in  projoctivischer  Beziehung  und  perspectiviscber  Lage  sich  be- 
finden.   Wir  nennen  die  perspectivischen  Centra 

^0»        ^a»  ••• 
nnd  erhalten  in  ihnen  Stnhlenbüachel 

(Äo),  (iPJ,  (Ä,). 
welche  mit  der  Inyohition 

in  projeetiTifleher  Bestehnng  ftehen  nnd  mit  ihr  die  Cnrren 

^0^»  ^1^»  •  •  • 

dritter  Ordnung  oines  Hüschels  erzeugen,  welche  eämmtlich  J  zum  Dop- 
pelpunkt haben  und  durch  (^jT^  gehen. 
Ana  der  Erzeugung  der  Curven 

V>       V'  •••  fi^  V»  ••• 

folgt,  daas  sie  die  Gerade  p  in  denselben  Pnnktgmppen  tr^iTen,  in  denen 

«0^  «l^  «^^  •••  ußii  /^o^    /^«^  ••• 

geischnitten  werden. 

Man  kann  sich  jede  der  Curvon  ö,,',  ö,^  ...  und  fp',  f,*,  ...  auch 
erzeugt  denken  durch  eine  Involution  mit  dem  Sclieitel  J  nnd  ein  Straldcn- 
biischel  mit  dem  Scheitel  <\ .  Dreht  man  dann  alle  Involutionen  und 
alle  Büschel  um  J  und  (\y  so  daas  die  Strahlen  /JC^  und  C^C^  in  die 
Gerade  J  C\  fallen,  bo  erzeugen  die  Büschel  in  der  neuen  Iv^e  zwei 
Kegelschnittbüscbtil 

und  (fo'f, *...), 

welche  /f  zum  gemeinsamen  Grundpunkt  haben.  -  Die  Gerade  g  wird 
durch  zwei  projectivische  Büschel  in  perspectivischer  Lage  projicirt, 
welche  nach  der  Drehung  einen  Kegelschnitt  erzeugen.  Dieser  wird 
von  jedem  der  Kegelschnitte  der  beiden  Büschel  ausser  in  J  noch  in 
drei  Punkten  geschnitten.  Da  sowohl  die  Kegelschnitte  nnd  als 
«ncli  (^j*  und  fj*  sicli  in  drei  Punkten  von  treffen,  80  müssen  sich  alle 
Kegelschnitte  der  beidt-n  Büschel  paarweise  auf  treffen. 

Dreht  man  die  Büschel  in  J  und  wieder  in  die  alte  Lage  zarttck, 
in  scbliesst  man  zunächst,  dass  die  Curven  der  BUschel 

(V<5:'  -  )  nnd  (V »!*...) 
and  dann  nnch  diejenigen  der  Büschel 

W.'...)  »»a  WA»-) 

neb  paarweise  in  dr«i  Punkten  ven  g  sehneiden. 
14.  Zwei  projectivische  Bttschel  von  Cnrven  dritter  Ord- 
nung ersengen  eine  Gnrve  sechster  Ordnvng,  welche 
dnreb  die  Ornndpnnkte  der  Bttschel  geht. 

8» 
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Die  projectiviaeliMi  Cairenbllsebel  seien  (oo^*-  )  und  (^o^'^Ot  ^Qicli 
die  Ponktgruppen ,  in  denen  die  Cnrven  eine  beliebige  Gerade  §  aebnei> 
den,  nnd  drei  feste  Punkte  C^C^C^  lege  nwn  Cnrven  dritter  Ordnung, 
welebe  einen  gemeinsebnftUehen  Doppelpunkt  A  bnben ,  so  erbXlt  men  sw«i 
nene  projectiviscbe Cnnrenbflsebel  {dAC^  ^t^^C^C^  und  i^ä äCyC^C^C\C 
Jede  dieser  Cnrven  kann  man  rieb  erzeugt  denken  dnrcb  dne  Involntion 
in  A  nnd  ein  projectiviscbes  Büsebel  in  ;  die  Gerade  g  wird  ans  d 
nnd  C,  dnrcb  zwei  projectivische  Bttschel  projicirt.  Dreht  man  sinunt- 
liebe  Büschel  um  d  nnd  Cj,  bis  die  Strahlen  AC^  und  C^C^  mit  AC^ 
zusammenfallen,  so  erzeugen  sie  in  der  neuen  Lage  zwei  Kegelschnitt- 
bUschel  (^©3 64^15)  und  (-^^'C^yß  4  5)  und  einen  Kegelschnitt  y*  dnrch 
dC^.  Die  beiden  Büschel  sind  in  projectivischer  Beziehung  und  erzeu- 
gen eine  Curve  üf*  vierter  Ordnung  mit  den  Doppelpunkten  und  (l,, 
welche  noch  in  sechs  Punkten  schneidet.  Die  diesen  verwandten 
Punkte  auf  g  sind  solche,  in  denen  sich  homologe  Gurren  der  Büschel 
(o^...)  und  schneiden.    Daher  ist  die  vou  diesen  Curveu  erzeugte 

Cmve  von  der  sechsten  Ordnung. 
15.  Die  Goraden,  welche  die  Sclinittpunkte  homologer  Ke- 
gelschnitte zweier  projectivischen  Kegelschnittbüscliel 
verbinden,  werden  von  einer  Curve  s ecli stör  C lasse  mit 
drei  Doppel  langen  ten  eingcliiillt  und  schneiden  sich 
in  don  Punkten  einer  Curve  sechster  Ordnung  mit  sechs 
Doppelpunkte  n. 
Sind  (^/?C/>)jx^x,^..j  und  {A'  B' C  . ,  .\  die  projectivischen 

Kegelschnittbüschel,  so  wird  x-  vou  allen  Kegelschnitten  des  andern  Bü- 
schels in  solchen  Punktgruppen  geschnitten  ,  dass  die  Verbindungslinien 
derselben  von  einer  Curve  dritter  Classe  A',  eingehüllt  werden,  welche 
auch  die  sechs  Verbindungslinien  der  Punkte  A  H  C'D'  berührt.  In  gleicher 
Weise  wird  von  allen  Kegelschnitten  des  andern  Büschels  in  solchen 
Punktgruppeu  geschnitten,  dass  deren  Verbindungslinien  von  einer  Curve 
/rg  eingehüllt  werden,  welche  die  Verbindungslinien  der  Punkte  Ali  CD 
berührt.  Diese  beiden  Curven  liaben  die  drei  Geraden  f^U^^y  welche  vou 
beiden  Büscheln  in  denselben  Involutionen  i^esclinitten  werden,  zu  gemein- 
schaftliclien  Tangenten  und  ausserdem  die  sechs  Verbindungslinien  der 
Schnittpunkte  von  und  i*.  Je  zwei  homologe  Kegelschnitte  liefern 
zwei  homologe  Curvön  zweier  Curvenschnaren  dritter  Classe,  von  denen 
die  eine  Scliaar  die  Geraden  AB,  AC,  AD,  BC,  BD,  CD  und  t^t^t^,  die 
andere  A' l;\  A'C\  a' D\  lfC\  B'D\  C' D'  und  i^tJ.  zu  Grundtangeuten 
hat.  Die  übrigen  gemeinschaftlichen  Tangenten  werden  daher  (vergl.  14) 
vou  einer  Curvo  6'^  sechster  Classe  eingehüllt,  welche  l^t^l^  zu  Doppel- 
tangenten hat. 

Der  Kegelschnitt  x'^  constituirt  mit  dem  Büschel  (A^A,-...)  ein  Kegel- 
schnittnetzj  die  Scheitel  der  im  Netse  vorkonunenden  Geradeupaare  liegen 
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•af  einer  Curve  x*"*  dritter  Ordnung,  welche  durch  neun  feste  Punkte 
geht,  uämlich  erstens  dardi  die  Scbeitel />,  der  im  Büschel  (A^A,'...) 
vorkommendcu  Geradcnpaarc  und  zweitens  daroh  die  Doppelpunkte  T,  T\, 
T^T\f  T^T\  der  Involutioneoi  in  denen  l^y  f.^  von  den  Kegelschnitt 
ten  heider  Büschel  goschuitten  wird.  Aaf  diesclhe  Art  rufen  die  Kegel* 
fichnitto  x,*Xj'...  Curveu  dritter  Ordnnng  Kj^x^"*...  hervor,  welche  sSmmt- 
lich  durch  die  neun  Punkte /r^  1,  ^  T',  7,  7',  7,  F  ,  geben  and  daher  ein 
BOschel  bilden. 

Sind  K^K^k^  die  Tripelpnnkte  des  Biiache]«  (x'xi*...),  so  ruft  jeder 
Kegelschnitt  des  Bttacfaele  (A*A,*...)  mit  diesem  Bttschel  eine  Curve  (A'A,'...} 
hervor  nnd  es  bilden  alle  diese  Cnrven  ein  Bflschel  mit  den  nenn  Grand* 
paukten  AT^ AT, IT, 7|  7\J,J',  7,  r,.    Die  beiden  Büschel  (»V:-)  <>»d 
(A'ii*...)  lassen  sich  projectivisch  anf  einander  belieben,  wenn  man  Je 
swei  Cnrren  wie     nnd     einander  anordnet,  welche  die  Tripelcarven 
der  Netse  a*A'l|'  nnd  i*»'x|'  sind,  in  denen  a*  nnd  A'  entsprechende 
Kegelschnitte  sind.    Daher  ersengen  jene  beiden  Bfischel  von  Cnrven 
dritter  Ordnung  eine  Cnrve  C  sechster  Ordnnng,  welche  die  Punkte 
7, 7*2  7,  7',  7,  T\  au  Doppelpunkten  hat.   Hiermit  ist  der  aweite  Tb^  des 
obigen  Bataes  bewiesen,  da  je  swei  homologe  Cnrven  der  beiden  Büschel 
(s*...)  und  (A*...)  sich  in  den  drei  Tripelpunkten  der  Büschel  (a*!*), 
(S|'A|*),         welche  durch  homologe  Kegelschnitte  gebildet  werden, 
aebneiden.  Man  kann  diesem  aweiten  Thmle  auch  folgende  Fassung  geben: 
16.  Sind  awet  Kegelschnittbüschel  projectivisch  aufein- 
ander beaogen,  so  bestimmen  je  awei  homologe  Kegel- 
schnitte ein  BttscheL  Die  Tripelpunkte  aller  dieser  Bü- 
schel liegen  auf  einer  Curve  sechster  Ordnung,  welche 
die  Punkte  T^T'^T^T'^T^T*^  au  Doppelpunkten  hat»  von 
denen  T^T'^^  ^s^'i  eonjugirte  Punkte  in  Beaug  auf 

beide  Büschel  sind. 

Wenn  man  die  Kegelschnitte  der  beiden  Büschel  auf 
alle  möglichen  Arten 'projectivisch  auf  einander  be- 
sieht, so  erhält  man  andere  Cnrven  und  C^,  von  denen 
die  ersten  sAmmtlich  t^t^t^  an  Doppeltangenten,  die  an- 
deren 7j  T\  T\  7s  7  3  zu  Doppelpunkten  haben.  Unter 
den  ersten  giebt  es  drei,  welche  in  eine  Curve  fttnfter 
Classe  und  einen  Punkt,  unter  den  lotsten  drei,  welche 
in  eine  Cnrve  fünfter  Ordnung  und  eine  der  drei  Oe- 
raden ii^th  degeneriren.  Jene  drei  Punkte  sind  die 
gegenttberliegenden  Punkte  der  Basen  der  beideuKogcl- 
sehnittbüschel  in  den  drei  Cnrven  dritter  Ordnung,  in 
welche  der  Ort  der  Schnittpunkte  homologer  Kegel- 
schnitte der  beiden  Büschel  bei  einer  bestimmten  pro- 
jectivischen  Anordnung  derselben  degeneriren  kann. 
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Die  Punkte  T^T\,  T^T\,  7,7',  sind  die  Gegeneekott 
einei  ▼olUtftndigen  Vierseits. 

Eine  Carve  sechster  Ordnung,  welche  die  Mchs  £ckeii  eines  toU* 
ständigen  Vieneits  zu  Doppelpunkten  hat,  kann  auf  anzühlige  Arten 
durch  svei  projeetiviielie  Bttscbel  von  Cnrren  dritter  Ordnung  erseugt 
werden. 

Wenn  eines  der  beiden  Kegelschnittbüscbel  iu  eine  StrahleninTolution 
tibergeht«  so  erleiden  die  vorigen  Sätze  einige  Modificationen. 

Der  Ort  der  Schnittpunkte  homologer  Elemente 
eines  inTolntoriseheto  StrahlenbüscheU  (A)  und  eines 
zn  ihm  prujectivischen  KegelschnittbüscheU  ist  eine 
Cnrve  vierter  Ordnung,  welche  A  znm  Doppelpunkte 
hat  nnd  enf  nnsXhlige  Arten  durch  dasselbe  involuto- 
riseheStrahlenbttschel  und  projeetivischeJKegelschnitt- 
bttschel  erseugt  werden  kann.  Von  den  Basen  dieser 
Kegelschnittbttschel  kann  ein  Punkt  beliebig  gewählt 
werden;  die  drei  anderen  erhält  man,  wenn  man  dureh 
ihn  und  irgend  vier  Schnittpunkte  eines  Strahlenpaa- 
res von  {J)  mit  iC*  einen  Kegelschnitt  legt  und  dessen 
Übrige  drei  Schnittpunkte  mit  bestimmt. 

Aus  14)  ergiebt  sich,  wenn  das  eine  Büschel  dritter  Ordnung  iu 
eine  Gerade  und  ein  Büschel  sweiter  Ordnung  serfällt,  der  Sati: 

17.  Zwei  projeetivische  Büschel  von  Gurven  sweiter  und 
dritter  Ordnung  erzeugen  eine  Gurve  fünfter  Ordnung, 
welche  durch  die  Grundpunkte  beider  Büschel  geht. 

Es  folgt: 

Zwei  projectivische  Inyolutionen  Tom  sweiten  und 
dritten  Grade  auf  demselben  Träger  haben  fünf  Doppel- 
punkte. 

18.  Die  Geraden,  welche  die  Schnittpunkte  homologer  Ele- 
mente eines  involutorischen  Strahlenbüschels  und  eines 
ihm  projectivischen  Kegelschnittbüschels  verbinden, 
haben  als  Enveloppe  eine  Gurve  fünfter  Glesse  mit 
swei  Duppeltangenten  und  schneiden  sieh  in  den  Punk- 
ten einer  Gurve  vierter  Ordnung  mit  einem  Doppel^ 
punkte. 

Es  seien  au^^  bb^,  cc^,  ...  die  Strahlenpaare  der  Involutbu  {S\ 
a^  . ..  die  Kegelschnitte  des  Büschek      A^Jj^A.^,   Das  Geraden- 

paar 0«!  wird  von  allen  Kegelschnitten  a'...  in  Punktpaaren  projectivi- 
scher  InvolnUonen  geschnitten;  die  Verbindungslinien  homologer  Punkt- 
paare  haben  als  Enveloppe  eine  Cnrve  «3  dritter  Clause,  welche  die  sechs 
Verbindungslinien  der  vier  Punkte  //,  A^A^J^  zn  Tangeuteu  hat.  Weiter  wird 
der  Kegelschnitt     von  allen  StraLlcupaarcu  aa^^UO^f ...  iu  solchen  Punkt- 
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^tdrnpeln  gMchnitteiii  d«M  cU«  VerbindiiDgiliiiimi  der  Punkte  eines  jeden 
soleben  Qnndnipels  von  einem  Kegelschnitte  k*  eingehflllt  werden,  wel- 
cher die  DoppelstmUen  itit  von  (5}  sn  Tangenten  hat.  Die  Canren 
nnd  k*  haben  die  Verbindungslinien  der  Schnittpunkte  von  ao^  und  »' 
SU  vier  gemeinsehafdichen  Tangenten  und  da  sie  noch  awei  andere  ge- 
meinschaftliehe Tangenten  haben,  so  mOssen  dies  die  beiden  Geraden  ii 
und  ^  sein,  welche  Ton  beiden  Büscheln  in  denselben  Involutionen  ge- 
schnitten werden.  Auf  gleiehe  Weise  werden  durch  bb^  und  x/,  cc^  und 
Si',...  Curren  ^i'A^'...  bestimmt,  so  dass  alle  Ourven  (^al^a/a-** 

eine  Schaar  mit  aeht  gemeinschaftlichen -Tangenten  und  X*kj^l^*.,,  eine 
K^gelsehnittschaar  mit  vier  gemeinschaftlichen  Tangenten  bilden  und 

(«3/^3^3  ...)Ä(A*VV--0 
ist    Die  gemeinsamen  TaDgeuten  homologer  Elemente  beider  Bttschel 

bähen  als  Enyeloppe  eine  Gurre  ftlnfter  Glesse  mit  den  beiden  Doppel* 
tsngenten     und  t^. 

Femer  sind  die  Tripeleunren  der  durch  die  Gurren  ua^,  bb^^ 
x^,  x^^;  c-Cj,  x^  Xj^;  «.constituirtenKegelsohnlttnetieGunren  dritter  Ordnung, 
wddie  durch  die  Tripelpunkte  K^K^K^  des  Büschels  (x^Xj-...),  durch  8 
nnd  seinen  conjugirten  Punkt      in  Beaug  auf  dieses  Büschel  und  end- 
lidi  duioh  die  Doppelpunkte  2\  T\  und     T\  auf     und     gehen  und 
slso  ein  Büschel  bilden.   Wir  nennen  diese  Gurren  Weiter 
bestimmt  jeder  KegelschnitI  des  Büsehds  x^x^'x,^...  mit  dem  Büschel  {S) 
ein  Netz,  dessen  Tripelcurren  in  Gerade  Uegcneriren,  nämlich  in  die  Po- 
laren s8^s^..,  von  8  nach  s*X|'x,*...,  ^e  sieh  in  5'sehneiden.  Da  nun 
S\ss^s^,..)'f\{a.'^pY^ ,,.)  ist,  so  erseugen  beide  Büschel  eine  Gunre 
vierter  Ordnung,  wdche  S'  sum  Doppelpunkte  hat  und  durch  die  Punkte 
lL^k\k\ST^  T\  T^  T\  geht.   Diesem  Resultat  geben  wir  noch  die  Form: 
19.  Sind  ein  involntoriscbes  Strahlenbüschel  und  ein  Kegel* 
schnittbttschel  proj ectivisch  aufeinander  besogen,  so 
bestimmen  jo  zwei  homologe  Elemente  ein  Kegelschnitt- 
büsehel.    Die  Tripelpunkte  aller  dieser  Bttschel  liegen 
auf.einer  Curve  vierter  Ordnung,  welche  durch  die  drei 
Paare  von  Punkten  SS',  I\T\,  T^T\  geht,  welche  gleich- 
zeitig in  Bezug  auf  beide  Büschel  conjagirte  Punkte 
sind,  und  S'  zum  Doppelpunkte  hat. 
Es  ist  noch  zu  bemerken,  dnbs  die  Gerade  SS'  die  ucuutc  gcuiuiu- 
schaftUcbe  Taugeute  der  Curveii  a"'/5''y'...  ist. 

(furliatiuug  fulgl.j 
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KinemaUseh-geometriBohe  Theorie  der  Bewegung  der  affin- 
▼erftnderliehen,  fthnlleh-veränderliehen  nnd  starren 
rftomliehen  oder  ebenen  Systeme. 

Yon 

Dr.  L.  BUBMESTEH, 
Vnttum  AB  kBBlfL  Mjieehaikui  an  11im4«b. 

Hierzu  Taf.  lü,  Fig.  4  —  lü. 


XSnter  ThelL 

Kill  iHUinliclir«  oder  obcnrs  System,  wclchcb  sicli  derart  ändert,  dass 
pÄiallele  Gerade  parallel  bleiben  und  jede  gerade  Piinktreibc  in  eine  Ähn- 
liche Punktreihe  tibergoht,  wird  ein  affin-veränderliches  System 
genannt;  dasselbe  ist  der  .specielle  Fall  eines  collinear  -  veränderlichen 
räumlichen  oder  ebenen  Systems,*  dessen  Phasen  beständig  resp.  die 
unendlich  ferne  Ebene  oder  unendlich  ferne  Gerade  selbstentsprechend 
gemein  haben.  In  dieser  Abhandlung  wollen  wir  die  fundamentalen  Be- 
ziehungen der  Bewegung  eines  affin  -  veränderlichen  räumlichen  oder  ebe- 
nen Systems,  welche  die  Bewegung  des  ähnlich  -  veränderlichen  oder  star- 
ren Systems  als  Specialfall  enthält,  mit  den  einfachsten  synthetisclien 
Hilfsmitteln  ableiten  und  uns  ein  übersichtliches  geometrlHches  Bild  der 
Bowegungsformen  erwirken ,  durch  welches  die  Weiterf  orschung  geleitet 
und  gefordert  "wird.  Herr  Dur  ran  de**  hat  das  affin  -  veränderliche  räum- 
liche System  zuerst  analytisch  behandelt  und  manche  interessante  Be- 
ziehungen auf  diesem  Wege  abgeleitet  und  angegeben;  aber  dieselben 
verleihen  uns  keine  klare  Einsicht  in  den  Geschwindigkeits-  und  Beschleu- 
Digungszustand  des  veränderlichen  Systems,  sondern  verschleiern  die  geo- 
metrische Uebersichtlicbkeit,  weil  er  die  frnchtreiche  Anwendung  der  aus 
den  Lehren  der  projectiviseben  Geometrie  bekannten  Besiehungen  der 


*  Bormeiter,  ffinemaÜtdi-geometriMhe  Untenoohuigen  eto.,  Zeitsohrift 
t  MatiL  u.  Phys.  Bd.  XX,  S.  381. 

•*  Comptea  Bendus  LXXTV,  1234;  LXXV,  1177:  LXXVJJl,  1036.  ^ 
naka  sdcntifiguea  de  l'ecok  normale  eupiriewre         ;i,  II,  81. 
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AfSsititt  vefBGhiDiht,  Ferner  bat  Herr  Kirehhoff  in  seber  „Mathe- 
natiMhen  Pbynk***  einige  wichtige  analytische  Beiiehnngen  des  affin- 
Yflfinderlichen  rXnmlichen  Byetems  behnft  der  Bebaadlang  der  hydro* 
dynamiaehen  Differentialgleichungen  abgeleitet,  um  an  den  Helmbolta- 
•dien  Wirbelltnien  nnd  Wirbelftden  an  gelangen,  nnd  mehrere  Beenltate 
mitgetheih,  die  anch  ohne  analytiaehe  Darlegung  ans  der  Definition  des 
alfin  •▼erSnderlichen  Syatenu  hervorgehen ;  aber  eine  eingehende  Unter- 
sachnng  der  Bewegnng  dieaes  Byitemi  nnd  eine  Ableitong  der  fnada- 
mentalen  Beaiebangen  ttber  Oesdiwindigkeit  nnd  Beieblennigung  dessel- 
ben wird  dort  nicht  gegeben. 

Sind  in  Fig.  4,  Taf.lII,  A^B^C^,,.  wikd  A^B^C^ Shnliche  Punkt- 
leihen  anf  iwei  nn  Banne  oder  in  einer  Ebene  liegenden  Geraden  Oi, 
nnd  theilen  wir  die  Verbindnngsstreeken  entsprechender  Punkte  in  gleiche 
Yerhiltniise,  so  dass 

A^Ag    B^Bjg  CfCs 

ist,  dann  liegen  anch  die  Punkte  AxB^^x'-.  auf  einer  Geraden  gx  nnd 
bilden  eine  mit  jenen  Punktreihen  iihuliche  Pnnktrcihc;  doun  wcnu  wir 
A^B^C^...  parallel  nach  Arß^y^...  und  A^B^t\..,  parallel  nach  Axß^^y^ 
venchieben,  so  ergiebt  sich  aus  unserer  Figur  die  Aehnlicbkeit  jener 
Pvnktreiben. 

Betrachten  wir  die  Eckpunkte  zweier  in  verscliiedeueu  Kbenon  liegen- 
der Parallelogramnft;  A^B^C^D^  und  A^B.,C\l)^  (Fig.  5)  als  homologe 
Punkte  vou  zwei  afiiuen  räumlichen  Systemen  N, ,  und  theilen  wir  die 
Verbindungsstrecken  der  homologen  Punkte  durch  C',,  />,  be- 

zieheudlicb  in  gleiche  Verbältnisse,  so  dass 

A,  A^_B,Bx^C,Cx^D,D^ 

A,A.r    B^Bx    C^Cx  D\b\^ 
'ist,  dann  bilden  auch  die  Punkte  A^B^CxD^  ein  Parallelogramm;  denn 
»eben  wir  A^ß,  i?:     /.', ,  ferner  />,y,  4t /^jC,,  />,y,#  /),C„ 

«0  liegen  die  Punkte  resp.  auf  den  Seiten  y^y^  der  entstan- 

denen congruenten  Dreiecke  ^i^/Ji^i,  ^»ftYn  theilen  diese  Seiten  in 
die  Verhältnisse  „  „ 

und  demnach  ist  A.^B^'^DxCx.  Denken  wir  uns  die  Verbindungs- 
titrecken der  homologen  Eckpunkte  zweier  Parallelepipede  der  attuipn, 
ähnHchen  oder  cougruenten  räumlicheu  Systeme  ,  durch  Punkte  in 
gleiche  Verhältnisse  getheilt,  so  bilden  auch  diese  Punkte  ein  Parallel- 
epipcd,  und  hieraus  folgt,  dass  die  Punkte,  welche  die  Verb  in - 
dungsstrecken  homuloger  Punkte  zweier  affiner,  ähnlicher 


*  Kirch  hoff,  Vorlesungen  Aber  mathematische  Physik  1876,  10.  Vöries. 
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oder  congmenter  rftninlicher  Systeme  8^  in  gleiche  Verhili- 
nisee  theilen,  ein  mit  diesen  Byttemen  affines  rünmlielien 
System  8^  bilden. 

De  bekanntUeh  swei  affine  rinmliehe  Systeme  S^,  ausser  der  nnend- 
lieb  fernen  Ebene  drei  selbstentsprecbende  Ebenen  besitien  (von  denen 
awei  imaginir  sein  ktfnnen),  die  sieh  im  Allgemeinen  in  einem  im  End* 
liehen  Hegenden  selbstentspreehenden  Punkte  nnd  in  drei  selbstentspre* 
ohenden  Geraden  sehneiden,  so  haben  die  drei  alfinen  rftundiehen  Systeme 
SgSfSjg  diese  selbstentsprechenden  Elemente  gemeinsam.  Wir  erhalten 
hiemach  den  für  unsere  weiteren  Betrachtaugen  fundamentalen  Satn; 

1.  Die  Punkte,  welche  die  Verblndungsstreeken  der  homo- 
logen Punkte  sweier  affiner,  ähnlicher  oder  congruen- 
ter  rlumlieher  Systeme  5|,  in  gleiche  VerhlUnisse 
theilen,  bilden  ein  mit  diesen  affines  rXnmliehes  Sy- 
stem 5«,  welches  die  selbstentsprechenden  Elemente 
von  mit  diesen  gemeinsam  hat 

Bewegt  sieh  das  alfin -▼eründerliche  System  ans  der  Systemphase 
S^  iu  die  Systemphase  fi^,  so  durchlaufen  alle  Systempunkte  tthnliche 
Panktreihen;  nnd  nehmen  wir  an,  ein  affin -verinderliches  riumliches 
System  8  sei  durch  eine  beliebige  krummlinige  Boweguug  in  eine  Phase 
.\  gelangt  und  alle  System  punkte  bewegen  dch  Ton  diesem  Moment  an 
in  der  Richtung  der  Tangenten  ihrer  Bahncurren  mit  der  ihnen  sugebdri- 
gen  Oeschwindigkdt,  wobei  das  affin  •Tcrlnderlicbe  System  5  nach  einer 
Zeiteinheit  in  eine  Phase  5«  gelangt,  dann  repiisentiren  die  Verbindungs- 
strecken  der  homologen  Punkte  von  Sp  die  OrSsse  und  Bichtnng  der 
Geschwindigkeiten  der  Systempunkte  in  derl^aeeS.  Hieraus  folgt  der  Sats : 

2.  Die  Endpunkte  der  Geschwindigkeiten  der  System- 
punkte  einer  Phase  eines  beliebig  bewegten  affin-ver* 
InderlichcD,  fthnlich*  veränderlichen  oder  starren  räum-  * 
liehen  Systems  bilden  ein  affines  räumliches  System. 

Hiernach  ist  der  Geschwindigkeitttzustand  einer  Phase  S^  eines  alfin- 
veränderlichen  räumlichen  Systems  bestimmt,  wenn  die  Grösse  und  Rich- 
tung i^i^p,  />*,  ^r,  C^Cp^  f^il^v  der  Geschwindigkeiten  von  vier  nicht  iu 
einer  Ebene  liegenden  i^anktcn  A^B^C^D^  der  Phase  5^  gegeben  sind. 
Zu  jedem  fünften  Pnnkte  in  erhalten  wir  dann  die  Grösse  und 
Richtung  E^E„  der  Geschwindigkeit,  wenn  wir  in  5p  den  entsprechenden 
Puukt  E„  coustruiren,  und  die  Gerade  E^E„  ist  auch  die  Tangente  an 
die  Bahucurve  des  Punktes  E^,  Die  Phase  Sp,  welche  uns  in  Verbin- 
dung mit  ein  klares,  übersichtliches  Bild  des  Geschwindigkrit^zubtau- 
des  im  Moment  der  Phase  S",  liefert,  wollen  wir  die  (resch  w  indig- 
keitsphase  von  nennen.  Die  selbstentspreehenden  Klemontc  von 
und  welche  identisch  sind  mit  den  selbstentspreehenden  Elemen- 
ten von  5|  und  einer  unendlich  nahen  Phase  Sg^  bleiben  wahrend  der 
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uieiidlieh  kleinen  Bewegung  der  Phase  nteh  8»  in  Bnhe.  Der  im 
Endliehen  liegende  selbstentsprechende  Punkt  der  nnendlioh  nahen  Pha- 
•en  bat  allein  die  Geschwindigkeit  Nnll  nnd  soll  daher  in  der  Folge 
der  Geschwindigkeitspoi  heissen.  Für  alle  Punkte  in  den  drei  selbst- 
eatspreehenden  Ebenen  dieser  Phase  liegen  die  Oeschwindi|^eilsneh- 
tangen  besiehendlieh  in  diesen  Ebenen  nnd  ftfar  alle  Punkte  in  den  drei 
selbstenUprecbenden  Geraden  liegen  die  Geschwindigkeitsriehtnngen  resp. 
in  diesen  Geraden.  Ist  das  bewegte  System  S  ein  ihnlieh-Terllnder- 
liches  oder  ein  starres,  so  gelten  dieselben  Besiehnngen*  die  sngehdrige 
Geiehwindigkeitsphase  ist  mit  dem  System  S  alfin;  aber  im  lotsten 
Falle  liegt  der  Geschwindigkeitspoi  stets  im  Unendlichen,  wie  sieh  leicht 
ans  der  bekannten  Sehranbenbewegang  des  starren  Systems  ergiebt 

Die  Eckpunkte  der  Parallelogramme  Ay    C^D^  und  ^,  (Fig.  5) 

können  wir  auch  als  entsprechende  Punkte  von  affinen  ebenen  Systemen 
5| ,  betrachten ,  die  in  swm  Terschiedenen  Ebenen  oder  in  einer  Ebene 
liegeu,  und  jene  ftmdamentalen  Beaiehuugen  bleiben  auch  fBr  diese  affi- 
nen ebenen  Systeme  bestehen.  Im  letsten  Falle  haben  die  beiden  in 
emer  Ebene  liegenden  Systeme  iS^,  bekannCUeh  ansser  der  unendBeb 
fernen  Geraden  der  Ebene  noch  xwei  Belbstentspreohende  Gerade,  die  auch 
imaginär  sein  können  nnd  sich  im  Allgemeinen  in  einem  im  Endliohea  lie» 
geuden  selbitentsprechenden  Punkte,  dem  Geschwindigkeitspoi ,  schneiden. 

Wir  erhalten  demnach  auch  die  speciellen  Sütse: 

3.  Die  Punkte,  welche  die  Verbinduugbatrecken  der  homo> 
logen  Pnnkte  iwci  in  einer  Ebene  liegender  affiner 
Systeme  N^,  \  in  gleiche  Verhältnisse  thoilen,  bilden 
ein  in  derselben  Ebene  liegendes  affines  ebenes  Sy- 
stem 6x,  welches  die  selbstentspreclieudcu  Elemente 
vun  mit  diesen  gemein  hat. 

4.  Die  Enilpuukto  der  Geschwindigkeiten  der  Systom- 
punkte  c i u e r  P h a s 0  Nj  e. i n 0 8  in  e i u e r  f o s t c u  E b e n o  b c  1  i o - 
big  bewegten  af  I  i  ii  -  v eiänderlich eu  ebenen  Systemu  bil- 
den cinmitiS'j  al  l  in  es  ebenes  System  iS',,- 

.Sind  in  Fig.  6  -^i^'i^'i  und  J^h\('^  ent^preclicnde  Eckpunkte  zweier 
Dreiecke  von  zwei  in  einer  Ebene  liegenden  ähnlichen  ebenen  Systemen 
und  theilen  wir  die  Veibiuduugsstreckeu  der  bomulogeu  Punkte 
iu  gleiche  Verhältnisse,  bo  dass 

dLdf  r=  ^'        —  ^1  ^*  _ 

^2  ^  «■     ^  a  ^  * 

dann  bilden  auch  die  Punkte  f>.r^'i  ein  mit  jenen  Dreiecken  ähnliches 
Dreieck;  denn  ziehen  wir  -l.rßi  3Z:  J,  ^, ,  .^^.ß^^  'U^t  "^'^  -'ry,  ^^^/^jC,, 
'^xy-iVt  ^ij'ty  liegen  die  l*unktc  />j-,  ('x  resp.  auf  den  Seilen  ß^ß^y  y,y^ 
der  erhaltenen  ahnlicheu  Dreiecke  '^xßiß^t  -^«/i/s  theilen  diese  in 
die  Verhältnisse 
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damnaeh  vtX  A^BmCs^  A^B^C^  oder^i^sC^  und  diese  Besiehnngen  biet« 
ben  auch  bestehen,  wenn  die  beiden  llhnlieben  ebenen  Systeme  in  iwei 
parallelen  Ebenen  sich  befinden.  Da  ivei  in  einer  Ebene  liegende  ihn- 
liebe  Systeme  ^i«  ^  im  Allgemeinen  einen  im  Endlichen  liegenden  selbst- 
entsprechenden Punkt  besitsen,  so  eigeben  sich  die  speciellen  Sitse: 

5.  Die  Punkte,  welche  die  Verbindungsstrecken  der  homo- 
logen Punkte  aweier  in  einer  Ebene  liegender  fthnlicher 
Systeme  ^,  5,  in  gleiche  Verhtltnisse  theilen,  bilden 
ein  ihnliches  System  Sm%  welches  den  selbstentspreohen* 
den  Punkt  Ton  S|,  ^  mit  diesen  gemeinsam  kat. 

6.  Die  Endpunkte  der  Geschwindigkeiten  der  System- 
punkte einer  Phase  ^|  eines  in  einer  festen  Ebene  be- 
liebig bewegten,  Ihnli4sh-yerlnderlichen  ebenen  Sy- 
stems bilden  ein  mit  ^  fthnllches  ebenes  System  S^, 

Es  seien  in  Fig.  7  A^^Ä^^A^  und  B^^  B^^  resp.  homologe  Punkte 
in  drei  beliebig  liiigendett  rinmlichen  oder  ebenen  Systemen  5„ 
deren  Verwandtschaft  erst  im  Nachfolgenden  festgestellt  werden  soll.  Con- 
struiren  wir  die  beiden  Parallelogramme  //j  //^  und  B^B^  B^^  welche 
(voraasgesetzt,  dass  die  Ecken  A^y  und  Ü^^  gegonfiber  liegen)  resp. 
durch  die  drei  homologen  Punkte  a^a^A,^  und  B^B^B^  bestimmt  sind,* 
dann  steht  die  erhaltene  neue  Strecke  B^  der  beiden  vierten  Eckpunkte 
der  Parallelogramme  In  einer  fulgenreichen  Besiehung  su  den  Strecken 
•^1^11  ^2^3»  Ziehen  wir  in  unserer  Figur  o^A^'^  A^B^^  femer 

B^ß^^  A.^B^^  SO  ist  wegen  der  congruenten  Dreiecke  A^a^Ai,  A.^H.^.r 
und  B^ B^ ,  B^  B^  auch  cr^  A^  :;]f.A^B^^  B^ und  demnach  a^B^:^. l^  |5^ , 
d.  h.  die  geometrische  Summe  von  A^B^  und  A^B^  ist  gleich  der  geo- 
metrischen Summe  von  A^B^  und  '«'4^4.  Legen  wir  also  in  Fig.  7a  die 
Strecken  1,  2,  3,  4,  welche  resp.  gleich  und  parallel  den  Strecken  A^D^^ 
A^B^^  A^B^t  A^B^  sind,  an  einander,  so  bilden  die  vier  Strecken 
1,  2,  3,  4  ein  geschlossenes  finmtiehes  oder  ebenes  Viereck,  je  nachdem 
jene  drei  homologen  Strecken  A^B^^,  ^t^i*  ^^^i  beliebig  im  Bilume 
oder  in  paimHelen  Ebenen  liegen,  die  auch  in  eine  Ebene  ausam- 
menfaBen  können.  Und  umgekehrt  ergiebt  sich,  wenn  ein  solches  ge- 
schloMcnes  rXnmliches  oder  ebenes  Viereck  gegeben  ist  und  wir  sieheu  die 
drei  Strecken  A^B^^  A^B^^  ^s^^s  '^^  beliebiger  Lage  resp.  gleicb  und  pa- 


*  Da  drei  Puikte  AiA%A%  drei  Tersofaiedene  Parallelogiamme  bestimnMB,  so 

wollen  wir,  um  diese  Drcideutigkeit  xu  vermeiden,  in  der  Folge  unter  dorn  durch 
,l|i42/l,  bestimmten  Parallelopramm  str-t^  dasjonifje  vorst'Mif^n ,  dogaeii  Kcken  in 
der  RHihenfnlfTo  A^AtAiA^  liegen,  bei  dem  alao  Ax^At  und  A^^A^  gegenüber- 
üegeude  Jbickeu  sind. 
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rallel  den  VierecksHeit?n  1,2,  3,  construiren  ferner  die  Parallolo{jramine 
./^  uud  B^B^D.^Ii^y  80  ist  auch  die  Strecke  A^l>^  gleich  und 
parallel  der  Vierecksseite  4. 

Nehmen  wir  nun  an,  S^S^S.^  seien  drei  attine  räumliche  Systeme 
nnd  denken  wir  uns  in  diesen  Systemen  nocii  drei  homologe  Strecken 
j1\  B\,  A\  n\,  A\  B\  gegeben,  welche  resp.  gleich  und  parallel  den  Strecken 
A^B^^  yi^B^y  B-i  sind  und  durch  die  I'arallelogramme  A\A\A\.^^y 
B\B^^B'^B'^  die  Punkte  a\,  B\  bestimmt,  dann  gehört  zu  den  vier  Strecken 
A\B\,  J'^B\,  A'^B\^,  dasselbe  Viereck  1234  und  demnach  ist 

anch  im  vierten  System  S_j ,  welches  von  den  vierten  Eckpunkten  der 
Parallelogramme  gebildet  wird,  die  Strecke  A\ß ^  gleich  und  parallel  der 
Strecke  A^B^.  Denken  wir  uns  ferner  auf  den  homologen  Geraden  A^B^^ 
A.B..,  A.^  B.^  beziehendlich  die  homologen  Punkte  Cj,  Cg,  gegeben, 
welche  diese  Strecken  in  gleichem  Verhältuisbe  theilen,  und  den  vierten 
Punkt  durch  das  Parallelogramm  C^C^C^CJ^  bestimmt,  dann  gehört  zu 
den  Strecken  A^C\^  A.C^,  A^C.^,  A^C^  ein  Viereck,  welches  dem  Viereck 
1234  ähnlich  ist;  demnach  liegt  auch  der  Punkt  C\  auf  der  Geraden 
A^C^  und  theilt  diese  Strecke  in  demselben  VerhHltnisse.  Hieraus  folgt 
der  wichtige  Satz,  welcher  aach  als  specieller  Fall  aas  dem  später  folgen- 
den Satze  16  hervorgeht: 

7.  Die  vierten  Eckpunkte  der  Parallelogramme,  welche  in 
gleichem  Sinne  durch  je  drei  ho  m  o  1  o  ge  P  u  n  kte  von  drei 
affinen  räumlichen  Systemen  f>i'^.,'^n  bestiramt  sind,  bil- 
den ein  viertes  affines  räumliches  System  S^. 

Ist  in  den  drei  affinen  Systemen  ^iS^S^  die  geometrische  Sunnne 
von  zwei  homologen  Strecken  A^B^^  A^B^  gleich  der  entsprechenden 
Strecke  A.,B.,,  dann  ist  die  Seite  4  des  zugehörigen  Vierecks  gleich  Null 
und  d.'\8  vierte  System  zieht  sich  demnach  in  eine  Ebene  zusammen. 
Tritt  dasselbe  noch  bei  drei  anderen  homologen  Strecken  der  Systeme 
^i^t^s  ein,  die  aber  mit  jenen  drei  Strecken  nicht  parallel  sind,  dann 
zieht  sich  das  vierte  System  in  eine  Oerade  zusammen  und  findet 
dasselbe  schliesslich  noch  wieder  bei  drei  anderen  homologen  Strecken 
Statt,  dann  schrumpft  das  vierte  System  .S,  in  einen  Punkt  zusammen. 

Nehmen  wir  an,  es  seien  f^^S^S^  drei  in  einer  Ebene  Hegende  affine 
ebene  Systeme,  dann  erhalten  wir  den  speciellen  Satz: 

8.  Die  vierton  Eckpunkte  der  Parallelogramm  e,  welche  in 
gleichem  Sinne  durch  drei  homologe  Punkte  von  drei  in 
einer  Ebene  liegenden  affinen  ebenen  Systemen  •S]'!^, -^3  be- 
stimmt sind,  bilden  ein  viertes  affines  ebenes  SjcstemiS^. 

Wenn  in  den  drei  affinen  ebenen  Systemen  SiS^S^  die  geometrische 
Summe  von  zwei  homologen  Strecken  A^  B^^  A^B^  gleich  der  entoprecben- 
den  Strecke  A^B^  ist,  dann  zieht  sich  das  vierte  System  in  eine  Qe- 
rade  giuammeii  and  wenn  dasselbe  noch  bei  drei  anderen  homologen 
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SCnekeB,  die  mit  jenen  nicht  perallel  tind,  eintritt,  dann  lehrnrnpft  Um» 
▼ierte  Sjftem      in  einen  Punkt  snaamnen« 

Nelunen  wir  an,  et  seien  S^S^S^  drei  in  einer  ESbene  liegende  ibn- 
liehe  ebene  Systeme  nnd  ausser  den  homologen  Strecken  ^4,  A^B^^ 
A^B^  seien  noch  die  homologen  Strecken  ^1^%^  ^3^s?  ^etehe 

also  mit  jenen  resp.  densdhso  Winkel  bilden ,  gegeben  nnd  bestimmen 
wir  sn  diesen  benehendlich  in  dem  ▼ierten  System  5^  die  Strecken  f>\^ 
Jt^  SO  ahiid  «idi  die  Vierecke  1234, 1'2'8'4',  welche  diesen  Stredten 
heaiehendlich  angehören,  ähnlich,  nnd  folglich  bilden  aneh  die  beiden 
Sirecken  ^^Bi^  a\  b\  denselben  Winkel,  wie  jene  homologen  Strecken* 
paare.   Hiernach  erhalten  wir  den  speciellen  Sats: 

9.  Die  Tierten  Eckpunkte  der  Parallelogramme,  welche  in 
gleichem  Sinne  durch  je  drei  homologe  Punkte  von  drei 
in  einer  Ebene  Shnlichen  ebenen  Systemen  S^S^S^  be- 
stimmt sind,  bilden  ein  viertes  fthnliches  ebenes  Sj* 
stem  S^, 

Fallen  zwei  Seiten  des  Vierecks  1234,  z.  B.  2,4,  in  eine  Gerade, 

80  sind  die  homologen  Geraden  der  Ulmlicben  Systeme  S^,  parallel  und 
diese  Systeme  haben  ähnliche  Lage.  Ist  in  den  ähnlichen  ebenen  Syste- 
men S,  Sjj.^j  die  geometrische  Summe  von  zwei  homologen  Strecken  ■^^B^, 
^i^s  gleich  der  entsprechenden  Strecke  dann  schrumpft  das  vierte 

System  iS'^  in  einen  Punkt  zuBammen. 

In  Fig.  8  sind  durch  vier  entsj)rech«'nde  Punkte  drei  homologe  Pa- 
rallelepipcde  ./j />',  6', />, ,  A^B.,C^,D^^  ^'3 ' 'i *l6"  affinen  räumlichen 
Systemen  bestimmt;  construiren  wir  in  die  entsprechenden  vierten  Eck- 
punkte A^  L\  der  Parallelogramme  /f ,  A^  //, ,  /?,  /A,  //.,  ,  C^  C,  C,  (\ , 
D^D^D^y  so  ist  auch  durch  die  vier  Punkte  A^Il^(\lJ^  in  dem  vierten 
System  das  homologe  Parallelepiped  gegelx-n  und  die  übrigen  ent- 
sprechenden Elckpnnkte  der  vier  homologen  Parallelepipedc  betindou  sich 
in  den  Pocken  von  J'arullclogramnien.* 

Aus  unseren  Darlegungen  orfjrhon  sich  weitor  die  folgenden  Satze: 
10.  Wird  ei  n  a  f  f  i  II  ve  rUn  d  o  r  Ii  c  h  es  r  H  u  m  1  i  ch  e  s  Sy  s  t  em  S,^  durch 
eine  Tlrsaclu'  in  einer  bestimmten  Zeit  geradlinig  in 
eine  Pliaso  N,  und  durch  eine  a  n  d  er  e  IT  rs  ac  h  c  in  dorsel- 
hen  Zeit  geradlinig  in  eine  Phase  .S',,  bewegt,  so  durch- 
laufen, wenn  beide  Ursachen  gleichzeitig  wirken,  die 
Punkte  des  Systems  in  derselben  Zeit  die  Diagonalen 
der  Parallologramme,  welche  durch  je  drei  homologe 


*  Diese  fBr  unsere  weiteren  Betnwhtmigen  fhndamentaleo  S&tae  1  bis  10  kön- 
nen auch  leicht  durch  die  eminent  fhicbtbare,  leider  su  wenig  bekannte  Methode 
abgeleitet  werden,  wel(  lie  H.  OrasHUiann  in  seiner  „  AtiHdehunngBlebre*' 
(Leipaig  1M4,  sweite  Ausgabe  1878  und  Berlin  18e8)  dargelegt  hat 
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Pnnlcte  tos  SiS^S^  beatimmt  sind,  und  die  yierten  Bck- 
puakte  der  genannteD Perallelogramme  bilden  eine 
Pbase  des  af fin-veränderHcben  rSomlleken  Sy- 
stems S^, 

11.  Wird  ein  in  einer  festen  Ebene  bewegtes  affin-ver- 
änderliches  oder  ähnlich  -  verXnderliebes  ebenes  Sy- 
stem      durch  eine  Ursache  in  einer  bestimmten  Zeit 
geradlinig  in  eine  Phase       und  durch  eine  zweite  Ur- 
sache  in   derselben  Zeit   geradlinig  in  eine  Phase 
bewegt,  80  durchlaufen,  wenn  beide  Ursachen  gleich- 
zeitig wirken,  die  Punkte  des  Systems       in  derselben 
Zeit  die  Diagonalen  der  Parallelogramme,  welche  durch 
je  drei  homologe  Punkte  von  S^S^S,^  bestimmt  sind,  und 
die  vierten  Eckpunkte  dieser  Parallelogramme  bilden 
eine  Phase       des  affin -veränderlichen,  resp.  fthnlich- 
veränderlichen  ebenen  Systems  S^, 
Nach  diesen  Sätzen  können  wir  die  Phasen  eines  aftin  -  veränder- 
lichen räumlichen  oder  ebenen  Systems  und  die  Phasen  eines  ähnlich- 
veränderlichen  ebenen  Systems  in  analoger  Weise  wie  Kräfte  and  Qe- 
scbwindigkeiten  zusammensetzen  und  zerlegen. 

Bewegt  sich  ein  Punkt  iW(Fig.9)  in  einem  unendlich  kleinen  Zeittheil  auf 
seiner  ebenen  oder  räumlichen  Bahncnrve  um  die  unendlich  kleine  Strecke 
von  i^/j  nach  M.,  und  in  dem  folgenden  gleichen  unendlich  kleinen  Zeittheil 
auf  seiner  Bahn  nach  A/j,  bewegt  sich  ferner  gleiclizeitig  mit  M  ein  Punkt  1^' 
im  ersten  unendlich  kleinen  Zeittheil  von  jWj  nach  ira  folgenden  gleichen 
Zeittheil  aber  in  der  Richtung  M^M^  nach  M\^^  so  dass  M^M' ^  =  M^M^^  dann 
wird  die  unendlich  kleine  Strecke  die  Deviation  genannt.  Denken  wir 

uns  das  unendlich  kleine  Parallelogramm  iV^  M' ^  M,^  Hl^  construirt,  so  ist 
.V^^^^  die  Richtung  der  Heschleunigung  des  Punktes  iV^  und  die  Beschleu- 
nigung selbst  ist  bekanntlich  der  Deviation  proportional.*  Da  M^M^ 
—  M.,M\y  so  ist  die  unendlich  kleine  Strecke  M^M^  auch  die  Diagonale 
des  Parallelogramms  ^I^M^ld^M^,  Bewegt  sich  ein  affin- veränderliches 
rünmliches  System  ...  in  einem  unendlich  kleinen  Zeittheil  nach 

^^B^C^D^.,,  und  im  folgenden  gleichen  unendlich  kleinen  Zeittheil  nach 
•^3  ^3  ^'a  ^3  •  •  •  j  denken  wir  uns  dann  die  unendlich  kleinen  Parallelo- 
gramme A^A^/l,^A^y  ßiB^ß^B^y  (\C^C^C^y  8-  ^-  constrairt, 
so  ist  nach  obigem  Satze  7  auch  A^D^C^D^m»,  eine  Phase  des  affin -Ter- 
äuderlichen  räumlichen  Systems  und  die  nnendlicb  kleinen  Verbindnngs- 
strecken  A^J^^  ^s^4i  ^t^Ay  D^D^^...  sind  beziehendlich  die  Richtungen 
der  Beseblennignngen  der  VnnYLie  A^B^C^D^,...  Denken  wir  nns  ferner 
in  diesen  Biebtangen  die  Grössen  der  sngebörigen  Beseblennignngen 


*  8 ob  eil,  „Tbeorie  der  Bswegong  nnd  der  IDrttfle'S  Leipiig  ISTO,  &  IM. 
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^f^fi  ^^vi  ^s^vi  ••*!  ^oldie  besiehendlieh  den  nnendlteb  klei- 

nen Strecken  ^t<^4»  ^s^4*  ^t^4*  ^»^41  proportional  sind,  anfgelrai^n, 
80  bilden  die  Endpunkte  A^B^C^D^ der  Besehlennigunges  ein  mit 
A^B^C^D^»*,  nffinefl  rinmUeliee  Syitem  S^,  Wir  erhaUen  hiemaeh  den 
wiehtigen  folgenreiehen  Sati: 

12.  Die  Endpunkte  der  Besohleunigiingeii  der  System- 
punkte  eine.r  Phase  eines  beliebig  bewegten  affin-ver- 
änderliehen,  fthslieh*TerXiiderliehen  oder  starren  rium- 
lieben  Systems  bilden  ein  affines  rKumliehes  System. 

.Nennen  wir  das  System  8^  der  Endpunkte  der  Beselileunignngen ' 
die  Besehleunigungsphase,  so  entspricbt  jeder  Phase  des  verinder' 
liehen  rftumHehen  Systems  eine  affine  Besehleunigungsphase  und  die  Yer- 
blndungsstreeken  der  homologen  Punkte  der  Systemphase  und  der  sn- 
gehSrigen  Besehleunigungsphase  reprisentiren  die  Grösse  und  Richtung 
der  Beschleunigungen  der  Systempunkte.  Diese  wichtige,  interessante 
Betiehung  liefert  ein  klares,  übersielitliches  Bild  des  Beschlennlgnngs- 
sustandes  eines  aflin-Terinderliehen,  fthnlich-TerSnderlichen  oder  starren 
rKumlichen  Systems  und  wird  die  Grundlage  (Ür  unsere  weiteren  Unter- 
suchungen bilden. 

Eine  Systemphase  und  die  sugehtfrige  Besehleunigungsphase 
besitsen  als  affine  rinmliche  Systeme  im  Allgemeinen  drei  Im  Bndlieheo 
liegende  selbstentsprechende  Ebenen,  die  sich  in  drei  selbstentspreehen- 
den  Geraden  und  in  einem  selbstentsprechenden  Punkte  schneiden.  Diesen 
selbstentsprechenden  Punkt,  den  einaigen,  dessen  Beschleunigung  gleich 
Null  ist,  wollen  wir  den  Beschleunigungspol  nennen.  Fttr  alle  in 
den  drei  selbstentsprechenden  Ebenen  liegenden  Systempunkte  der  be- 
treffenden Phase  liegen  die  Beschlennigungsrichtungen  besiehendlieh  in 
diesen  Ebenen  und  flir  alle  in  den  direi  selbstentsprechenden  Geraden 
Kegenden  Systempunkte  fallen  die  Beschleunigungsrichtungen  resp.  in 
diese  Geraden.  Da  die  affinen  rXumlichen  Systeme  S«,  8^  durch  Tier 
nicht  in  einer  Ebene  liegende  homologe  Punkte  bestimmt  sind,  so  erhal- 
ten wir  den  Sats: 

13.  Sind  durch  AgA^^  B,  B^,  C^C^t  D»  die  GrSssen  und 
Bichtungen  der  Beschleunigungen  von  vier  nicht  in 
einer  Ebene  liegenden  Punkten  AgBttC^Bm  einer  Phnse 
Sg  eines  affin-verllnderlichen,  fthnlich-Terftnderlichen 
oder  starren  rüumlichen  Systems  gegeben,  so  ist  der 
Beschleunigungssustand  der  Phase  bestimmt,  und  wenn 
man  an  einem  beliebigen  fünften  Punkte  Bs  der  Phase 
Bs  den  entsprechenden  Punkt  in  der  affinen  Beschleu- 
nigUDgsphase  B^  construirt,  so  reprXsentirt  Et,E^  die 
Grösse  und  Richtung  der  Beschleunigung  des  Punk- 
tes IV* 
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Betrachten  wir  ein  in  einer  feiten  Ebene  bewegtes  effin-yeilnder- 
lieiras,  Ibnibh-Terftnderliehei  oder  eterree  ebenee  System,  so  gelten  nach 
den  oben  abgeleiteten  Sitsen  die  analogen  Beaiehnngen  und  ee  ergeben 
sich  die  folgenden  Sitae: 

14.  Sind  dnreh  A^,  B^B^,  C^l\  die  Grössen  und  Rieh- 
tnngen  der  Besehlenniguugen  Ton  drei  nioht  in  einer 
Oeraden  liegenden  Punkten  AgB,Cx  einer  Phase /?jr  eines 
affin-verinderliehen  ebenen  Systems  gegeben,  so  ist 
der  BeschlenniguDgszustaDd  der  Phase  bestimmt,  und 
wenn  man  su  einem  beliebigen  vierten  Punkte  Dm  der 
Phase  •S.r  den  entsprechenden  Punkt  Dtp  in'  der  affinen 
ebenen  Beschlennigungsp liase  6'^  constrairt,  so  reprä* 
sentirt  B^Bt^  die  Grösse  und  Richtung  der  Beschleuni- 
gung des  Punktes  Dx. 

15.  Sind  d  urch  A_r--fcf,  ^Ki^^qp  die  Grössen  und  Richtungen  der 
Beschleunig tm gen  von  zwei  Fujikten  A^Bg  einer  Phase 
Sx  eines  ähnlich -veränderlichen  oder  starren  ebenen 
Systems  gegeben,  so  ist  der  Heschleunigungszustand 
der  Phase  bestimmt,  nnil  wenn  man  zu  einem  be  Ii  obi- 
gen dritten  l*unkte('jr  der  Phase  t^,,.  den  entsprechenden 
(  ip  in  der  äiin  liehen  ebenen  B  esc  h  1  en  n  i  gn  n  gs  p  h  a  s  e  .V(^ 
c- (I  n  st  r  u  i  rt ,  ho  re  p  r  iis  e  n  t  i  r  t  i\fVq,  die  tJrüssc  und  Kicli- 
tung  der  Beschleunigung  des  Punktes  C'x. 

Henken  wir  uns  für  alle  Phasen  des  veränderlichen  Systems  den 
selbbteiitsprecliend<'n  Pniikf  mit  der  n'aj».  zugehörigen  Be8cld<'uni';nngs- 
pliHse  bestimmt,  sd  bilden  diese  selbstentsprechenden  Punkte,  die  wir 
Heschleunigungspole  genannt  haben,  eine  Curvo,  welche  wir  die  Be- 
sch! e  n  n  i  g  u  n  gtip  o  1  b  a  h  n  nennen  wollen;  und  wenn  wir  zu  diesen  den 
verschiedenen  Phasen  angehörenden  Beschleunigungspulen  die  entspre- 
chen<len  Punkte  in  einer  bestinnnten  Systemphase  construiren,  so 
erhalten  wir  in  eine  (.'urve,  welche  wir  die  H esch  1  e u  n  i  gu  n  gs p o  1 - 
curve  nennen.  Diese  (Jurve  in  dem  veränderlichen  System  hat  demnach 
die  Eigenschai't,  dass  ihre  Punkte  successive  die  Beschleunigung  Null 
erhalten. 

Die  Beziehungen  zwischen  Geschwindigkeit  und  Beschleunigung 
erster  Ordnung  sind  dieselben,  wie  zwischen  Beschleunigung  erster  und 
zweiler  Ordnung  u.  s.  f.  Demnach  gelten  alle  Resultate,  Wi'lche 
wir  für  die  Beschleunigung  erster  Ordnung  ableiten,  auch 
für  die  Beschleunigung  zweiter  und  Ii  oberer  Ordnung, 

Beschreiben  vier  nicht  in  einer  Kbene  liegende  Punkte  AB('I)  eines 
affin  -  veränderlichen  räumlichen  Systems  anf  vier  ebenen  oder  räumlichen 
aftinen  Curven  affine  Punktreihen  und  iieliiiien  wir  einen  beliebigen 
fünften  Syst«  inpuukt  K  an,  legen  durch  dun  tScUnittpunkt  6',  den  die 
Keitichrlft  f  Alathemutik  a.  Physik.  XXIII,  2.  9 


Digitized  by  Google 


118 

Qemde  DB  mit  der  Ebene  ABC  bildet,  in  diese  Ebene  eine  beliebige 
Gerade,  welche  die  Geraden  AB^  AC  re«p.  in  den  Punkten  |9,  y  triffi, 
dann  besehreiben  naeh  dem  Satie  1  ancli  y  auf  affinen  Cnnren  afSne 
Pnnktreiben;  dasselbe  gilt  dann  Ton  dem  Punkte  G  nnd  iblglldi  aneh 
von  dem  auf  QB  liegenden  Punkte       Hiernach  erhalten  wir  den  Sats: 

16.  Beschreiben  vier  nicht  in  einer  Ebene  liegende  System- 
punkte eines  affia-Terftnderliehen  rftumlichen  Systems 
auf  Tier  ebenen  oder  rftumlichen  affinen  Ourven  affine 
Pnnktreihen,  so  gilt  dasselbe  von  allen  Systempunkten. 

Beschreiben  nur  drei  Punkte  eines  affin  •verftnderHehen  rftumlichen 
Systems  auf  drei  ebenen  oder  rftumlichen  affinen  Cunren  affine  Punlct- 
reihen,  so  gilt  dasselbe  nur  von  den  Systempunkten,  die  in  der  durch 
jene  drei  Punkte  bestimmten  Ebene  Hegen. 

Die  Bfthncurven  der  Punkte  einer  Systemeumi  idnes  bewegten  affin« 
veränderlichen  rftumlichen  Systems  erfüllen  die  durch  die  Phasen  dinMir 
Rystemcnrve  gebildete Flftche,  welche  wir  die  Bahnflftche  dieser  System- 
cnrve  nennen  wollen.  Ans  dem  eben  abgeleiteten  Satse  16  folgt  dann 
die  Umkehrbarkeit  der  betreffenden  Bewegung. 

17.  Die  Bahncurven  der  Punkte  einer  Systerocnrve  h  eines 
affin  •verKnderlichen  rftumlichen  Systems  ^,  dessen 
Pnnkte  anf  affinen  Bahncnrven  affine  Pnnktreihen  be- 
schreiben, können  als  die  Phasen  einer  Systomcnrve  A 
eines  andern  äff  in -verftn  d  erliehen  rftumlichen  Systems 
2?  angesehen  werden,  dessen  Punkte  anf  den  erstarrt 
gedachten  Phasen  derCurve  /.  affine  Pnnktreihen  dnrch- 
schreiten;  nnd  die  Phasen  der  in  2^  liegenden  System- 
cnrvo.  A  orzougen  dieselbe  Bali  nflÄche,  welche  dnreh 
die  IMiaben  der  in  S  liegenden  Systemcurve  L  gebildet 
w  i  rd. 

I)n  alle  Hyperbeln,  alle  Ellipsen ,  alln  Parabeln  beziehendlicb  afüne 
('nrven  sind,  so  erj^iebt  Kiili  ans  16  der  specielle  Sntz: 

18.  h  e  s  e  b  r  e  i  b  e  11  vier  iii  cli  t  i  ii  e  i  n  e  r  K  b  e  ii  e  1  i  c  g  e  n  d  e  S  y  8 1  e  na  - 
pnnkte  eines  a  f  fi  n  -  v  e  iHn  d  e  r  Ii  eben  lUumlicben  Systems 
affine  P  u  ii  k  t  r  e  i  b  e  n  anf  vier  Hyperbeln,  Ellipson  oder 
Parabeln,  ßo  bescb  reiben  alle  Sy  s  t  eni  p  u  n  k  t  c  afline 
Punk  treiben  resp.  anf  Hyperbeln,  Ellipsen  oder  l*ara- 
beln  und  die  Mittelpunkte  der  Hyperbeln,  wie  die  der 
Ellipsen  bilden  ein  affines  räumlicbeH  System. 

Diese  Kegelscbnitte  können  aucb  zum  Theil  in  eine  Gerado  iibor- 
peben.  Hie  Hyjierbel  kann  in  eine  ins  Uneiidlicbe  geliendo,  durcb  z\\(M 
i'uiikte  im  Endliclicii  begrenzte  Gerade  ausarten;  eine  P^llipse  kann  in 
eine  f^erade  Strecke  übergeben  und  eine  l'arabel  kann  zu  einer  einseitig 
begrenzten,  ins  Unendliche  gebenden  Geraden  degeneriren 
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Iit  die  Bevregnng  eines  Punktes  auf  einer  Ellipse  affio  mit  der 
gleiehförmigen  Bewegung  eines  Punktes  auf  einem  Kreise,  so  wird  jene 
Bewegang  in  der  Physik  eine  harmonisclie,  die  Umlaufszeit  eine  Pe- 
riode genannt,  und  bei  dieser  Bewegung  ist  die  Beschleunigung  stets 
nach  dem  Ellipsenmittolpunkt  gerichtot  und  dem  Abstände  de«  bowpgton 
Punktes  von  dem  Ellipsenmittelpunkte  proportional.  Hiernach  folgt  der 
Satz: 

19.  Bewegen  sich  vier  nicht  in  einer  Ebene  liegende  Sy- 
stempunkte eines  affin- veränderlichen  räumlichen  Sy- 
stems harmonisch  gl  eich  periodisch  auf  vier  Ellipsen, 
so  bewegen  sich  alle  Systempunkte  harmonisch  gleich- 
periodisch auf  Ellipsen  und  die  Mittelpunkte  derselben 
bilden  ein  affines  räumliches  System. 

Diese  Ellipsen  können  zum  Theil  in  gerade  Strecken  aosarteni  auf 
denen  sich  die  hetretVeiiden  Punkte  liarmouisch  bewegen. 

Denken  wir  uns  zu  jeder  Phase  des  so  bewegten  veränderlichen 
Sy.<3tems  die  zugehörige  affine  Beschleunigungsphase  bestimmt,  so  theilnn, 
weil  die  Beschleunigung  dem  Abstände  von  dem  betroftenden  EUipscn- 
mittelpunkte  proportional  ist,  die  Ellipsonmittclpunkte  bezieheudlich  die 
Verlundungsstrecken  homologer  Punkte  von  je  einer  Systemphase  und 
zugehöriger  Beschleunigungsphjise  in  gleiche  Verhältnisse,  daher  ist  der 
«elbstent.sprcchendc  Punkt  je  zweier  dieser  Phasen  identisch  mit  dem  selbst- 
eutsprechenden  Ton  der  betretVenden  Systemphase  und  dem  festen,  un- 
veränderlichen affinen  Mittelpunktsystem.  Bestimmen  wir  also  alle  selbst- 
entsprechenden  Punkte,  welche  die  verachiodenen  Systemphasen  mit  dem 
festen  Mittelpunktsystem  bilden,  so  erhalten  wir  die  Beschleunigungspol- 
balm,  und  wenn  wir  zu  den  Beschleunigungspolen  dieser  SystempliaHen 
dip  entsprechenden  Punkte  in  einer  bestimmten  Systenipliase  construirt 
ilenken  ,  so  erhalten  wir  in  .S',  eine  Phase  der  Beschleutiigungspoicurve. 
Die  l'unkte  dieser  Ourve  fallen  während  der  Bewegung  .successive  mit 
den  Beschleunigungspolen  zusammen  und  folglich  bewegen  .sich  die  Punkte 
der  Beschleunignngspolcurvo  harmonisch  auf  geraden  Strecken,  in  welche 
die  elliptischen  Bahnen  dieser  Punkte  ausarten.  Da  in  den  Endpunkten 
dieser  geraden  Strecken  eine  Rückkehr  der  Bewegung  stattfindet,  so  bil- 
den diese  Endpunkte  die  Geschwindigkeitfipolbahn  des  verllndorlichen 
Systems. 

Durch  analoge  Betrachtungen  ergeben  sich  die  folgenden  Resultate 
.    für  ein  in  einer  festen  Ebene  bewegtes  affin  -  veränderliche«  ebenes  System. 

20.  Beschreiben  drei  nicht  in  einer  (Geraden  liegende  Sy- 
st e  m  p  u  n  k  t  e  eines  n  f  f  i  n  -  v  e  r  ä  n  d  e  r  1  i  c  h  e  n  ebenen  Systems 
a  i  I  i  n  e  P u  u  k  tr e i h  e n  auf  drei  in  einer  Ebene  liegenden 
affinen  Corven,  so  gilt  dasselbe  von  allen  System- 
ponkten. 

9* 
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Die  Behneiinreii  der  Punkte  einer  Systemennre  einet  bewegten  affin* 
▼erinderlichen  ebenen  Systenu  nmhflllen  dieselbe  ünrve,  welche  Ton  den 
Phasen  dieser  Systemcnrve  amhiillt  wird  und  welche  wir  die  Hflllb ab n« 
ettrve  nennen.  Ans  20)  ergiebt  sich  dann  die  Umkehrbarkeit  der  Be- 
wegung: 

21.  Die  Bahncarven  der  Punkte  einer  Systemcurve  C  einet 
affin-verÄnderlichen  ebenen  Systems  5,  dessen  Punkte 
auf  affinen  ebenen  Babncurven  affine  Punktreihen  be- 
schreiben, können  s  P h as  e n  e i  n  e  r  S y  8 1 e  in cu  rve  F  eines 
andern  a  1  Ii  n  -  v  e  r  ä  u  d  e  rl  ic  b  en  ebenen  Systems  2-  ange- 
sehen werden,  dessen  I*unkte  auf  den  erstarrt  gedach- 
ten Pliasen  der  Curve  C  affine  Pnnktreiben  durchschrei- 
ten; und  die  Phasen  der  in  2j,  liegenden  Systemcurve  V 
umhüllen  dieselbe  liullbabncurve,  wie  die  Phasen  derin 
N  liegenden  Systemcurve  C. 

l'rrncr  ergeben  sich  die  folgenden  sjieciellen  Satze: 

22.  Hescb  reiben  drei  niclit  in  einer  Gerailfu  liegende  Sy- 
stemp  unkte  eines  n  f  f  i  n  -  v  e  r  iin  «1  er  1  i  c  h  e  n  ebenen  Systems 
affine  Pnnktreiben  auf  drei  Hyperbeln,  EllipB«Mi  oder 
Parabeln,  so  beschreiben  all«*  Sy  s  te  uj  p  u  u  k  t  «•  affine 
Pnnktreiben  resp.  auf  Hyperbeln,  Ellipsen  oder  Para- 
beln, und  die  Mittelpunkte  der  Hyperbeln,  wie  die  der 
Ellipsen  bilden  ein  e b e  n es  affines  S y  s t e m. 

23.  Bewegen  sich  drei  nicht  in  einer  (leraden  liegende  Sy- 
stempunkte  eines  a  ni  n  -  v  e  rän  «1  er  1  i  c  Ii  e  n  e  b  e  n  e  n  S  y  s  f  e  ins 
harmonisch  g  1  e  i  c  h  p  e  r  i  (» d  i  s  c  h  auf  Ellipsen,  so  bewegen 
sich  alle  Systempunkte  harmonisch  gl  e  i  c  h  pe  r  i  o  d  i  sch 
auf  Ellipsen  und  d  i  e  M  ittelpunkte  derselbou  bilden  eiu 
affines  ebenes  System. 

Diese  Ellipsen  können  zum  Theil  in  gerade  Strecken  übergeben  uinl 
dann  bildtMi  di(>  Endpunkte  di<'ser  Strecken  die  Geschwindigkeitspolbabu 
des  veränderlichen  cibeuen  Systems. 

Bewegen  sich  zwei  Punkte  eines  affin  -  veränderlichen  ebenen  Systen».'^ 
mit  gleicher  Winkelgeschwindigkeit  in  gleichem  Sinne  auf  zwei  in  einer 
Ebene  liegenden  Kreisen,  dann  bewegen  sieb  alle  Punkte  ihrer  Verhin- 
dungsgeraden  unt  gleicher  Winkelgeschwindigkeit  in  gleichem  Sinne  auf 
Kreisen.  Haben  drei  nicht  in  einer  (ieraden  liegende  Punkte  eines  ailKn- 
veränderlichen  ebenen  Systems  solche  Bewegungen ,  so  gilt  dasselbe  von 
alb'u  Systempunkten  und  die  Mittelpunkte  der  Bahnkreise  bilden  ein 
aflines  ebenes  System;  bewegt  sich  aber  der  dritte  Systempunkt  im  ent- 
gegengesetzten Sinne  mit  derselben  Winkelgeschwindigkeit,  welche  die 
beiden  ersten  Punkte  besitxen .  auf  einem  Kreise,  dann  beschreiben  ausser 
diesen  drei  Punkten  nnr  noch  die  anf  der  Verbindung  der  erstgenannten 
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beiden  Punkte  liegenden  Systempnnkte  Kreise,  alle  ttbrigen  bewegen  sich 
barmoniseh  nnf  Ellipsen. 

fiesebreiben  drei  niobt  in  einer  Geraden  liegende  Pnnkte  ABC  eines 
affin -▼erinderlicben  ebenen  Systems  äbnliebe  Pnnktreiben  anf  drei  in 
einer  Bbene  befindlieben  ibnlieben  Citrven  und  nebmen  wir  einen  belie- 
bigen Tieften  Systempnnkt  D  an,  legen  dnreb  ibn  eine  beliebige  Grerade, 
die  ABjAC  resp.  in  y  trüR,  dann  beschreiben  naeh  dem  Satse  5  aoch 
die  Pnnkte  y  ibnliobe  Pnnktreiben  anf  ttbnlicben  Oarren  und  dasselbe 
gilt  somit  aneb  von  dem  Punkte  B»   Dies  giebt  den  Sats: 

24.  Bescbreiben  drei  niebt  in  einer  Geraden  liegende  Sy- 
stempunkte eines  affin^verlnderlieben  ebenen  Systems 
flbnliebe  Punktreihen  auf  drei  in  einer  Ebene  liegenden 
ftbnlieben  Ouryen,  so  gilt  dasselbe  von  allen  System- 
punkten. 

Hieraus  folgt  mit  Bfiekaicht  auf  die  in  dem  Satse  21  ausgesprochene 
Umkehrbarkeit  der  Bewegung  : 

25.  Beschreiben  swei  Punkte  eines  Ihnlieh-verftnderliehen 
ebenen  Systems  affine  Punktreihen  auf  swei  in  einer 
Ebene  befindlichen  affinen  Curven,  so  gilt  dasselbe 
▼on  allen  Systempunkten. 

26.  Bewegen  sieh  swei  Pnnkte  eines  llhnlich  •verftnder- 
lichen  ebenen  Systems  harmonisch  gleichpcriodiseb 
auf  zwei  Ellipsen,  so  bewegen  sieb  alle  8y btempunkte 
harmonisch  gleichpcriodiseb  auf  Ellipsen  und  dioMit- 
telpnnkte  derselbeD  bilden  ein  jenem  tthnliches  System. 

Diese  Ellipsen  können  zum  Theil  in  gerade  Strecken  ausarten ,  auf 
denen  sich  die  betrcft'endcu  l'unkto  harmonisch  bewegen.  Die  Endpunkte 
dieser  geraden  Strecken  ei füllen  die  Ge8chwindigkcitö|»olbHhn.  Dcuken 
wir  UU8  KU  jeder  Phase  des  so  bewegten  ähnlich  -  vcranclcrlichrn  ebenen 
Systems  die  zut^ohnvige  ähnliche  Hojschleuuigungsphase  hcHtiinmt,  ho  thri- 
len  die  Ellipbeninittelpuiikte  die  Verbindungsstrecken  homologer  Punkte 
von  je  einer  Syntemphase  und  zugehöriger  BeschleuiiiguiigsjdjaBe  in  glrichc 
Verhältnisse  und  die  HcBchlfnmigungsrichtung  eine«  Syhtempuuktcs  geht 
lieständig  durch  den  ent^preclicnden  EllipHenmittclpunkt. 

Wenn  zwcii  I*uiikte  eines  ahnlich- veränderlichen  ebenen  Systems  sich 
harmonisch  gleichperiodisch  auf  zwei  in  seiner  Ebene  liegenden  geraden 
Strecken  bewegen,  dann  lauten  die  anderen  Systeujpunkte  harmonisch 
gleichperiodisch  auf  Klli])8en  und  auf  geraden  Strecken;  und  hierin 
ist  die  besondere  I^ewegnng  eines  starreu  ebenen  Systems,  von  dem  zwei 
Punkte  sich  auf  (Jeraden  bewegen,  als  ganz  specieller  Fall  enthalten. 

Igt  bei  der  im  Satz  ausgesprcu'henen  harmonischen  liewcfrung  die 
Beschleunigung  eines  l'uiikfes  des  aftin  -  veräiuleriiclicn  raumlii  lH  n  Sy- 
stems beständig  gleich  dem  Abstände  desselben  ?on  dem  Mittidpaukte 
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seiner  elliptUchea  Bahn,  dann  gilt  dasaelbe  von  allen  Systempnnkton ; 
die  Besclileanignngsphase  Sq,  ist  dann  fUoT  und  identisoli  mit  dem  Sjatmn 
der  Mittelpunkte  der  elliptischen  Bahnen. 

Sind  in  Fig.  10  awei  in  einer  Ebene  li^;ende  affine  ebene  Synteme 
^1»  S^^^^°>  können  wir  leicht  den  g«ometri»chen  Ort  derjenigen 
homologen  Punkte  dieaer  Syeteme  bestimmen,  deren  Verbindungsstreckea 
gleich  einer  gegebenen  constanten  Strecke  m  sind.  Nehmen  wir  an,  ea 
aeien  //^     . ..  und  ...  homologe  Punktreihen  auf  den  entsprechen- 

den Geraden  /j,  /,  und  P  sei  der  selbstentsprechende  Punkt  von 
dann  sieben  wir  die  entsprechenden  Strahlen  PA^^  beschreiben  um 

P  mit  m  als  Badius  einen  Kreis  /r,  ziehen  den  Kreisradius  Pa\\A^J^f 
aA\\\PJ^  und  A\J'^\\A^/4^^  so  ist  Jt^Jt^^m  und  ^x'>^t  homologe 
Punkte  in  iS|,  5^,  deren  Verbindungsstrecke  gleich  der  constanten  Länge 
m  ist.  In  gleicher  Weise  erhalten  wir  die  homologen  Punkte  B>  ^  Pf 
indem  wir  den  Kreisradins  P^\^B^B^,  ^tf^^^PB^  und  B^tl^^B^B^ 
sieben.  Dann  bilden  die  Punkte  a\B^^.,,  und  Ä^B^^,..  resp.  den 
genannten  geometriaclien  Ort  in  5|  und  ^.  Betrachten  wir  als  Phase 
eines  affin  •verftnderlichen  ebenen  Syetems  und  8^  als  sugehörige  Ge- 
scbwindigkeitsphase  oder  Besehlennlgungsphase,  so  bilden  A\B^^,,,  be- 
siehendlich den  geometrischen  Ort  der  Syitempnakte,  welelie  gleiche 
schwindigkeit  oder  gleiche  Beschleunigung  besitsen.  Wir  wollen  nnn  bewei- 
sen» dasB  dieser  geometritohe  Ort  eine  Ellifise  ist,  deren  Mittelpunkt  mit  P 
.  svsammenflült  Die  Verbindungegersden  der  homologen  Punkte  i^i^t« 
•^1^9»  umhttllen  eine  Psrsbel  ir,  weil  die  Punktreihen  AiBi,..  und 
J^Bf  ...  fthnlieh  sind.  Die  beiden  durch  P  gehenden  Gwaden  h,  t', 
welche  die  homologen  Punkte  i^ii^,,  Z^/,  verbinden,  sind  die  selbstent- 
sprechenden  Oeraden  in  den  affinen  ebenen  Systemen  ^it  diese  selbst- 
entsprechenden  Geraden,  welche  in  unserer  Figur  reell  sind  und  nneh 
imaginftr  sein  können,  sind  Tangenten  der  Parabel  «  und  daher  reell 
oder  imaginär,  je  nachdem  P  ausserhalb  oder  innerhalb  der  Parabel  n 
liegt.  Betrachten  wir  nun  PuJl^jf^  und  PßB^^B^^  besiehendlieb  als  ent- 
sprechende Punkte  in  affinen  ebenen  Systemen  und  Xß^  so  sind  aneh 
in  diesen  Systemen  die  Geraden  A,  i  selbstentsprechende  Gerade;  denn 
als  reelle  oder  Imsginire  Tangenten  der  Parabel  n  theilen  sie  die  Ver- 
bindungsstrecken J^J^  und  Bj^B^  in  gleiche  VerhÜltnisse  und  folglich 
auch  die  parallelen  Strecken  ^i^t  und  ^x^%*  Betrachten  wXtS^Z^.'., 
aU  Phasen  eines  affin  •veründerlichen  ebenen  Systems  £,  so  sind  in  die* 
sen  die  Geraden  A,  t  und  der  Punkt  P  als  selbstentsprechende  Blemente 
fest  und  ein  Punkt  des  Systems  durchlftuft  den  Kreis  k.  Nach  einem 
früher  bewiesenen  allgemeinen  Satae*  folgt  dann,  dass  alle  Systempunkte 


*  Burmester,  Kinematisch -geometribche  ünterbucbungeu  etc.,  Zeitschrift  f. 
Math.  n.  Phys.  Bd.  90^  8. 984. 
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▼on  Z  Carven  besobreiben,  die  mit  dein  Kreise  A  aftin  sind  und  in  ailfi* 
neu  Systemen  liegen,  welche  dieselben  selbstAntoprecliendcu  Elemente  A, 
>a  P  besitzen.  Demnach  ist  die  Curve  A\  B\  sowie  die  Curve  B*^ ,., 
eiae  £Uipie  mit  dem  MittelpnnlUe       Hkrueeh  ergeben  dch  die  SäUe: 

27.  Der  geemetrisehe  Ort  der  Syetempuakte  einer  Phase 
eines  affin •  TerKnderlichen  ebenen  Systems,  welche 
gleiche  Geschwindigkeit  besitsen,  ist  eine  Ellipse, 
deren  Mittelpunkt  der  Geschwindigkeitspei  ist. 

28.  Der  geometrische  Ort  der  Bjstempnnkte  einer  Phase 
eines  affin -▼eränderliehen  ebenen  Systems,  welche 
gleiche  Beschlennignng  besitsen,  ist  eineBllipse,  deren 
Mittelpunkt  der  Besehlennigungspol  ist. 

Jeder  constauten  Geschwindigkeit  cntspriclit  eine  Ellipse,  welche  für 
dio  Geschwindigkeit  gleich  Nnll  in  den  Geschwindigkeitspol  zusammen- 
schrumpft; und  alle  dies«*  Ellipsen  sind  affine  Curven  in  ehenen  affinen 
Systemen,  die  dieselben  selbstcntsprechenden  Elemente  besitzen,  welche 
die  betreffende  Systempbase  mit  ihrer  unendlich  nahen  Phase  oder  mit 
ihrer  Gescbwindigkeitsphase  gemein  bat  Ebenso  entspricht  jeder  con- 
stantcn  Beschleunigung  eine  Ellipse,  welche  für  die  Beschleunigung  gleich 
Noll  in  den  Besehlennigungspol  zasammenschmmpft;  und  alle  diese  El- 
lipsen sind  affine  Curven  in  ebenen  affinen  Systemen,  die  dieselben  selbst- 
entsprechenden  Elemente  besitzen,  welche  die  betreffende  Systemphase 
mit  der  zugehörigen  Beschleunigungsphase  gemein  bat.  Da  die  Strecken 
A\A fl\Fi'.^y  ■  •  constant  sind  und  die  selbstentsprecbenden  Geraden 
A,  i  die  Verbindungsstrecken  homologer  Punkte  der  affine.n  Systeme  5,  ^ 
ID  gleiche  Verhältnisse  theilen,  so  sind  auch  die  Strecken  a^ai,  6s^it 
welche  die  Geraden  Ai,  i  auf  diesen  Verhindungsstrecken  bestimmen,  con- 
etant.    Wenn  wir  also  die  constante  Strecke  OkOi  zwischen  den  Geraden 

falls  diese  reell  sind,  gleiten  lassen,  so  beschreiben  die  Punkte  At^ 
and  A\  rcsp.  die  homologen  Ellipsen  and  e^.  Wir  wollen  eine  Ellipse, 
deren  Punkte  gleiche  Geschwindigkeit  besitzen,  eine  Geschwindigkeits- 
cllipse  und  eine  Ellipse,  deren  Punkte  gleiche  Bescbleunigung  haben, 
eine  Beschleunignngsellipse  nennen.  Bei  einem  Hhnlich-Tcrftuder' 
liehen  oder  starren  ebenen  System  gehen  diese  Ellipsen  in  concentrische 
Kreise  aber,  deren  gemeinsamer  Mittelpunkt  resp.  der  Geschwindigkeits- 
pol oder  Beschleunigungspol  ist. 

Die  Fandamen talsfttze  2  nnd  12  liefern  ein  klares,  ttbersicbiliches 
Bild  des  Gescbwindigkeits  •  und  Beschleanigungszostandes  einer  Phase 
iSjr  eines  affin  •  verftnderlicben ,  ähnlich -Terftnderlicbeu  oder  starreu  räum- 
lieben «Systems  S.    Der  Beschleunigungszustand  in  einer  Phase  tS'x  des 

veräud«  fliehen  Systems  orgiebt  sich  als  identisch  mit  dem  Geschwindig- 
keil«2Uj»t&ude,  der  auftritt  bei  der  guradliuigcu  gleichförmigen  Beweguug 
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des  affin  -  verftnderlicheii  SyatemB  von  der  Phase  S^r  nach  der  sogebörigen 
Besehleunigiiiigsphsfle  in  der  ZeiteiDheit.  Denken  wir  ans  zn  einer 
Phase  5^  des  yerUnderlichen  Systems  die  sngehörige  affine  Oeschwindigkeito- 
phase  Sp  bestimmt,  so  geben  nns  die  Verbindnngsstreeken  der  bomologen 
Punkte  der  affinen  rlnmliehen  Systeme  5«,  die  Grösse  und  Riehtnog 
der  Oesebwindigkett  der  betreffenden  Pnnkte  nnd  die  Tangenten  an  den 
Bahncarren  dieser  Punkte;  denken  wir  nns  femer  in  der  Pbase  5«  die 
sngehörige  affine  Besehlennignngsphase  S^p  constrnirt,  so  liefern  nns  die 
Verbindnngsstreeken  der  homologen  Punkte  der  affinen  rftnndieben  Sy* 
Sterne  5«,  ^  die  Grösse  nnd  Biebtung  der  Beseblennigung  der  betreffenden 
Pnnkte  der  Systempbase  S^g,  Hiernach  ist  das  Studium  des  Gesebwindig- 
keits-  nnd  Beschlennignugsanstandes  eines  affin -▼eränderlicben,  Hhnlich- 
▼eriUkderlichen  oder  starren  rSumliehen  Systems  auf  die  Untersuchung  der 
rein-geometrischen  Besiehnngen  der  drei  affinen  räumlichen  Systeme  S^eSpS^ 
surfiekgefUbrf  und  die  durch  die  Geometrie  der  Lage  gebotenen  sahireichen 
interessanten  Besiehungen  können  als  Sfttse  ttber  Geschwindigkeiten,  Be- 
schleunigungen und  Bahncurren  der  Punkte  eines  affin -verftnderlicbeu, 
Mhnlich-Terftnderlicben  oder  starren  räumlichen  Systems  interpretirt  werden. 
Wir  wollen  einige  der  wichtigsten  Besnltate,  die  unmittelbar  aus  dieser 
Darlegung  hervorgehen,  ableiten. 

Die  Verbindungsstrahlen  der  homologen  Punkte  sweier  affiner  räum- 
licher Systeme  bilden  einen  besondern  Strahleneomplex  sweiter  Ordnung 
nnd  sweiter  Classe,  und  die  drei  im  Endlichen  liegenden  selbstentspre- 
chenden Ebenen  dieser  Systeme,  welche  auch  Hauptebenen  des  Com- 
plexes  genannt  werden,  bestimmen  auf  jedem  dieser  Strahlen  Strecken, 
die  im  constanten  Verhältnisse  stehen.  Dieser  besondere  Strahleneom- 
plex, den  wir  einen  triedralen  Strahleneomplex  nennen  wollen, 
wird  auch  durch  die  Schuittgeraden  je  sweier  entsprechender  Ebenen  der 
affinen  Systeme  gebildet.  Der  triedrale  Strahleneomplex  ist,  weil  swei 
affine  räumliche  Systeme  stets  die  unendlich  ferne  Ebene  selbstentspreehend 
gemein  haben,  ein  tetraedraler  Strahleneomplex  mit  einer  unendlich  fer- 
nen Hauptebene  und  wird  noch  mehr  specialisirt,  wenn  die  affinen  räum« 
liehen  Systeme  in  ähnliche  oder  congruente  ttbergehen;  aber  wir  wollen 
jene  Benennung  auch  für  diese  beiden  lotsten  besonderen  Fälle  beibehalten. 
Ferner  wollen  wir  auch ,  um  Ausnahmen  su  yermeiden  und  der  Consequens 
wegen  Ton  starren  räumlichen  Systemen  «agen ,  dass  sie  einen  Geschwin- 
digkeitäpul  besitsen,  obwohl  derselbe  stete  im  Unendlichen  liegt.  Wir 
erhalten  hiernach  die  sich  von  selbst  ergebenden  Sätse: 

Ol»  Fk--  iGeschwindigkeits-i .  ,      r»  * 

21).  Die  <-  .  )  Richtungen  der  Pu*nkte  einer 

I Beschleunigangs-  )  ^ 

Phase  eines  affin-veränderlichen,  ähnlich -veränder- 
lichen oder  starren  Systems  bilde»  einen  triedralen 
Strahleneomplex,    dessen   Hauptebenen    nnd  Haapt- 
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pankte  die  selbBienttpreeheaden  Elemente  der  87- 

.  j  j      (Geiohwindigkeiti-I  „,         .  , 

•tempbase  uad  der  {—  ,  **  >  rhase  amd. 

^  f  Beeehlennigvngf»  | 

30.  Die  Geeemmtbeit  aller  Geraden  in  einer  Phase  eines 
affin-Terlnderlieben,  ftbnlieli-Terlnderlielien  eder  «tar« 
ren  Sysiene»  deren  Punkte  in  einer  Bbene  liegende 

!Getehwindigkeiti-|  ^.  ... 
>  KicbtuDgen  besitzen,  bilden  eiuen 
BeaenlennignngB-  \  ^ 

triedralen  Btrahleneemplez;  und  die  in  einer  Ebene 

1:        j       )Geeehwindigkeits-|  0. 

liegenden  j  ß^ggjii^nulgn^jj  JRicbtungen  umhüileu 
eine  Parabel. 

r^-     4öesckwindigkeiti-J  „.  j     »     u*  • 

31.  Die  ,  VKicutaueen  der  Punkte  einer 

I  Besebleunigangs-  |  ^ 

Oeraden  dea  affin-rerinderlieken,  Ibnlieb«Terlimder- 
liehen  oder  starren  Systems  erfflUea  ein  byperboli- 
sches  Pcraboloid. 

00  r.-    i  Gesebwindigkeits- j  „.  ,^  1     u     u*    •  j 

32.  Die  .  )  Ricbtungen  der  Punkte  jeder 

I  Beseblennignngs*  )  "  ' 

,      u  j      i  Gesehwindigkeits-J  _  ,      »     j      n  j 
dnreb  den  {  „  ,  >  Pol  gebenden  Geraden 

I  Beschlennigungs-  |  * 

sind  parallel. 

Die  dnreb  einen  Pnnkt  in  einem  alfinen  System  gehenden  Geraden, 
denen  sebneidende  Geraden  im  andern  aflinen  System  entspreehen ,  liegen 
auf  einer  Kegolfllcbe  sweiter  Ordnung  nnd  die  Schnittpunkte  erfHllen 
eine  Baumenrre  dritter  Ordnung.    Daraus  folgt  der  Sats: 

33.  Der  geometrische  Ort  der  Systempunkte  eines  affin* 

verftnderliehen,  Ibnlich-TerAnderlieben  oder  starren 

„     *         j         4Geschwindigkeits-|  j  i. 

Systems,  deren  {  „      . ,      .  SEicbtnngen  durch 

'  )  BeschleuniguDgs.  j  * 

einen  Pnnkt  gehen,  ist  eine  RanmcurTe  dritter  Ord* 


nung,  welche  diesen 


,  ,  .  (Geschwindigketts-I 
Pnnkt  und  den  {„  .  > 

|Be8cbleunigung8- 1 


Pol  enthält,  und  diese  Richtungen  erfüllen  eine  Kegel- 
flXehe  «weiter  Ordnung. 
Zwei  entsprechende  Rbenenbtischel  in  awei  affinen  Systemen  erzeu- 
gen  ein  durch  die  selbstentsprechenden  Punkte  gehendes  Hyperboloid. 

JJeiDDRch  folgt: 

34.  Der  gcoiiietrischo  Ort  der  i* unkte  eines  affin  voran  der- 
licheu,   ähnlich-veränderlichen   oder  starren  Systems, 
Geschwindigkeits-J 
oticli  l  e  u  II  i g u  n  g K- 
schueideu,   ist   ein  durch   diese  Gorade   und  den 


iGeschwindickeits-i...  ,  _ 

deren    i  «Ricbtungen    eine  Gerade 

'  H  otic  n  I  e  u  II  1  tr  u  n  tr  K-  ' 
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!0e«cbwindigkeit8-|„  ,      ,      ,      „        .    i  -j      j  j. 
_      ,  ,       .  >rol  ßcUciiuo8  Hyperboloid  nnd  die 

BesehleanigungS' )  ^ 

Gesammihfit  dieser  BiehtiiBgeii  nmhttlU  eioeComplex* 

fUebe. 

Zwei  eAtepTCeheiide  Pknllelebeiieiibtlsehel  in  iwei  affinen  Systemen 
haben  die  anendlieh  ferne  Ebene  selbstentspieohend  gemeinsem  nnd  eisen* 
gen  demneeh  eine  Ebene,  die  dnieh  den  im  BndUdien  liegenden  selbst- 
entspreebenden  Punict  der  affinen  Systeme  gebt.  Beetinmen  wir  also 
drei  solebe  Ebenen  dmieh  drei  Paar  entsprechende  Paiallelebenenbüschel 
in  den  Systemen  S^«»  $9,  se  Ist  der  Dnrelisehnittspunkt  dieser  drei  Ebenen 
der  Gesehwindigkdtspol.  Die  Gesehwindlgkeitsriebtungen  aller  Punkte 
einer  soleben  dnreh  den  Oesehwindigkeitspol  gehenden  Ebene  liegen  dem- 
nach in  den  Ebenen  dee  ingebörigen,  In  Sp  befindttohen  Parallelebenen- 
bllsehels  oder,  mit  anderen  Worten,  sind  senkrecht  sn  einer  anf  diesen 
ParafMebenen  normalen  Oeraden.  Das  Analoge  gilt  fttr  die  Beschlenni* 
gung  nnd- wir  erhalten  den  Ton  Herrn  Dnrrande*  analytisch  abgelei- 
teten Sats: 

35.  Alle  Punkto  in  einer  TliabO  eines  affin-vorändcrlicheo, 

ähnlicb  •  VC r ä u d  c r I i ch en    uder   Htarren   Systems,  dereu 

1  Gescbwindigkoits-I  _ .  l      1,*  • 

{  .  /  Bichtungen   senkrecht  su  einer 

I  JDescbloun  igunga-  ) 

n  j  •  j  1-  •  •  j  u  1  )Geschwindig- 
Geraden  sind,  hegen  in  einer  dnreh  den  \  b     , .  . 

'      *   .  I  Besehlennt- 

iPol  gehenden  Ebeae. 
_ 

Betracbten  wir  zwei  entsprechende  ebene  altine  Systeme  r^. ,  r,  in 
den  affinen  räumlichen  Systemen  .*?x,  'S  i  «lann  entspricht  drr  iScbnitt- 
geraden  t'x<-'t>  iu  eine  in  der  Kbenc  <'x  liegende  (irrade  in  N , .  Denken 
wir  uns  von  dem  affinen  ebenen  System  r,,  eine  senkrechte  Projectiou  c  r 
auf  Ebene  r,.  beHliinint,  dann  haben  die  aHinon  ebenen  Systeme  c'r 
einen  im  Endlichen  liegenden  selbstentsprechenden  Punkt  und  zwei  durch 
diesen  gehende  solbstcntsprechonde  Gerado,  die  auch  imaginär  sein  kön- 
nen. Dasselbe  gilt  von  je  zwei  in  5,,  liegenden  ebenen  Systemen 
und  wir  gelangen  demnach  su  dem  Satze: 

36.  In  j od  er  Ebene     eiuer  Phase  eines  affi  n  -  veränderlichen, 

Ahnltch-vertnderlichcn  oder  starren  Systems  giebt  es 

,      ,  (Goschwindigkeits-j .  . 

eincuruuktjdcbseni-.  .  JUichtuucsenk- 

(  Beschlennignngs- 1 

recht  zn  dieser  Ebene  tf«  ist,  und  swei  durch  diesen 

Punkt  gehende  reelle  oder  imaginUre  Gerade,  die  solche 


•  a.  &  0.,  and  dmpta  rem^m  LXXIV,  mL 
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n     ,  ,  lOesebwindiKkeiis-j 

Fan&te  tragen,  deren  .  >  Kicbtuugen 

in  senkreehi  anf    itehenden  Ebenen  Hegen,  und  ferner 

1^      j  j         ü     w*  (Getehwindigkeiti-I 

Gerade,  für  deren  Punkte  die  <_      .  ,  > 

(Beichlennigangs- ) 

Biehtnngen  in  der  Ebene     telbet  liegen.* 

Denken  wii  uns  sn  einer  Sjateoipkaee     die  Oeeehwindigkeits*  und 

BeMhlennigungsphase  5«,      beatinunt  nnd  legen  wir  dnrok  drei  beneloge 

Penkte  dicier  drei  affinen  ßyateme  eine  Ebene,  ao  enthält  dieielbe  die 

Oeaehwindigkeilit  nnd  BeeehleuniguDgärichtung  des  betreffenden  Systein- 

penktes  in  der  Hiaae  Sm  nnd  iet  daher  die  Setmiegungsebene  fiir  daa 

Bahnennrenelement  dieaea  Pnnktea.    Da  die  Ebenen,  velahe  dnieh  je 

M  bettt«d<ige  Punkte  ren  drei  entapreclienden  Punkireiken  gehen,  eine 

Baunenrre  dritter  Claaae  oaonliren,  ao  ergiebi  aioh  der  8ats: 

37.  Die  ScbmieguQgttebenen  fttr  die  BahneurTenelemente 

der  Punkte  einer  Oeraden  eines  affin-TerAmderlieheu , 

ähnlich>Terftnderlicben  oder  starren  Systems  sind  su- 

gleich  Schmiegungsebenen    einer  Baumourve  dritter 

Claflfle,  der  cubischen  Parabel. 

Wir  nehmen  in  den  beiden  affinen  räumlichen  Systemen       S„  awci 

eutsprecbendc  GcrRclc  j/j,  y„  an,  legen  eine  Ebene  e  parallel  au  den 

VerbiuduügHgeradün   der  auf  g^,  ij„  liegenden  boraologen  Punkte  und 

beschreibou  um  den  Schnittpunkt,  welchen  die  Gerade  gx  mit  der  Kbeuc 

f  biUet,  einuu  Kreis  mit  einem  Radiüs  m.     Betrachten  wir  nun  diesen 

Kreis  al«  Dircctrix  einer  CylindcrÜäche ,  deren  Mantellinien  der  Geraden 

parallel   sind,  so  wird  dieae  Cylinderfläcbe  von  der  Geraden  Qi  in 

zwei  Punkten  geschnitten  und  die  diesen  beiden  Punkten  entsprechenden 

Punkte  auf  g^^  haben  dann  eine  Geschwindigkeit,   welche  gleich  dem 

Kreisradius    m   ist.     Es  giebt  hiernach  auf  jeder  Systemgeradou  zwei 

Punkte  mit  der   Geschwindigkeit  //i,   die  auch  imaginär  sein  können. 

Geht  die  Gorade  g^  durch  den  Geschwindigkeitspol  /^'',  so  gebt  auch 

die  cnttjjirccliciide  Gerade  j/,.  durch  denselben;  dann  liegen  die  Geschwin- 

«ligkeitsrichtungcn  der  Punkte  der  Geraden  g^  in  der  Ebene  der  Geraden 

'h'Jv  und  sind  parallel.   Demnach  befinden  sich  die  beiden  auf  g^^  liegenden 

l^unkte,  welche  dieselbe  Geschwindigkeit  m  besitzen,  in  gleichem  Abstände 

TOD  P"  und  sind  in  diesem  Falle  stets  reell.    Wenn  wir  in  gleicher 

Weise  zwei  entsprechende  Gerade  g^^gip  in  deu  Systemen  S,,  betrach* 

ten,  80  erhalten  wir  die  Satze: 

38.  Der  geometrische  Ort  der  Systempunkte  einer  Phase 

eines  affin- veränderlichen  räumlichen  Systems,  welche 


*  Hierbei  betrachten  wir  selbutverständlich  die  selbstentspceobendon  Ebenen 
ä«^,  und  SjfS^  als  amgeschloasen. 
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gleiehe  Gesebwindigkait  besitsen,  ist  ein  Ellipsoid, 
dessen  If iltelpuakt  der  Oesebwindigkeitspol  ist. 

39,  Der  geometrisebe  Ort  der  Bystempnnkte  einer  Pbese 
eines  affin «Terinderlicben ,  ftbnlicb - verAnderlieben 
oder  starren  r&nmlieben  Systems,  welebe  gleicbe  Be- 
seblennignng  besitsen,  ist  ein  Ellipsoid,  dessen  Mittel* 
pnakt  der  Bescbleanignngspol  ist.* 

Da  Xbnltebe  rKnmliebe  Systeme  eine  reelle  selbstentspreobende  Ebsae 
and  eine  anf  dieser  senkreebt  stabende  selbstentspreebende  (Gerade  be- 
sitsen, and  eongraente  rinmliebe  Systeme  nar  eine  selbstentspreebende 
Oerade  haben,  welebe  swei  eongraente  Pnnktreiben  tiigt,  so  folgt  sei 
dem  Setse  38  der  specieOe: 

40.  Der  geometrisebe  Ort  der  Systempnnkte  einer  Pbase 
eines  tbnlieb -▼erknderlieben  riamlieben  Systems, 
welebe  gleiebe  Oescbwindigkeit  besitsen,  ist  ein  Ro> 
tatioasellipsoid,  dessen  Mittelpunkt  der  Oesebwindig- 
keitspol, dessen  Axe  die  selbstentspreebende  Gerado 
ist,  welebe  die  Systempbase  mit  ibrer  anendlieh  nahen 
Pbase  gemeinsam  bat  and  welebes  bei  einem  atarres 
rftumlieben  System  in  einen  Botationsoylinder  Aber- 
gebt. 

Wir  wollen  das  Ellipsoid,  dessen  Punkte  gleiche  Gesebwiadigkeit 
besitaea,  das  Oesebwindigkeitsellipsoid  and  das  Ellipsoid,  welehes 
die  Pnakte  gleicher  Bescbleanignng  tHIgt,  das  Bescbleanignngi* 
ellipsoid  nennen;  jenes  gebt  fUr  die  Oesohwtndigkait  Nall  in  den  6e- 
sebwindigkoitbpol  Uber  und  dieses  aiebt  stell  für  die  Bescbleauigung  Noll 
in  den  Bcaebleunigungspol  susammen. 

Sind  drei  Ebenen  EtBtEk  gegeben,  welche  sieh  in  einem  Paaktei' 
schneiden,  und  denken  wir  ans  die  Geraden  9«  jj^tf^e***  im  Baume  liegend, 
welche  diese  Ebenen  resp.  in  den  Punkten  Ai^ägAi^  BtSiB^^  C^*CfCl 
derart  treifeni  dass 

^i^k  BtBk  OgCk 
ist,  nehmen  wir  femer  auf  diesen  Oeraden  die  äbnlieben  Punktreiheo 
Ä^A^AkAiAki  B^B^BkB^Bk^  OiC^CkCiCkt  ...  an,  so  können  wir  die 
Geraden  gmMf*  als  die  Verbindungsgeraden  der  homologen  Punkte 
A^A^t  B^B^t  ^1^9  sweier  rftumlieber  afliner  Systeme  $|,  anseheo, 
fttr  welche  P  der  selbstentsprechende  Punkt  und  A<  die  drei  selbst- 
entsprechenden  Ebenen  sind.   Ist  insbesondere 

*  Dieser  Satz  wurde  für  iIjih  »tarre  System  laut  einer  lirieflicliLii  Mitthciliuij; 
zuerst  von  Herrn  Schell  in  seinem  V<»rtriij:;c  zu  Ciirlsnihc  im  Jahre  1871  analytiscli 
abfiel  ei  tet,  femer  von  Herrn  Jordan  und  dann  auch  vun  Herin  Li^juine  iBxtHetw 
de  la  bocictc  matMmatviue  de  Fiance  ld7J,  T.  I  pag.  146  et  mitgüthuilt. 
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d«Dii  sind  die  genannten  Pnnktreiben  congrnent  und  der  geometrische  Ort 
der  Punkte  .-/j  /?,     . . welche  von  ihren  homologen  Pankten  gleichen  Ab-  • 
•tand  haben ,  ist  nach  dem  Satze  38  ein  Ellipsoid.  Hieraus  folgt  der  Satz : 

41.  Bewegen  sich  drei  Punkte  einer  starren  geraden  Punkt- 
reihe  auf  drei  Ebenen,  so  beschreibt  jeder  andere  Punkt 
dieser  Reihe  ein  Ellipsoid,  dessen  Mittelpunkt  der 
Schnittpunkt  der  drei  Ebenen  ist. 

Stetten  wir  noch  die  Bedingung,  dass  ein  vierter  Punkt  dieser  star- 
ren l'unktreihe  sich  auf  einer  vierten  Ebene  bewegt,  dann  schneidet 
diese  das  betieöcnde  Ellipsoid  in  einer  Ellipse  c, ,  der  im  andern  aftinen 
Systeiu  eine  Ellipse  c^,  entspricht,  und  wir  erhalten  den  von  Herrn 
Mannheim*  gegebenen  Satz: 

42.  Wenn  vier  Punkte  e i n <; r  s t a r r e u  geraden  F u n k t r e i h e 
«ich  auf  vier  Ebenen  bewegen,  so  beschreibtjeder  Punkt 
dieser  Reihe  eine  Ellipse. 

Schneidon  sich  diese  vier  Ebenen  in  einem  Punkte,  dann  ist  dieser 
der  gemeinschaftliihe  Mittelpunkt  liir  alle  von  den  Punkten  der  Reihe 
beschri ('honen  Ellipsen. 

Füllen  wir  von  den  I*unkten  der  Beschleunigungspliase  Senk- 
rechte auf  die  Veri)indnngtigera«len  der  homologen  Punkte  der  Geschwin- 
digkeit«- und  <ler  Syttenijjhase  .S',.,  «^V»  dann  bilden  die  erhaltenen  Fuss- 
puokte  die  Endpunkte  der  'rangentialhe.schlcunigungen  der  Systempunkte 
in  der  Pliase  S'x  Ziehen  wir  durcii  die  Punkte  in  Sj-  zu  diesen  Senk- 
rechten l'arHllelen  und  fallen  von  den  homologen  Punkten  in  .?>(p  auf  diese 
l'aralh'len  Senkrechte,  dann  bilden  <lie  entstandenen  Fusspuukte  die  End- 
jjunktr  der  Nornmlbesehlennigungen ,  und  diese  Normalbescideunigung 
wird  gleich  Null,  wenn  die  Beschleunigungsrichtung  mit  der  (teschwin- 
digkeitsrichtung  zuHammeufällt.  Nehmen  wir  in  den  allinen  räumlichen 
Systemen  S^Si,S(p  die  entHprochemh'n  affinen  ebenen  Systeme  ''r  »'p 'V 
an,  so  sind  «lie  Ebenen,  welche  homologe  Cierade  von  Cx  und  r,,  ver- 
liiiiden,  Sclimiegungsebenen  einer  Kaumcnrve  di itt»'r  Classe.  Ebenso  er- 
zeugen die  Ebenen,  welche  homologe  (ierade  von  r,-  und  r^,  enthal- 
ten, als  Sclimiegungsebenen  auch  eine  ('urve  dritter  (Jlasse.  Uiese  Iveiden 
Curven  haben  anss«>r  der  EluMie  r,  und  der  unendlich  fernen  Ebene  noch 
drei  geiueinschall liehe  Schmiegungsehenen  f'c"«'",  die  je  drei  huniidoge 
(ierade  der  alfincu  (djenen  Systeme  'Vr^'f/j  tragen.  Bezeichnen  wir  die 
in  f'  liegenden  drei  honiobigen  (leraden  resp.  mit  yxy'v9q,i  dann  um- 
hüllen die  Verbindungsgeraden  der  homologen  Punkte  von  ij  x9v  eine 
Parabel,  ebenso  umhüllen  die  Verbindungsgeraden  der  homologen  Punkte 
von  y  «y'^  eine  Parabel.  Beide  Parabeln  haben  ausser  der  Geraden  y'x  ne<^h 

*  Bullelin  de  la  üociÜe  meUlt^watique  de  France  (1873)  T.  1  pag.  113,  wo  auch 
114  dieser  Sate  vonHrn.  H  al phen  abgeleitet  wird,  u. Oaw^,  Bmd,LXXVI, p.  SSi, 
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zwei  gemeinscliaftlieb«  Tangenten  vnd  dtflM  tragen  dann  je  drei  homologe 
Punkte;  foIgKcli  enthftlt  die  in  fs  liegende  Gerade  sweiPnnkte,  wekhe 
*  in  ihren  homologen  Punkten  in  t^p,  e^^  anf  je  einer  Geraden  rieh  befinden« 
Daeeelbe  gilt  Ton  den  beiden  anderen  Geraden  g" x^  g  'xy  welche  dieEheMB 
f",  t"  betiehendlich  mit  e^,  bilden,  und  von  der  unendlich  fernen  Ge- 
raden, in  der  von  der  unendlich  fernen  Ebene  geschnitten  wird.  Den- 
ken wir  uns  diese  beiden  anendlich  fernen  Pnnkte  ansgeschloMen ,  so 
giebt  es  in  der  Ebene  Cx  sechs  Punkte,  die  mit  ihren  homologen  Punk- 
ten in       und  C(f,  auf  je  einer  Geraden  liegen. 

In  joder  Ebene  des  veränderlichen  Systems  giebt  es  hiernacli  im 
Allgemeinen  sechs  Punkte,  bei  denen  die  Richtungen  der  Geschwindig- 
keit und  der  Beschleunif^ung  zusammenfallen  und  für  welc  he  die  Norm»I- 
beschleunigung  Null  ist.  Die.se  Punkte  durchlaufen  also  auf  ihren  Bahn- 
curs'en  momentan  Wendepunkte  dieser  Curven.  Da  in  dem  Geschwin- 
digkeitsjiol  als  sclbstent8j)rechendem  Punkte  von  ,  'S  die  honiblogeo 
Punkte  /'j-,  /',.  zusammenfallen,  so  liegen  auch  die^e  mit  dem  homologen 
Punkte  des  Systems  .V<p  in  einer  Geraden;  und  dasselbe  gilt  von  dem 
Beschleunigungspol  als  selbstcntsprechcnder  Punkt  von  Sg^  Stp,  Uieraiu 
folgt  der  Satz: 

43.  Der  geometrische  Ort  der  Pnnkte  in  einer  Phase  ein  ei 
af  f  i  u  -  V  er  8n  d  e  rl  i  ch  en  ,  Uhu  1  i  c  Ii  -  v  e  rKn  d  er  1  i  ch  en  oder  .star- 
ren Systems,   welche  keine  N  o  r  m  al  h  esc  h  1  e  u  n  i  g  tm  g  be- 
sitzen und  mom<*ntan  Wendepunkte  anf  ihren  Bahnen  I 
durchschreiten,  ist  eine  Haumcurve  sechster  Ordnung, 
die  durch  den  Geschwiudigkeits-  und  lieschlen n ignngi- 
pol  geht.  ' 
Wenn  wir  ffir  die  Punkte  die.ser  Curve  die  Endpunkte  der  zugelui-  ^ 
rigen  Tangentialbeschleunigungen  bestimnien ,  so  bilden  diese  Endpunkt»' 
in  dem  System  .^q,  eine  jener  Curve  alline  Haumcurve  sechster  Ordnniijr, 
die  durch  den  Beschleunigungspol  geht.     Die  vorhin  ausgeschlossenen, 
in  der  unendlich  fernen  Ebene  liegenden  Pnnkte  erCiillen  in  dieser  ein«' 
Curve  zweiter  f)rdnung.     Mit  Einf-chluss  dieser  Punkte  ist  dnnn  j«'nor  , 
geometrische  Ort  eine  liaumcurve  aclifer  Ordnung,  die  in  eine  Kaum- 
curve  sechster  Ordnung  und  in  eine  unendlich  ferne  Curve  zweiter  Ord- 
nung zerfiillt. 

Die  Tangentialbeschleunigung  ist  Null  für  die  Punkte,  deren  Oe- 
sehwindigkeits  -  und  Beschlennignngj;riclitnng  einen  rechten  Winkel  bil- 
den, und  der  geometrische  Ort  dieser  Punkte  ergiebt  sich  durch  folgende 
Darlegungen.    Betrachten  wir  in  den  Systemen  ^a  die  anf  drei  ent- 

sprechenden Geraden  grtjvy<p  liegenden  homologen  ähnlichen  l'unktreilien 
und  denken  wir  uns  durch  die  anf  f/x  befindlichen  I'unkte  Ebenen  seukreclit 
zu  den  Geraden  gestellt,  welche  diese  Punkte  mit  den  homologen  Punkten 
anf      verbinden,  so  umhüllen  diese  Ebenen  eine  paraboliache  Cylinder- 
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ääche  and  bilden  also  ein  Ebenonbüschel  zweiter  Ordnung,  welches  auch 
zu  der  auf  ^<p  liegenden  Punktreihe  projectiviscb  ist.  Da  der  unendlich 
fernen  Ebene,  welche  die  parabolische  CylinderÜache  berührt,  der  un- 
endlich ferne  Punkt  der  (leradon  «/(^  entspricht,  ho  giebt  68,  wenn  wir 
diesen  unbeachtet  lassen,  auf  der  CJeraden  gq>  nur  noch  zwei  Punkte 
^<pB(f),  welche  in  entsprechenden  Ebenen  des  Büschels  liegen.  Bestim- 
men wir  nun  zu  den  auf  v^p  liegenden  Punkten  A^B^,  beziehendlich  die 
homologen  Punktt^  ^x^^t  ^nid  ^-irf»,,  auf  (/.r»  f/r,  so  sind  AfpA^J^^  Dq,  B^  P„ 
rechte  Winkel,  demnach  steht  für  die  Punkte  A^.,  Bx  die  Beschleuni- 
l^nngsriclitung  Ax  -f^)  und  B^  Bcf,  res}),  senkrecht  auf  der  Geschwindigkeits- 
richtung /4jrJ„  und  f^j^Bp'y  folglich  giebt  es  auf  einer  Systemgeraden  zwei 
Punkte  (die  auch  imaginftr  SQin  können),  deren  Tangentialbefichleunigung 
Null  ist.     Für  den  Geschwindigkeitspol  in  dem  als  selbstentspre- 

chondem  Punkt  von  Sj.,  S,,  die  Punkte  P,r,  Pv  zusammenfallen  und  dem 
in  der  Punkt  Pq,  entspricht,  ist  Pqt/'x^'v  als  ein  rechter  Winkel  zu 
betrachten;  das  Analoge  gilt  für  den  Beschleuniguugspol  /Z****,  in  dem 
als  selbstentsprecliender  Punkt  von  .V^,  Sq,  die  Punkte  77^,  IJtf,  vereint 
liegen  und  dem  in  ^t>  Punkt  72»  entspricht.  Hiernach  erhalten  wir 
den  Satz: 

44.  i)er  geometrische  Ort  der  Punkte  in  einer  Phase  eines 
a  f  f  i  n  -  V  e  r  ä  n  <1  e  r  1  i  c  h  e  n  ,  U  h  n  1  i  c  h  -  v  e  r  ä  n  d  e  r  I  i  c  h  e  n  oder  star- 
ren  Systems,    welche  keine  Tan  gen  t  i  al  b<'.s  c  hl  e  u  n  i  g  u  n  g 
besitzen,  ist  eine  Fläche  zweiter  Ordnung,  die  durch 
den  (i  e  H  c  h  w  i  n  d  i  gkei  ts  -  und  Beschleunigungspol  geht. 
Denken   wir  uns  für  die  Punkte  dieser  Fläche  die  Endpunkte  der 
zugehörigen   Normalbescblennigungen  bestimmt,  so  erfüllen  diese  End- 
punkte in   dem  System  Sf^  eine  mit  jener  Fläche  affine  Fläche  zweiter 
Ordnung.     Diese  für  starre  Systeme  meist  bekannten,  hier  für  verander- 
liclie  Systeme  abgeleiteten  Sätze,  welche  in  organischem  Zusammenhange 
aus  unseren  fruchtbaren  ftindamentaleu  Beziehungen  hervorgehen,  gelten, 
wie  ><chon  Seite  117  betont  wurde,  fUr  Beschleunigungen  aller  höheren 
Ordnungen. 

(Sobloaa  folgt.) 
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-WunD  die  Wertbe  sweier  Integrale  von  den  Formen 

OD  OD 

0  0 
bekADDt  sind,  so  lassen  sich  die  verallgemeinerten  Fourier'schen  Sätze* 

3)  £Bm  sin w X  =  f{x)  —  £f{2n «  —  x)  +  £f{^nn  +  a-) , 

0<a;<2jr,   n^l,%^  3,  ... 

ftli  TmoBfonnationen  anffMaen,  dorcb  welche  iwei  periodische  Reihen  in 
andere,  meistens  nicht  periodische  Beihen  nmgesetit  werden.  Für  die 
01eichnng2)  bietet  die  Annahme  f{t^^er*^  ein  bekanntes  Beispiel;  für 
die  Oleichnng  3)  mag  hier  ein  neues  folgen,  welches  sn  mehreren  be- 
merkenswerthen  Resnltaten  ftthrt 

Ans  der  schon  mehrfach  bewiesenen  Integralformel** 

o 

erbMlt  man  annftchst 
0 

/ 

und  allgemeiner  ftir  A>=2n9K9,  9 


2lKO 

2 


man  hat  also 


Man  s«'he  Uhh  Verf.  C'ontpcndiom  «1er  höheren  Analysis,  Bd.  Ii  161. 
**  Ebendas.  Üd.  1,  §  »3,  Formel  7. 
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Die  Foimel  3)  giebl  nvn,  wenn  die  Snmmirangen 

„sinnx     n  —  x      1  1.«       1  .  « 

benuUt  werden, 

«?  —  I         e     0  "—1         u     •  _1 

Die  beiden  rechter  Hand  vorkommenden  lieihen  lassen  sich  dadurch  Irans- 
formiren,  dass  mau  die  Entwickelang 

3«ir  — «  iiiÄ-f* 


Miwoli]  ftr|ae  f  ,al8fllr€sse  e  in  Anwendung  bringt;  es 
wird  dann 


i».r  n  r 


Beachtet  man  noch  die  identische  Gleichung 
M  liat  man 

e»f— e"«t        ^  t  — 1 

oder  auch,  wenn  tnau  von  den  Bezeichnungen 

— ^  srMptf,   ^  »M4|»ti 

Qebranch  maeht,  mit       dividirt  und  etwas  andeia  ordnet, 

6)  , 

Beaeiehnet  man  die  linke  Seite  dieser  Gleichung  mit  9),  ao  liegt  in 
der  voiatelMuiden  Gleiehnng  der  8ats 
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Durch  Differentiationen  oder  Integrationen  in  Beziehung  anf  x  oder 
Q  lassen  sich  aus  Nr.  6)  weitere  Resultate  Hhnlielier  Art  ableiten,  von 
denen  einige  Platz  linden  mügen.    Wird  die  Gleichung  6)  nach  x  diö'e- 

reniirt  and  dann  mit         moltiplieirt,  so  entoteht 


4  iin* 

7)  nx 

'  _   n  cshh  — 

_   2^  V  9 


d.  i.  wenn  die  Unke  Seite  mit  V{Xy     beieiehnet  wird, 

Niclit  ohne  Interessi*  ist  der  Fall  .r  =  0,  für  welchen  pi'rindische, 
nnch  Cosinus  fortschreitende  ßeihen  gütig  bleiben.    Die  Differenz 

9  UL- 

T  X 

geht  dann  in  ^^'^"^  ^'^^^  ^) 

wonach  der  Function 
die  Eigenschaft 
snkommt 

.  Beieiehnet  man  ferner  mit  in  die  Svmme  der  DiTisoren  Ton  lo 
Iwnn  man  der  Gleiehnng  8)  aneh  folgende  Form  ertheilen; 

nnd  daraus  ergiebt  sich  z.  B.  ftlr  («l 

2^^t  =2'-        =  i  (i  -  i)  =  0.00187798. 

Bei  kkfaien  q  eonveigiren  die  in  Nr.  8)  nnd  9)  linker  Hand  Tof» 
kommenden  Reihen  sehr  langsam,  die  reehts  yerseichneten  Reihen 
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(iage^en  ko  rapid,  dws  jeuc  Gleichuugüu  al»  Samineilformelu  bouutzt 

wcriii'u  könucu. 

Mnltiplicirt  mau  die  Gleichung  8)  mit  —  —  und  integnrt  von  ^ss^ 
bis        1  ^  erbilt  nuun 

•0)  =^i-i^(i)-^/(i-rYj 

oder,  entBpreehend  der  Gleiehnng  9) 

Schliesslich  möge  uocl»  licmcrkt  sein ,  (Ibkw  sicli  inaiiciie  (lirsor  Ke- 
saltatc  mittelst  der  i'lieorit'  (1<  r  elliptiucht  u  Fuiictiuuou  verificixen  lasnea. 
S>o  litt  B.  B.,  wenn  die  Jecobi'sckc  Hoxeichnung 

aogeweudct  wird,  nach  den  Formeln  auf  S.  136  und  137  der  Fuodam. 
B.  theor.  funct.  ellipt. 

Itei  nan  hier  %  an  die  Stelle  ven  n  treten  und  eliminirt  ana  beiden 
Gldehnngen  a*,  so  fallen  anfolge  der  Relation  iTE'-^  X'M^  Kä'^in 
alle  elliptiaeben  Integrale  herana  und  die  flbrig  bleibende  Gleiehnng  geht 

Ä" 

für  "g—Q  in  die  Formel  8)  Uber. 

(Ans  den  Sitatmgsberiishten  der  K.  8.  GeieUBoh.  d.  Wimttmek) 

ScULÖMILCn. 


I?.  Vober  die  iununn  yoa  Pwtaniin  d«r  ndfinikM  nntttrlieham  Sahleo. 

Naclidt  in  ich  bereiU  im  Jahre  184Ü  den  Zu«ammenhaug  siwi«cbüu 
der  Function 

1)  ♦(**)-i-^  +  5l.-fM  +  —  0<f.<l 

und  der  ci>inplcincntürpn  Function  —  ft)  iiacligcwieaen  hatte,  *  lag  die 
Vermutliuug  nahe,  dasn  zwischen  den  Functionen 


*  ArehiT  d.  Mathem.  u.  Phya.,  Bd.  XII  and  Bd.  XXX,  wo  Clauien  einen 
Bewei«  der  mitgelheüten  Bdaition  liefert,  ferner  Zeitaehr.  £  Mathem.  n.  Phya., 
IkLUi&iaa 
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QDd  9(1  — fi)  eine  ilmliche  Relation  bettohen  wttrde.  Auf  dem  fHlberen 
Wege  liest  sich  letstere  niebt  enicleckeD,  d&gegeu  crgiebt  aie  neb  aAx 
leiebty  wenn  man  das  Integral 

8) 


auf  zwei  vcrscbiedene  Weisen  entwickelt. 

Enetst  man  snnäcbrt     dnieb        »o  bat  man 

1  4  i 


0 

mitbin  dnreb  Sabtiaction 


00 

(2'--. -')"-f  [f^-^fiIfsI  *"  ' 


Es  i«t  nun  weiter 


mithin  dnrcb  Babetitataen  in  die  ▼orige  Gleiebong  und  naeb  Amrftobffnng 
der  Integrationen 

(l.-*.-i)ff-r(,)(;^-l+^-...)-rw(i-i+l-...) 

oder  infolge  der  Bedentnng  von  ^(f») 

Eine  andere,  nicbt  fttr  alle  positiven  fi  geltende  Bntwickelang  tob 
0  entatebt  dadurch,  dase  man  in  Nr.  3)  von  der  bekannten  Gleicbnng 

1  1  aj  X       .  X 


Gebrancb  macht  nnd  die  einxelnen  Integralwerthe  nach  der  Formel 


xl^d»  n  1 


Ö 

beaUmiDt;  dies  giebt 

Die  Vorgloichmig  (liesos  nnd  des  unter  Nr.  4)  verseicbneteu  Wertbee 
von  V  führt  nun  zu  der  Kolatiou 
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Symmetrischer  gestaltet  sich  dieselbe,  weun  man  die  Function  f{n)  durch 
folgende  Gleichung  definirt 


es  ist  dsnn 

Mittelst  eines  ganz  analogen  Verfahrens  gelangt  mau  auch  rasch  zu 
der  anfangs  erwähnten  KelAtion  swiscben  ^(fc)  und  ^(1  — f»).  Wird 
nämlich  in  dem  Int^gnl 


die  Entwickelang 


4"  * 

b«notat>  so  ergiebt  sich  für  jedes  fft>0 

r=rOi)  ♦(!•); 

dmeh  Anwendnng  der  Fomel 

t         n\      1  3 


wird  dag^en  unter  der  Voraussetzung  0  <  |ii  <  1 
iBitfain  durah  Vetgleiehnng  beider  Werthe  von  F 

Um  «Qch  hier  eine  symmetrische  Form  herbeisnftthren »  möge  die  Func* 
tion  fij»)  durch  die  Gleichung 

(f»- 3-„+i. -  ■y{~fm»i^in> 

detiuirt  werden;  die  lielatiou 

10)  f{i-ii)=^af.) 

gilt  dann  fUr  die  Function  f  wie  früher  (tbr  F, 

Ans  den  Gleichungen  5)  und  8)  kann  man  durch  Differentiation 
nach  fi  weitere  Belationen  abieiton,  die  jedoch  von  wenig  Bedentnng  sein 
dflrften. 

(Ans  den  Süsangaberichten  der  K.  8.  üeseUach.  d.  WiweniichJ 

SohlOsulob. 
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y.  Vene  Methode,  um  den  Wideretand  einer  gmlTaniiehen  Batterie 

m  Bieieen, 

(Hienn  Taf.  m,  Fig.  U.) 

Obgleich  beieits  mebrere  Methoden  bekannt  sind,  mit  deren  Hilfa 
sich  der  Widerstand  einer  galvanischen  Batterie,  unter  welchem  Aus- 
drucke auch  ein  einziges  Element  verstanden  werden  kann,  bestimmeD 
iMsst,  so  glaube  ich  doch,  selbst  abgesehen  von  dem  Interesse,  welches 
die  Vergleicbung  verschiedener  Lösungen  eines  und  dessnlben  Problums 
immer  erweckt,  die  von  mir  crfuudone  Methode  aus  dem  Grunde  ver- 
öffentlichen zu  sollen,  weil  dieselbe  nicht  nur  Aubpruch  auf  Originalität, 
soudcrn  auch  auf  Einfachheit  hat  und  also  auch  in  praktischer  Beziehung 
nicht  ohne  Bedeutung  ist. 

Einfach  ist  dieüc  Metliodc  dcölmlb,  weil  mau  zu  derselben  nur  eiu 
Differentialgalvanomcter,  dessen  Widerstand  sogar  unbekannt  sein  kann, 
und  einen  Khcohtatou  braucht.  Ein  geringerer  Aufwand  an  Apparaten 
ist  niclit  denkbar.  Ferner  ist  zu  bemerken,  dass  der  gesuchte  Wider- 
stand direct  vom  lilieüstatcu  abgelesen  wird,  folglich  jede  wie  immer 
geartete  Rechnung  entfHllt. 

In  Fig.  10  bezeichnen  B  die  Batterie,  D  und  die  beiden,  in  jeder 
Beziehung  gleichen  W^indungssystenie  (b\s  l)iiTereutialgalvau<inieter>.,  /»' 
den  Kheostaten  und  C  einen  mit  Leichtigkeit  aufzuhebenden  und  wieder- 
herzustellenden Contact.  Die  beigefügten  kleineu  Buchstaben  bezeichneu 
die  einzelnen  Widerstande  und  wurde,  wie  man  sieht,  nur  der  Wider- 
stand des  Kheostaten  als  bekannt  angenommen.  Bezüglich  der  Win- 
dungen des  Differentialgalvanometers  ist  hervorzuheben,  dass  dieselben 
nicht,  wie  gewöhnlich,  im  entgegengesetzten  Sinne,  sondern  so  ein- 
geschaltet sein  müssen,  dass  sich  die  Wirkungen  der  dieselben  durch- 
flicsscnden  zwei  Zweigströme  auf  die  Nadel  des  Galvanometers  summiren. 
Die  Widerstände  der  kurzen  Zuleitungsdräbte  können  vernachlässigt 
werden. 

Bei  der  bezeichneten  Schaltungsweisc  der  Umwindungeu  des  Galva- 
nometers wird  die  von  den  beiden  gleich  starken  Zweigströmen  in  D  und 
C,  welche  bei  geschlossenem  C-Contacte  vorhanden  sind,  ausgehende  Ein- 
wirkung auf  die  eine  bestimmte  Ablenkung  erfahrende  Nadel  des  Galvano- 
meters offenbar  dieselbe  bleiben,  wenn  man  einen  dieser  beiden  Zweig- 
etrömc  unterbricht  und  gleichzeitig  die  Stärke  des  andern  verdoppelt* 

Auf  diesem  Princip  beruht  die  in  Rede  stehende  Metbode. 

Bezeichnet  E  die  clektroraotoriscbe  Kraft  der  Batterie,  so  hat  man 
in  Gemässheit  der  Kirchhoff 'sehen  Formeln  für  den  mit  /  sn  beseicb- 
uenden  Zweigetirom  in  D  und  auch  in  G  die  Gleichnng 

j  Frr 
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Unterbricht  man  jetzt  den  Contact  bei  C\  was  soviel  ist,  aTs  wenn 
man  gleichzeitig  die  Wege  C  und  R  unterlnechen  würde,*  so  hat  man 
nar  mehr  einen  einfachen  Stromkreis,  in  welchen  die  Windungen  D  des 
Differentialgalvanometers  eingeschaltot  sind. 

Die  nnnmchr  in  D  auftretende  Stromst&rkei  welche  mit  bezeich- 
net werden  mag,  ist  durch  die  Gleichung 

gegeben. 

Es  toll  aber  diese  Stromatirke  das  Doppelte  der  enteren  betragen. 
Daher. mnae  noch  die  weitere  Gleichung  beatehen 

2Ew        _  E 

worana  man  aeUieaalieh  naeh  einer  «nfaeben  Bednction 
«hält. 

Wird  also  der  Widerstand  des  Rheostaten  so  regnlirt,  dass  die  Un- 
terbrechnng  und  Wiederlierstellung  des  Contactea  bei  C  keinen  Einflnss 
auf  die  abgelenkte  Nadel  des  Differentialgalvanometera  ausübt,  so  giebt 
der  eingeschaltete  ktlnstlicbe  Widerstand  genan  den  geanchten  Wideratand 
der  Batterie  an. 

Die  Manipulation  bei  Anwendung  dieser  Methode  ist  dieselbe,  wie 
jene  bei  der  bekannten,  auf  dem  Princip  der  Wheatatone'schen  Brttcke 
bemhenden  Methode  dea  englischen  Physikers  Mance.  Diese  Knssere 
Aehnlichkeit  ist  aber  auch  die  einzige,  welche  zwischen  diesen  beiden, 
sonst  gana  Teiachiedenen  Methoden  beateht. 

Wien.  HniBBiOH  Disobbr, 


VL  Ueber  einen  geometriachen  Sati. 

Wenn  nm  nnd  in  daa  Viereck  AB  CD  aieh  Ereiae  seiehnen  laaaen, 
deien  Badien  r  nnd  ff  aein  mögen  nnd  deren  Centrale  d  iat,  so  gilt  die 
Gleichung 

oder 

Das  Viereck  habe  bei  A  den  Winkel  o,  bei  C  also  180  — a;  die 
Diagonale  BD  theilt  den  Winkel  B  in  die  Theile  x  und  u  und  den 


*  Dies  gilt  jedoch  nur  bezüglich  der  Batterieströme  und  nicht  auch  bezüglich 
der  Induction>j^tr(niie.  Im  letztere  zu  vermeiden,  darf  die  Unterbrechung  in  keiner 
tndem,  alu  der  erntgedachteu  Art,  nach  welcher  daa  vorhandene  System  in  zwei 
gSidÜMMDe  Figuren  gethdlt  wird,  erfolgen. 
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Winkeh />  in  die  Theile  //  und  so  das»  x  und  //  im  Dreieck  ADD 
li»>KPu.  Nennt  man  0  und  J  die  Mittelpunkte  der  Kreise,  setzt  x—y=  d, 
u  — t.'  =  d|,  8o  erh&lt  man  aas  den  Dreiecken  AOJ  und  COJ 


1).  eoij^  ^  ,    co5^  = 


Da  AB-^CD^  AD-^  BC  ist,  so  hat  man 

$inx    tiny  SS  tinu  —  tinv 

oder 

Durch  Elimination  von  ö  und     ans  den  Gleichungen  1)  und  2)  erhält  man 
4r«^«  sin*  |.  -  ^(r«  -  d«)  «h«  ^  +  ^«]* 

und  endlich 

WeUienbnrg  i.  £.  Miumowski. 
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(iesrlnviiHliirkeil  ües  Selialles 

^nu  Dr.  H.  B.  Mecklenburfl, 

,,.ul  der  K..<.igl   lUbl...tl.Hk  .  rl 

^i.,  H.  Mit  l  TatVl.    Vu-i^  l  Mark 


men 


G 


.  B.  Teubner  in  Leipzig  »  isclK  int 


Hepertoriiim 

literarischi-n  Arbeiten  i.us  dem  Gebii-te 


der 


und  angewandten  Mathematik 


Orionialberichte  der  Verfassei- 


llr.  LtM>  Köuiffsberiror  nul  Dr.  (Justav  Zfuiier. 

fnr  .Ion  Han.l  voj.  M  I«iurkl>..j,'.-i.  i"  Mark 


,  i.m  im  h'  una  Ausland.  ..dvnuU.n  hat  und  ^'^'1<=>»«  ^^7«;' 
.  einen,  wirklichon  BedürfnisH  .  nt.pricht ,  voran  asst  zu  er- 


ehrift  auch  n-rurrhin  imt.  r  d.  r  Redactum  d»>r  U-  ' 

Witu 


l'rnfi.*.r>r  d.  r  Mi  cliaiitk  .um  rolyloa.iuKi 


D.e  Herren  Autoren  werden  gebeten,  saehUche  Referate  über  die 
„  mnerBeibBt  ge.ehriebenen  Büeher  >md  Abhandlungen,  entweder 
no^hTor  oder  ."mittelbar  nach  ihre».  Er.chei„en       Hnon  der  beiden 
]  ..er  gefälligst  einzusondeii. 

"""'v^n'so  tÄ.;.n        to  M.^l-   h,,..,    AlW  Bucl,- 

Die  VerhigshancUuug 
B.      TtMibm'r  in  Leip/iff. 


I  N  H  A  L  1 


i'juiv.ilfiiti-  Al.biUluug     Von  Stu 
rg  i.  B.  ,Tat.  III  Fig.  1-3 
V  Anv  eynthetischen  rk-lumdiung  der  -  i-cum  Luiv.a  ■> 

Mn.iNowsKi  iu  Woiasenburg  i.  E. 
\  l.  Kinenuttiach-geometriache  Theorie  der  Bewegtin:/,'.',-  ,'; 
iihnlich-veraiKlerlichen  und  starren  räiiiü 
Vun  Prof.  Hr  L  Hurmkstkk  in  Dresd.-n  Tal!  III  J 

K'leiuere  Mittheilungeu. 
Hl   l  ober  finige  unendliche  Reihen.    Von  ScHr.ÖMiMu 
l^    I  eher  die  Summeu  v..n  l'otenzen  der  reciproken  narürlK-heT, 
Srui.ÖMn.(  H     .  . 

^    N"'>-  >T-thode,  um  den  WjaticUud  eiü.:r  galvanjsch«ij  iL 
i  H.  Dim  uKR  in  Wien  ^Tuf.  III  Fig.  n 
at-M  geometrischen  S.-itz     Vn,,  Mit.iNow-i.,  ;.■ 

Histori.ch-Ji'^  r  n;---!,..  Abtl.eiluii. 

•  l-ei  den  AnthfuI  Petnua.  .ui  a..i  Erfindung  des  tci«- 
^i.rpfl)Piiy     Von  IV  Kl).  Zetzschk 

fioSi  OMfAusi ,  H.  Baldas«.vhk,  Bnlhtliuo  di  hibhogruf. 

flfllr  .H-icnze  mateniaticht  e  fisiche.   Von  Dr.  ^ 

Ansbach  

M AH  M, KssKN .  Prof.  Dr.  Limwio .  Grundriss  der  Diuj ■ ; , i k  g.. 

LinaenBysteme.    \'on  F.  Lipi'icu  in  Pr !-/ 
IIahinkk.  Fbikdiu,  Haudbuch  der  niederen  G< 

bearbeitet  von  Prof.  .To.^ek  Wastkeb.    Von  B-u. 

liogruphic  vom  1.  December  1877  bis  28  fV^ru  r  m?« 
Periodische  Schriften 
tieschichte  der  Math^-raalik  und  Physik- 
Reine  Mathömiitik 
Angewandte  MatheiuiUik 
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•  i.tPr  der  vfrantwortüchr'ii  Ttt-ilaotioii 
von 

Dr.  O.  Schlömilch,  Dr.  E.  Kahl 

und 

Dr.  M.  Cantor. 
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Mit  einer  lithopniphirten  Tafel. 
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Verlag  vofl  Moiellen  für  deB  Mherep  inatli.  UDlerricbl. 

i&i  L.  IJrill  in  DuruKtudt  sind  erechieuen: 

iVlalh.  (lips- Modelle 

mod.  nach  den  im  niath.  Institut  dor  k.  techixiscben  Hochschul«-  in  Mün<jhen 
unter  Leitung  der  ProfT.  Dr.  Brill  und  Dr.  Klein 

angeft'rtigten  (.•riginalen. 

Formen  und  Aljgiisse  von  .T.  Kreittmayr,  Fomaator  des  Nationalmusetiintt 

in  München. 

Erste  Serie, 

1.  llotationsil.  der  Tractrix  mit  g<^odät.  vi.  Huupttangenteu -Curven.  2.  Central- 
flächp  des  ellipt.  Paraboloids  (3  Mod.}.  3.  Centralfliiche  des  einachal.  H.\-perboloi«i- 
(■        '1.    4.  Kot;  '        1  mit  geodiit.  Linien.    6.  Dreiaxiges  Elhpboici  mit 

1^'  Linien  dm  -    ■  Ipunkte. 

Preis  der  Serie  (bestehend  aus  0  Mod     (jO  Mark  <  x' L  Kniballage  i  l"» 
und  Versendungskosti'n. 


Zweite  Serie 


<>.  Drei   Modelle   der   KunmKTS'hen    Kliiche   vi»;,  s,  4  Kjiotenpnnkt»' 
7.  Flache  3ter  Ürdn.  mit  4  reellen  con.  Knotenpunkten  nebst  H 
cnrven.    8.  Drei  Kotationsflilchen  const.  mittl.  Knimmung  ueli-'  i 
i».  Kotutionstliiche  von  couat.  negat.  Kriimmungsmaasa  (Kegtd  •  Tvj  ^ 
und  Asymptoten- Linien.    10.  Desgl.  (Hyperboloid -Tvpua)  mit  parallelen 
Linien  und  geodilt.  Kn-i.^en.    11.  Uahncurve  eines  schweren  Punktes  au:  ilu-  l 
Kug»d. 

Jedem  Modell  resp.  jeder  Gruppe  von  zusammengehörigen  Modellen 
iat  ein  erläuternder  Text  beigefügt. 

Preis  der  Serie  120  Mark  ext-l.  Emballa;.;.'      . i  und  Versendungfk    ,  i. 

Mod.  u.  Prospecte  sind  durch  jede  Buchhandlung,  ferner  durch  Hrn.  Kreittmayr 
ki  München,  sowie  direct  durch  die  Verlagshandlung  zu  beziehen. 

V4HI  FlHclien  zweiter  Ordnuni?,  i  onsi 
[I    nach  Aiig-.ibe  von  Prof.  Dr.  A.  1" 
München.    DargOHtdli  durch  i' 
m^^^^^^^^^^^^^^^m^^^^mm   g^'fügtc  KfiMse  aus  tiiTbigoni  C 
nebst  wisaenschaftl.  Krlilutfrung.    Die  Serie  enthiUt:  Zwei  Ellipsoide  v 
Constr.,  ein-  u.  /w^üschal.  H^iierboloid ,  elli))t.  ii.  hyperbol.         '    '  :d  u.  i\ 
(tanze  Serie  11  Mark;  t«Tii<>r      .Xrtfn  .^ta(i\('  /um  A  re>-p 
.stellen  der  Modelle. 

lllustrirte  Prospecte  gratis  durch  jede  Buchhandlung  zu  beziehen. 


(Jarioii-Modelle 


Zum  Ucbiiiuch  au  höhcrii  Leliraiistalteii 

i^t  von  Fr.  Ilofiiiiiiin«  Professor  der  Mathematik  am  K.  Gymnasium  ^' 
im  V'»*rluge  der  G  r.iu  sehen  Buchhandlung  erscliienen  und  in  allen  Bui  l, 
zu  haben: 

Sammlung  der  wichtigsten  Sfttze  aus  il<  r  .\rithmetik  und  Algebi 

gr.  8^  br.  40  -^ 
Samndung  atereometr.  Aufgaben,  gr.  8".  br.  1  .//. 
Sammlung  von  Aufgaben  au.f  der  Arithmetik  und  Algebra.    :{  Thl»- 

br.  7  .//.  40  4    Auflösungen  dazu  4  .//.  20 
Grundrisrt  der  Stereometrie,  gr.  8".  m.  S  St.  geb.  70 
(»rundrisB  der  mathemat.  Geographie,  gr.  8**.  m.  7  Tafeln,  geb.  h< 
Die  wichtigsten  Sätze  uml  Aufgaben  aus  der  Planimetrie,  gr.  8^  v: 

druckt,   br.  1  .//.  50  ^)'. 
Die  wichtig.sten  Sätze  und  Aufgaben  der  Trigonometrie,  ct.  S'^    iji'h.  : 
Zusammenstellung  der  wichtigsten  Figuren  aus  dem  iir 

Unterricht»  für  Gymnasien  und  Realschulen,  gr.  t  iü. 

cart.  ü  .//.  ' 
Aufgaben  aus  der  iiiedern  Arithmetik.  3.  Aufl  gi 


vn. 

üeb«r  die  geometilMhe  DAntellnng  dei  Imaginäron 
▼Qm  Btandpiinkte  der  Auidelmiiiigalthi«. 

Von 

V.  SCHLEOBL. 


Hiwsa  M:IV,  Fig.  1-11. 


Der  Begriff  dei  Imeginiren  wvde  bUher  nur  In  der  Weiae  geometrisoh 
ialerpretirt,  dass  man  daieelbe  eis  eine  Eigenidieft  gewisMr  Funkte  und 
Genden  naaeh,  die,  ohne  eine  reelle  EzistenB  sn  bedtaen,  dem  Auge 
nnr  dnnbildüeh  dnigesteUt  werden  konnten.  Bb  nweht  hierbei  keinen 
üntenehied,  ob  men  s.  B.  einen.  imaginKr^n  Punkt  dnreh  einen  geome- 
triteh  reellen  darstellt  (wie  Möbins),  oder  dnreh  eine  Gerade,  d.  b. 
dnreh  eine  besondere  auf  der  Geraden  bestehende  Involution  (wie  Staudt). 
Ftr  die  Ve  ranschanlichungdes  Imaginären  leisten  beide  Darstellungen 
gleich  wenig.  Die  erste  ISsst  uns  im  Stich,  sobald  imaginäre  Punkte 
nicht  an  nnd  fKr  sich  betrachtet  werden ,  sondern  als  Lösung  eines  geo* 
metrischen  Problems  erscheinen.  Die  zweite  nimmt  zwar  von  einem  sol- 
chen Problem  ihren  Ausgang,  bringt  es  aber  nicht  über  abstracto  Begrific 
hinaus  nnd  macht  das  l*rohlem  selbst  zum  Bilde  der  Lösung.  Denn  wie 
soll  mau  es  anders  bezeichnen,  wenn  die  imaginären  Doppelpunkte  einer 
Involution  durch  die  Involution  selber  dargestellt  werden  V  —  In  beiden 
Fällen  ist  der  Zusammenhang  zwischen  der  geometrischen  Darstellung 
reeller  und  derjenigen  imaginärer  Gebilde  ein  sehr  ungenügender  und 
namentlich  nicht  so  organisch,  wie  derjenige  zwischen  reellen  und  ima- 
ginären Zahlen.  Eine  Darstellung  aber,  welche  diesem  Zusammenhange 
nicht  in  vollem  Maasse  gerecht  wird,  kann  nicht  als  die  naturgem&sse, 
endgiltige  angesehen  werden. 

In  der  That  führen  sich  alle  bisherigen  Darstellungen  der  imaginä- 
ren Zahlen  mit  Definitionen  ein,  die  der  Geometrie  der  reellen  Zahlen 
fremd  sind,  nnd  verrathen  hierdurch  sogleich,  dass  man  sich  auf  ein 
fromdea,  in  sich  abgeschlossenes  Gebiet  begiebt,  welches  bei  aller  Ein- 
Z«iUolvitt  f.  MAtlMaifttik  n.  Phjvik,  XXIU,  3.  11 
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Ueber  die  geometrisclie  Darstellung  etc. 


heit  und  Uebereinstimmnog  im  Inneni  doeli  nicht  die  Uebenengnng 
erwecken  kann ,  dass  ea  das  einaige  vnd  notkwendige  iat,  auf  wetcbcB 
die  Schwierigkeiten  des  Imaginiren  völlig  gelöst  werden. 

Ich  bin  durch  meine  Beschftftignng  mit  der  Ansdehnnngslehre  ni 
einer  andern  AnfTassnng  des  Im^nftren  gelangt,  die,  wie  mir  scheint, 
die  oben  gestellte  Fordening  eines  organischen  Znsammenhangs  swischea 
der  Geometrie  des  Beeilen  nnd  der  des  Imaginiren  mehr  an  erAÜlen  ge- 
eignet  ist,  wie  die  bisherige.  Ich  betrachte  nämlich  das  Imaginftre  nicht 
als  eine  an  gewissen  nneonstmirbaren*  Punkten  nnd  Linien  haftende 
Eigenschaft,  sondern  als  eine  Eigenschaft  der  gegenseitige  Lage  sweisr 
constmirbarer  Gebilde,  spreche  also  nicht  von  imaginiren  Punkten  und 
imaginiren  Geraden  (die  sich  nicht  sur  Anschauung  bringen  lassen),  son* 
dem  von  der  imaginiren  Lage  eines  Punktepaares**  auf  einer  Geraden, 
von  dem  imaginiren  Hindurchgehen  einer  Geraden  durch  ein  Punktepssr 
u.  8.  w.  Als  Büspiel  sei  noch  erwihnt,  dass  eine  Gerade  und  ein  Kreil 
sieh  in  den  Oenttalpunkten  des  durch  beide  bestimmten  Systems  Toa 
Orthogonalkreisen  imaginir  schneiden  (rergl.  Saumlehre  II,  S.  III). 
Diese  imaginiren  Beiidiungen  erseheinen  dem  Auge  in  der  geometrischen 
Darstellung  allerdings  als  gleichbedeutend  mit  nicht  stattfindenden  reellen 
Beaiehungen.  Aber  das  Nichtstattfinden  emer  reellen  Beaiehnng  ist 
keineswegs  immer  gleichbedeutend  mit  dem  Vorhandensein  einer  imagi- 
niren Beaiehung.   (Vergl.  den  Sehluss  dieses  Auftataes.) 

Indem  ich  es  im  Folgenden  unternehme,  diese  Auffassung  des  Ismi- 
giniren  au  begrflnden  und  durehauflihren,  bemerke  ich  gleich  im  Voraus, 
dass  die  hiermit  ausammenhingende  Darstellung  des  Imaginiren  sich  nu? 
begrifflich  Ton  der  Möbius* sehen  unterscheidet ^  wihrend  dieselben 
Punktepaare,  welche  dort  als  Bilder  conjugirter  Complezsahlen  erschei* 
neu,  hier  Punkte  sind  mit  imaginirer  Lage  in  Beaug  auf  eine  Gerade. 
Femer  dass  die  Staudt*  sehen  Sitae  und  Definitionen  Uber  die  gegen* 
seitige  Lage  reeller  und  imaginirer  Gebilde  mit  den  hier  durch  einfbebe 
Ansdiauung  sieh  ergebenden  Übereinstimmen. 

Anmorknng.  Man  bemerkt,  dass  das  Imaginäre  bei  dieser  Auf- 
fassung nicht  ein  absoluter,  sondern  ein  relativer  Begriff  ist,  da  z.  B. 


*  Welche  Bewandtnias  es  mit  der  wirklichen  Construction  der  imaginären 
Schnittpunkte  zweier  Kreise  hat,  die  llaiikel  in  seiner  „Theorie  der  conij«lexen 
ZahltiUBjtiteme"  S.  86  oben  erwähnt,  kann  ich  nicht  ersehen,  da  der  zweite  Tbeil 
seinss  Werkes,  weldier  hierSber  Auskunft  gebsn  sollte,  nicht  erschien  nnd  mir 
Weiteres  Uber  eine  derartige  Constmotion  nicht  bekannt  isi 

**  Wenn  es  sonst  Staudt  zum  Verdienst  angerechnet  wird,  dass  es  ihm  ge- 
lunfjen  eei,  die  complex-conjugirton  Elemento  durchans  zu  trennen  (vergl.  z.  B. 
Math.  Annalen  Bd.  IV,  S.  417),  ho  sehe  ieli  von  nuinem  Standpunkte  ans  in  dieser 
Trennung  nur  ein  Trennen  des  als  zusammengehörig  Gegebenen,  also  ein  Verlai* 
sen  des  natürlichen  Weges. 
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sieht  dn  PnnlctepMT  an  nnd  fttr  sich  reell  oder  imaginär^  sondern  nur 
nine  Lage  wa  einer  Geraden  reell  oder  imaginär  ist.  Der  Hogriil'  des 
ImaginXreD  wird  hierdurch  nur  einer  ähnlichen  geometrischen  Auffassung 
antetwoifen ,  wie  sie  för  das  Negative,  das  Gebrochene  und  das  Irratio- 
nale tehon  besteht.  Denn  auch  eine  Strecke  ist  nicht  an  und  für  sich 
•ine  negative,  gebrochene  oder  irrationale  Grösse,  sondern  erlangt  diese 
Eigenschaft  erst  durch  Beziehung  auf  eine  andere  liichtung  oder  Strecke. 


1.  Das  Imagfnl&re  in  der  Ebene.  . 

A.   Das  Imaginäre  in  Bezug  auf  die  Gerade, 
a)  Pnnktepaare. 

1.  Die  imaginäre  Einheit  als  Drehungsfactor  der  Strecke. 
—  Eine  Strecke  OAs=a  bleibt  arithmetisch  ungeändert,  wenn  man  sie 
mit  dem  Factor  (+1)  raultiplicirt,  geometrisch,  wenn  man  sie  um  vier 
Rechte  um  den  Anfangspunkt  0  dreht.  Man  kann  daher  die  Zahl 
(oder  (+1)",  wo  n  zunächst  eine  ganze  positive  Zahl  ist]  als  den  Factor 
ansehen,  dessen  Hinzutreten  zu  einer  Strecke  die  Drehung  derselben  um 
vier  Rechte  (resp.  4n  liechte)  anzeigt.  —  Eine  Strecke  erhält  arithme- 
tisch entgegengesetztes  Vorzeichen,  wenn  man  sie  mit  dem  Factor  (— 1) 
raultiplicirt,  geometrisch  entgegengesetzte  Richtung,  wenn  man  sie  um 
zwei  Rechte  dreht.  Da  nun  (— 1)*  =  +  1  und  eine  zweimalige  Drehung 
um  zwei  Rechte  einer  einmaligen  üm  vier  Rechte  gleichkommt,  so  ist 
(— 1)  der  Factor,  dessen  Hinzutreten  zu  einer  Strecke  die  Drehung  der- 
selben um  zwei  Rechte  anzeigt.  —  Ist  x  der  Factor,  welcher  zu  der 
Strecke  a  treten  muss,  wenn  ihre  Drehung  einen  Rechten  betragen  soll, 
so  ist  X*  =  —  1,  also  ar  =  t,  d.  h.:  die  imaginäre  Einheit  ist  der  Factor, 
dessen  Hinzutreten  zu  einer  Strecke  Drehung  der  Strecke  um  einen  Rech- 
ten bedeutet.  Und  allgemein  bedeutet  die  Hinzufügung  des  Factors  t" 
eine  Drehung  der  Strecke  um  n  Rechte.  (Raumlehre  I,  S.  36  flgg.)  — ■ 
Zu  demselben  Resultate  gelangt  man  auch ,  wenn  man  den  oben  gegebe- 
nen Ausdruck  (-{-1)",  welcher  Drehung  um  4n  Rechte  bedeutete,  auch 
ffir  gebrochene  Werthe  von  «,  namentlich  für  n  =  \  und  n=s=-|^  gelten 
lässt.  Ebenso  findet  man,  dass  einem  negativen  Werthe  von  n  eine 
Drehung  in  entgegengesetztem  Sinne  entspricht. 

2.  Uebergang  von  der  Strecke  zum  Punkte.  —  Nach  dem 
oben  Gesagten  ist  in  Fig.  1 

«i)  1- «     -  e») ,       -        1)  =  (Ä,  -  e,) . 

folglich 

«i + ('^s-'i)« (l - 0«» 4- ^i^^i- « (1 + 'V,  - 
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Allgemeiner  tet 

ein  m  ewei  gegebenen  Punkten  («i  und  e^)  mitteilt  eomplezer  IMen 
(deren  Summe  1  iet)  abgeleiteter  Punkt  Dann  erbSlt  man  dureb  Tren- 
nung dei  Beeilen  Tom  Imaginlben 

(Fig.  2.)   Beseidinet  man  den  Punkt  pet  +  {l—p)e^  dureb  1\  00  daas 
seine  Lage  duieb  die  Gleiebung 

{P-e^)  =  p{e^-e^) 

beBtimint  ist,  so  ist,  wenn  wir  die  Strecke      — ^1)  =  !  setzen  • 

Beitimmen  wir  femer  einen  Punkt  Q  dureb  die  Oleiebung 
•o  ist 

(0-ej)fc=5f(i^-.ej) 

und  folglich 
oder 

(Ä-P)  =  (0-e.H 

Tragen  wir  also  auf  der  in     zu  c^e^  erricbteten  Benkreebten  die  Strecke  ' 
g  ab  bis      und  ziehen  durch  P  und  Qi  Parallelen  lu     Qt  resp.  e^P^  ao  I 
schneiden  sich  dieselben  in  it.  —  Hiermit  ist  die  Construction  eines  mit-  | 
telst  complcxer  Zahlen  aus  zwei  Fnndamentalpunkten  abgeleiteten  Pumk* 
tes  dargethan.  —  Setzen  wir  überall  —1  statt         se  erhalten  wir  den 
au  B  conjugirten  Punkt        und  da 

ako 

ist,  so  ist  aueb  die  Lage  Ton      bestimmt,  indem  P  die  Mitte  iwisehen 
B  und  i2|  ist   (Baumlebfe  I,  Nr.  20). 
Der  bereits  bekannten  Definition: 

„Ein  Punkt,  der  aus  awei  Punkten  und  Termittelat 
reeller  Zablen  (deren  Summe  1  ist)  abgeleitet  ist,  liegt  reell 
auf  der  dureb  und  bestimmten  Geraden"  (vergl.  Raumlehre 
I,  Nr.  26) 

llsst  sieb  nun  die  folgende  gegenttbeistellen: 

„Ein  Punkt  (A),  der  aus  awei  Punkten  und  €^  Termit* 
telst  eomplexer  Zablen  (deren  Summe  1  ist)  abgeleitet  ist,  liegt 
imaginär  auf  der  dureb  und  ^  bestimmten  Geraden.  Den 
conjugirten  Punkt  {R^)  findet  man,  wenn  man       dureb  —i  enetat.** 

Anm.  Ersetat  man  in  der  ganaen  Darstellung  dieser  Nnnuner  den 
Punkt  ^  durch  die  Zahl  1,  und  dureb  NuU,  so  erbilt  man  die  Dar- 
stellung eomplexer  Zablen,  wie  sie  von  Mlibins,  Gauss,  Siebeek 
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g0geb«a  Ist.  Et  knfipft  sieh  hieran  die  in  einem  folgenden  Aafaatae  aas- 
soAUurende  Bemerkung,  daas,  da  dnidi  dieae  Substitutionen  die  Sie* 
beek*sebe  Darstellung  aus  deijenigen  hervorgebt,  die  auf  den  Ansehan- 
sngen  der  Ansdebnungslebre  beruht^  beide  Ans^diauungen  auch  im  Punkte 
das  ImagioAren  wesentlieh  fibeielnstimmen. 

Folgerungen.  Ein  Punktepaar  liegt  imaginir  auf  derjenigen  Ge- 
raden, welche  auf  der  Yerbindungaatreeke  beider  Punkte  in  ihrer  Mitte 
senkrecht  steht.  Ein  PunkteiMuur  bestimmt  nicht  nur  di^enige  Gerade, 
auf  weleher  es  reell,  sondern  auch  di^enlge,  auf  welcher  ea  imaginXr 
liegt.  Auf  einer  gegebenen  Geraden  liegen  imaginir  alle  Pnnktepaare 
der  Ebene,  deren  Verbindungastreeke  auf  der  Geraden  aenkrecht  ateht 
and  durch  dieaelbe  halbirt  wird«  Einer  der  Punkte  beatimmt  nebat  der 
Geraden  den  andern  Punkt 

Betrachtet  man  alle  Punkte  einer  Geraden  ala  reell  (ala  Bilder  reeUer 
Zahlen),  ao  können  alle  Punktpaare  der  Ebene,  welche  die  eben  oi- 
vttate  Eigenachaft  beaitaen,  in  Besag  auf  die  gegebene  Gerade 
imagiaftxe  Punktpaare  genannt  werden,  indem  dadurch  nicht  die 
leelle  Existens  dieser  Punktpaare  bestritten,  sondern  nur  eine  Eigeu- 
ichaft  derselben  in  Beang  auf  die  Gerade  ausgedruckt  wird. 

3.  Anwendung  auf  Doppclpunkte  der  Involution.  —  Setsen 
wir  ia  deu  in  voriger  Nummer  gefundenen  Formeln 

^  =   +  C«i  -  «I ) » .  -^1 = «1  -  C«s  -  «i) » 

die  Strecke 
n  ist 

Durch  algebraische  Hnltiplication  der  reehta  afhhenden  Auadrflcke  erhült 
iBsn  welter  (vcrgl.  Fig.  1) 

Kan  kann  nun  eratena  als  Oentrum  einer  Involution  betrachten, 
deren  Doppelpunkte  ^  und  sind.  Dann  erhttlt  man  der  Beihe  nach 
£a  aus  Betrachtung  der  Figur  sich  ergebenden  Formeln 

Diw  iBt  genau  die  oben  gefuDd»>ne  Formel,  nur  anders  abgeleitet;  und 
mit  Rücksiebt  auf  d  ie  angenommene  Bedeutung  der  Punkte  ,  t^y  €^ 
folgt,  das8  By  ein  imaginär  liegendes  zugeordnetes  Punktepaar  der 
aaf  der  Geraden  bestellenden  luvolation  bt.    In  diesem  Falle  ist  also 
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j-irWxjTju\j1,jVUtj-Li-  -               ...»»...1      .    ,  >|i^i<li>liW«#»V^i^<<<S*«»«0/<»«»NriN<«<>«^»>»>«l»«« 

^+^i»2<?,  oder  (ß— «i)  =  — (Äj— 
Man  kann  nun  aber  anoh  aweitens  annehmen,  dan 

eei.  Dann  lind  die  Pankte  B  und  Bg  als  imaginSfe  Doppelpunkte  einer 
auf  der  Geraden  bestekenden  InTolnäen  ekarakterisirt 

Anm.  Em  wird  kiemaek  dnreb  ein  in  einer  Geraden  iBaginlrw 
Fnnlrtepaar  ebenso  eine  einiige  InTolntion  auf  der  Geraden  beetinunt, 
alt  ob  das  Pnnktepaar  reell  anf  ikr  lüge.  Ei  ist  aber  niokt  ntftkig,  diese 
Involution  anm  Bilde  des  Pnnktepaares  an  macken,  wenn  man  nur  nickt 
an  der  Forderung  festkftit,  dass  das  Paar  auf  der  Geraden  selbei  lar 
Darstellung  gebraekt  werde.  Fttr  i  ■=  0  gehen  B  und  B^  in  den  reeUea 
(neutralen)  Punkt  Aber. 

Ist  Jf  der  Mittelpunkt,  und  sind  B  und  D  die  Doppelpunkte  einer 
Involution,  und  JC^  ^i^i,  ^s^>  •••  beliebige  Paare  angeordneter  Punkts^ 
so  ist  für  reelle  Doppelpunkte  (Fig.  3}  (vergl.  Baumlekre  II,  8.  M) 

W^^W^         (ilf-^)(ilf-Q  =  +  — j— . 

Wird  {M — ^)  grösser,  so  wird(ilf— kleiner,  folglich  ist  die  Beweguog 
(der  Sinn  der  Reibe)  ^-^i^^  ...  entgegengesetzt  der  Bewegung  CC^C^  ..  . 
Zwei  zugeordnete  Punkte  liegen  in  diesem  Falle  immer  auf  derselben 
Seite  von  M  (in  gleichem  Sinne  zu  M). 

Fat  imaginäre  Doppelpunkte  ist  dagegen  (Fig.  4) 

{B  —  D)  ~2(/lf--C} 

(if  -  ^)  (il/  ~  C)    -  ^^"^ 

Die  numeriseben  Wertke  der  Strecken  sind  dieselben  wie  vorker;  doeh 
kaben  jetit  (M—J)  und  (Jf— C)  entgegengeaetate  Bichtung.  Die  Be> 
wegung  JJiJf,*.  ist  diesm^  gleich  gerichtet  mit  und  aw« 

angeordnete  Punkte  liegen  immer  auf  entgegengesetster  Seite  von  Jf. 

Nock  ansehanlicker  wird  der  Gegensata  awischen  reell  und  imaginir 
liegenden  Doppelpunkten  der  Involution  dargestellt,  wenn  man  die  in- 
volutoriseken  Punktepaare  suerst  auf  der  Peripkerie  eines  Kreises  ds^ 
stellt  und  sie  dann  ddrch  einfiMshe  Drehung  auf  eine  Gerade  llbertcigt. 

Ist  M  ein  Punkt  der  Ebene,  von  dem  awei  beliebige  Geraden  aos- 
gehen,  die  einen  Kreis  in  den  Punktepaaren  BF^  GB  sckneiden,  so  iit 
'stets  numerisch 

(Jif-^.(Ä-i')«(Jlf-<?).(Ä-ir). 

Diese  Formel  würde,  wenn  alle  Punkte  anf  derselben  Geraden  llgsB, 
sagen,  dass  BF^  GB  Paare  einer  Involution  mit  dem  Gentrum  df  wiica. 
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(Hmmlchro  II,  8.  66.)  Mim  kann  nun  den  Begriff  der  Involution  er- 
weitern, indem  man  sagt,  da»  alle  Punktepaare  einer  Kreislinie»  deren 
Verbindungslinien  durch  denielben  Funkt  geben,  eine  involutorieehe  B/cih9 
bilden.  DieeeBeibe  gebt  in  eine  gewöhnliche  flber,  wenn  man  sich  die 
Punkte  jedes  Paares «  naeh  entgegengesetiter  Bichtung  gedreht,  auf  der 
Geraden  (Aze)  niedergelegt  denkt,  die  in  M  auf  dem  dnreh  M  gehenden 
Doichmesser  senkrecht  steht.   Nnn  sind  awei  Fille  sn  unterscheiden. 

1.  If  liegt  ausserhalb  des  Kreises  (Fig.  5).  —  Der  Sinn  der  Beihe 
EAG*,,  ist  entgegengesetit  dem  Sinne  der  Beihe  FCff.,,^  die  InTolu- 
tion  also  reelL  Ihre  Doppelpunkte  sind  die  Berflhmogspunkte  der  von 
M  an  den  Kreis  gesegenen  Tangenten.  Auf  die  Aze  fibertragen,  liegen 
je  swei  eonjugirte  Punkte  auf  entgcgengesetater  Seite  von  M,  Daher  ist 
(Fig.  5)  Bwar  (If- B)  =  (ilf-/>),  aber  (Ä- =  - (il/-  Äj)  =  - D,). 
Ako 

In  Beang  auf  die  Aze  sind  also  in  diesem  Falle  die  fibertragenen  Dop- 
pelpunkte der  InTolntion,  B^^  und  reell,  dagcigen  die  Schnittpunkte 
der  Axe  mit  dem  Kreise,  nXmIich  P  und  imaginär.  X^^g^*  Banm- 
lehre  II,  8.  III.) 

2.  M  liegt  innerhalb  des  Kreises  (Fig.  6).  —  Der  Sinn  der  Reihe 
EJG...  ist  gleich  dem  Sinn  der  Reihe /''Ci? .. die  Involution  also  ima- 
pnär.  Ihre  Doppelpunkte  sind  imaginär  (haben  imaginäre  Lage  zu  />'/>), 
da  von  M  aus  keine  reellen  Tangenten  an  den  Kreis  gezogen  werden 
küunen.  Auf  die  Axe  übertragen ,  liegen  je  zwei  eonjugirte  Punkte  auf 
derselben  Seite  von  M.    Ferner  ist 

jf-^,  (fi-iif)=(jif-/>)=4(»-/^). 

%  (M^  D){M-  B)=z-.  \{B-  /))« 

also,  wenn  wir  die  imaginär  liegenden  übertrageneu  Doppelpunkte  mit 
^1  und  bezeichnen, 

(üf- J)=  +  4(i?-./^),-, 

=  «  +  — 2 — »    ^1  =  «  — I. — 2 — • 

Denmach  haben  die  Punkte  I\  und  0^  die  in  Fig.  G  angegebene  Lage. 

In  Bezug  auf  die  Axe  sind  also  diesmal  die  übertragenen  Doppel- 
punkte der  Involution,  Oj,  imaginär,  dagegen  die  Schnittpunkte  der 
Axe  mit  dem  Kreise,  näiidich  R  und  D,  reell. 

Anm.  Ebenso  wenig,  wie  in  Fig.  5  die  übertragenen  Doppelpunkte 
der  Involution,  B^  und  ,  die  reellen  Benihrnngspunkte  der  aus  an 
den  Krei«  gezogenen  'I'aiigenten ,  sind  auch  in  Fig.  G  die  übertragenen 
Doppelpunkte  der  Involution,  /^^  und  Q^,  die  imaginären  Berührungs- 
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punkte  der  aus  M  an  den  Kreil  geaogeneii  Tangenten.  Die  OonstmctioD 
dieser  Berttbmngspnnkte  wird  später  gezeigt  werden.  —  Wie  in  Fig.  5 
die  reellen  Berttbmngspunkte  D  mit  den  imaginftrcn  Scbnittpnnkten 
Q  der  in  M  snm  Durchmesser  Senkrechten  auf  derselben  Kreialinie 
liegen,  so  liegen  anch  in  Fig.  6  die  imaginären  Berührungspunkte  mit 
den  reellen  Sebnittpnnkten  B  und  J)  anf  derselben  Kreislinie  (vgl.  Fig.  11). 

4  Anwendung  anf  Sebnittpnnkte  einer  CnrTe  nnd  einer 
Geraden.  —  Sehneiden  sich  swei  Cnnren  imaginir  in  iwei  Punkten» 
so  kann  man  statt  der  einen  Gnnre  aneh  die  Gerade  einfahren,  auf  wel- 
cher' Jene  beiden  Punkte  imaginSre  Lage  haben*  Es  genflgt  also,  die 
imaginftr  liegenden  Schnittpunkte  einer  Cunre  mit  «ner  Geraden  su  be- 
trachten. 

Sei  ««"ssO  die  Gleichung- einer      und  x  =  {l-^k)o'^kb  ein  mit 
der  Zahl  il  Tariabler  Punkt  auf  der  dureh  die  festen  Punkte  a  und  * 
bestimmten  Geraden.   Dann  sind  die  Schnittpunkte  der  Geraden  und  der 
C«  bestimmt  durch  die  Gleichung 
oder  «[(l-X)«  +  161--0 

o(l-i)»a"  +  fi*»«(l  — i)"-»a— + w*a(l-A)'— 2  a— + 
Diese  Gleichung  bat  n  Wurseln  in  k.   Sei  ein  imaginäres  Paar  darunter 
Dann  sind  die  entsprechenden  Punkte 

Xf  —  {i  —  Q  +  iü)a-\r{(!  —  iff)ö  =  (l  —  -\-  ^ft  — 1«(6  — a)  =  p  —  ia(6— «). 
Folglich 

Hieraus  ergiebt  sich  die  Construetion  dieser  imaginSren  Schnittpunite 

(Fig.  7). 

Insbesondere  sind  die  imaginftr  liegenden  Schnittpunkte  eines  Kreises 
und  «tner  Geraden  ißil>i  Fig.  5)  die  Centralpnnkte  (/',  Q)  des  durch  den 
Kreis  und  die  Gerade  bestimmten  orthogonalen  Systems  (vgl.  Baumlebie 
II,  8.111).  Rttckt  also  auch  die  Gerade,  in  unendliche  Entfemang, 
80  gebt  der  am  M  beschriebene,  den  gegebenen  orthogonal  schneidende 
Kreis  in  die  auf  in  0  senkrechte  Gerade  über.  Die  beiden  imaginl' 
ren  Schnittpunkte  sind  also  0  und  der  unendlich  ferne  Punkt  von  JC, 

b)  Ltnienpaare. 

Wenn  alle  Punkte  der  Ebene,  die  nicht  in  der  gegebenen  Geraden 
(Axe)  liegen  (nicht  dieselbe  Lage  mit  ihr  haben),  als  imaginftr  lu  der 
*  selben  lu  betrachten  sind,  so  4ann  aueh  jpde  Gerade,  die  mit  der  Axe 
nicht  dieselbe  oder  gleiche  Richtung  hat,  als  imaginär  su  denelben  be* 
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tnditot  weideii.  Betiaehtet  man  di«  Aze  nnr  als  RepribMDtanten  einer 
beftimmten  Bicbtnng,  so  sind  alle  Parallelen  an  ihr  reelL  Betiaehtet 
BU  tie  aber  als  Bepiisentanten  ^er  bestimmten  Siehtang  und  Lage, 
io  sind  die  ParaUelen  imaginir.  Betraehtet  man  die  Parallele  als  den 
Ort  imaginir  liegender  Punkte  (was  aneh  von  jeder  andern  Geraden,  die 
Aze  ansgenommen,  gilt),  so  gelangt  man  snr  iweiten  Anffassnng;  da- 
gegen aar  eisten,  wenn  man  nnr  die  Biehtnng  der  Parallele  in  Betracht 
sieht 

In  Besng  anf  die  Art  nnd  Weise«  wie  die  Terschiedenen  FlUe  ima- 
glalier  Beaiehnng  spraehlieh  ausgedruckt  werden,  mag  hier  gleich  fol- 
gende Uebersiebt  eiogefügt  werden.  Da  der  Begriff  des  Imai^iren  sieh 
«Bseier  Annahme  gemXss  nur  auf  die  gegenseitige  Lage  sweier  Gebilde 
besiehen  soll,  so  hat  man  drei  FSlle  an  untesseheiden.  Es  kann  nXmlieh 
▼OB  den  beiden  Gtebilden  das  erste  von  niederer,  gleicher  oder  höherer 
Stufe  sein,  als  das  sweite  (in  Besag  auf  welches  die  reelle  oder  imagi« 
Bire  Lage  des  eisten  ansgesproehen  wird).  Im  eisten  Falle  sagt  man, 
dsis  dss  niedera  reell  oder  imaginXr  in  (auf)  dem  höheren  liegt  (a.  B. 
Paukt  anf  der  Geraden,  in  der  Ebene,  Gerade  in  der  Ebene  ete.)  Im 
sweiten,  dass  die  beiden  Gebilde  sieh  in  einem  der  nichst  niederen 
Stufe  reell  oder  imaginir  schneiden  (ein  Gebilde  der  nlehst  niederen 
Stufe  reell  oder  imaginir  gemeinsam  haben),  (z.  B.  swei  Geraden  einen 
Punkt,  swei  Ebenen  eine  Gerade);  im  dritten,  dass  das  höhere  reell  oder 
imaginär  dnreh  das  niedere  hindurchgeht  (Gerade  oder  Ebene  durch 
Paokt,  Ebene  dnreh  Gerade).  Im  ersten  Falle  ist  also  das  höhere,  im 
(reciproken)  dritten  Falle  das  niedere,-  im  sweiten  eins  oder  jedes  der 
beidea  Gebilde  dasjenige ,  in  Beaug  auf  welches  dem  andern  die  Eigen« 
Bohafi  der  imaginären  Lage  beigelegt  wird. 

Anm.  Zwei  Geraden,  die  in  derselben  Ebene  liegen,  sind  in  Besag 
saf  diese  Ebene  beide  als  reell  zu  betrachten.  Ist  aber  nicht  ihre  Lage 
sor  Ebene  massgebend,  sondern  die  Lage  der  einen  aar  andern,  so  ist^ 
wenn  sie  nicht  beide  zosammenfallen ,  resp.  parallel  sind,  die  eine  als 
imaginär  zur  andern  zu  betrachten ,  in  Bezug  auf  welche  man  die  Eigen- 
schaft des  luiaginären  ausspricht.  Der  letztere  Fall  ist  der  hier  yor^ 
liegende.  Diese  imaginär  zur  Axo  liegende  Gerade  ist  übrigens  dieselbe, 
welche  Staudt  imaginäre  Gerado  der  ersten  Art  nennt. 

Folgerun^'cu  aus  der  Definition  der  imaginär  liegenden  Geraden. 
1.  Eine  imaj^iuiire  Gerade  lint  mit  der  reellen  Geraden  stets  einen  reellen 
Punkt  gemeinsam.  2.  Auf  jeder  nicht  durch  ihren  reellen  Punkt  gehenden 
Geraden  liegt  ein  ihr  angehöriger  complexer  Punkt.  (Vcrgl.  Math.  Ann. 
iV,  8.  424  unten.) 

Sind  <t  und  b  Strecken  auf  derAxe,  so  ist  (Fig.  8)  a-\-bi  —  x  eine 
imaginär  liegende  Strecke,  und  zwar  sind  die  beiden  Geraden 
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eODjogirt.  Also  ist  die  reelle  Axe  zweier  sich  scIineidcndeD  imaginär 
liegendeD  Geraden  von  bettimmter  Richtung  die  Halbirangslinie  Uuet 
Winkels  (daher,  wenn  sie  pamllel  sind,  die  Toa  beiden  g^eiebweit  ent- 
fernte Parallele). 

Folgerungen.  1.  Zwei  conjogirte  Oeraden  gehen  reell  durch  exmtm 
reellen  Punkt.  2.  Zwei  imaginär  liegende  Geraden  können  tieb  in  einem 
reell  oder  imaginär  liegenden  Punkte  eehneiden.  Ibra  Coigngirten  gehen 
dann  durch  den  conjugirten  Punkt. 

Eine  raelle  (mit  der  Axe  parallele)  gerade  acbneidet  swei  imaginäre 
Geraden  steta  In  Punkten  Yon  gleichem  Binne  (d.  h.  die  an£  denelheB 
Seite  der  Aze  liegen).  Eine  imaginäre  Gerade  (3  a)  acbneidet  swei  ima- 
ginäre Geraden  in  Punkten  von  ▼erichiedenem  Sinne  (die  auf  Teisdii^ 
denen  Seiten  der  Aze  liegen),  wenn  ilur  reeller  Punkt  awiachen  den- 
raellen  Punkten  der  beiden  anderen  liegt  (Fig.  9);  aonat  (36)  in  Pnnkten 
▼on  gleichem  Sinne. 

Definirt  man:  „Drei  Geraden  1,  2,  3  sind  in  gleichem  Sinne  b^ 
sehrieben,  wenn  sie,  durch  Drohung  ans  einander  eriengt,  ebenso  «nf 
einander  folgen,  wie  Ibra  reellen  Punkte,  aonst  in  entgegengssetntem 
Sinne**,  so  folgt:  Die  Gerade  3  ist  in  gleichem  Sinne  mit  1  und  2  be- 
schrieben, wenn  ihr  reeller  Punkt  ausserhalb  deijenigen  der  andenn 
liegt;  in  entgegeogesetstem,  wenn  innerhalb. 

Zwei  imaginär  liegende  Punkte  können  eine  reell  oder  imaginär 
liegende  Verbindungslinie  haben«  Sei  (Fig.  10) 

so  ist 

(«-«»)=  (a-«j) +  (*-*,)•. 

also  im  Allgemeinen  imaginär  liegend.  Ist  namentlich  ao  steht 

die  Verbindungslinie  von      und  «|  auf  der  Axe  senkroeht.    Ist  aber  • 
6sa6|,  so  ist  («— dP|)ss(a— Ol),  also  parallel  der  Axe,  und  da  bei  der 
hier  angewandten  Rechnung  Strecken  mit  glmeher  Länge  und  Biehtnng 
als  gleich  betrachtet  werden,  so  ist  ^X'^»^)  als  raell  liegend  ansnsehen, 
was  auch  daraus  folgt,  dass  i  aus  dem  Werths  von  (0— «|)  veischwindet. 

B.  Das  Imaginäre  in  Bezog  auf  den  Punkt 

a)  Unlenpaare. 

«)  Sohneidende  Oeraden. 

Da  im  Gebiete  der  Ebene  die  Gerade  und  der  Punkt  raeiproke  Ge- 
bilde sind,  so  können  wir  das  folgende  unmittelbar  einleuditende  Beel* 
procitätsgeseta  benutsen,  um  die  imaginäre  Lage  eines  Unleopaares  su 
einem  Punkte  näher  su  bestimmen. 

Beciprocitätsgesets.  Wie  swei  Punkte  der  Bbene  dneGende 
(die  in  der  Mitte  ihror  Verbindungslinie  errichtete  Senkrechte)  bestimmen 
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ant  der  Eigeiitelisft,  Abu  tHe  «if  ilir  liegenden  Punkte  gleichen  Btieeken- 
•bttend  von  den  beiden  Punkten  haben,  ao  bestimmen  reeiprok  swm 
Geraden  der  Ebene  einen  Punkt  (den  unendlich  fernen  Punkt  der  Hal- 
knrungdinie  ihres  Winkels)*  mit  der  Eigenseheft,  dess  mlle  durch  ihn 
gehenden  Geraden  (die  Parallelen  sur  Halbimngslinie)  gleichen  Winkel- 
abstand  tob  den  >beiden  Oeraden  haben. 

Felgerungen.  1.  Wie  es  au  einer  Geraden  unendlich  viele  Punkte* 
paare  giebt,  die  imaginibr  auf  derselben  liegen,  auch  wenn  der  Abstand 
der  beiden  Punkte  gegeben  ist,  so  giebt  es  au  einem  unendlich  fernen 
Punkte  (einer  Geraden)  unendlich  viele  Linienpaare,  die  imaginir  durch 
Qm  gehen»  auch  wenn  ihr  Winkel  gegeben  ist.  —  2.  Zwei  in  endlicher 
Batfemung  sich  schneidende  Geraden  können  hiemach  nur  in  Beaug  auf 
«bea  unendlich  fernen  Punkt  conjtigirt  sein.  (Da  man  den  unendlich 
feracn  Punkt  durch  seine  Gerade  enetaen  kann  und  diese  die  Hai* 
bbingsünie  des  Winkels  der  beiden  Geraden  ist,  so  erkennt  man  die 
Idsatltlt  dieser  imaginihren  Beaiehung  mit  der  unter  Ab  gefundenen.)  — 
S.  In  Besng  auf  einen  unendlich  fernen  Punkt  (eine  Bichtang)  werden 
alle  durch  ihn  gehenden  Geraden  (alle  der  Bichtung  Parallelen)  als  reell, 
alle  anderen  als  imaginir  angesehen.  Zwei  Geraden  mit  bestimmter  Bich- 
tang sind  in  Bezug  auf  einen  unendlich  fernen  Punkt  coujugirt,  wenn 
sr  auf  der  Halbiningslinie  ihres  Winkels  liegt.  Sie  bestimmen  ihn  dann 
voOständig  und  gehen  imaginär  durch  ihn. 

ß)  Parallele  Geraden. 

Da  zwei  parallele  Oeraden  nur  ein  speeieller  Fall  von  zwei  sich 

sebneidciulcn  Geraden  sind,  so  wird  die  imaginäre  Lage  eines  Parallelen- 
paares zu  einem  Punkte  durch  eine  entsprechende  Specialisining  des  oben 
gegebenen  Reeiprocitätsgesetzcs  bestimmt  werden.    Dieselbe  lautet: 

„Wie  zwei  Punkte  mit  gleicher  Lage  (zuBammenfallendc  Punkte) 
unendlich  viele  Geraden  (alle  durch  den  Doppelpunkt  hindurchgehenden) 
bestimmen,  mit  der  Piigenschaft,  dass  alle  auf  ihnen  liegende  Punkte 
(das  sind  sÄmmtlicho  Punkte  der  Ebene)  gleichen  Streckenabatand  von 
tiea  beiden  Punkten  haben,  so  bestimmen  reeiprok  zwei  Geraden  mit 
gleicher  Kiclitung  (parallele  Geraden)  nnendlich  viele  Punkte  (alle  Punkte 
auf  einer  zu  ihnen  gezogenen  Parallelen)  mit  der  Eigenschaft,  dass  alle 
durch  sie  hindurchgehenden  Geraden  (das  sind  sHmmtliche  Geraden  der 
Ebene)  gleichen  Winkelabstand  von  den  beiden  Geraden  haben." 

Aum.  Zwar  haben  alle  Geraden  der  Ebene  die  Eigenschaft,  dass  alle 
ihre  Punkte  von  einem  Doppelpunkte  gleichen  Abstand  haben,  und  alle 
Punkte  der  Ebene  die  reciproke,  dass  alle  durch  sie  gehenden  Geraden 
ein  Parallelenpaar  unter  gleichen  Winkeln  schneiden,    Die  Specialisirung 


*  £•  wird  immer  angenommen,  dam  jede  Gerade  nur  eine  lUohtung  daistsUe. 
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dei  GeMtses  fuhrt  jedoch  wie  im  enton,  ao  auch  im  zweiten  Falle  au 
auf  eine  beacbiiliikte  Oinppe  Ton  Gebilden.  —  Hinaiebtlieli  dea  Zvataade* 
kommens  der  erwähnten  SpeeiaUairmigen  aei  noch  Folgendea  bemaikL 
Fallen  die  beiden  Punkte ,  welche  die  in  der  Mitte  ihrer  Veibindnngi> 
linie  Senkrechte  beatinunen,  in  einen  anaanunen,  ao  verwandelt  aieh  üm 
imaginKre  Lage  anf  der  Senkrechten  in  eme  reelle  nnd  die  Bichtang  d« 
Senkrechten  wird  nnbeatinunt.  Werden  andereraeita  die  beiden  Ocfadaa, 
welche  den  unendlich  fernen  Pankt  der  Halbimngalinie  ihrea  Winkab 
beatinunen,  parallel,  ao  verwandelt  aich  ihr  imaginkrea  Hinduehgekca 
durch  Jenen  Punkt  in  ein  reellea  und  die  Lage  dieaea  Pnnktea,  d.  h.  die 
Lage  der  Halbimngalinie  wird  unbeatinunL  Im  eraten  Falle  kann  mm 
von  allen  Punkten  der  Ebene,  mit  Auanahme  dea  mit  dem  Doppelpunkte 
suaammenfallenden,  aagen,  daaa  ai^imaginire  Lage  au  dem  Doppelpunkte 
haben.  Ebenao  kann  man  im  aweiten  Falle  von  jedem  Punkte  der  Ebeae^ 
mit  Auanahme  dea  unendlich  fernen,  aagen,  dam  daa  Parallelenpaar  in»> 
ginXr  durch  ihn  hindurchgehe.  Auf  dieae  Weiae  wird  die  bei  der  8pe* 
daliaimng  dea  Bedprocitfttsgeaetaea  in  Verluat  gerathene  imaginllre  Ba- 
aiehvng  wiederhergeatellt.  HKlt  man  im  eraten  Falle  die  uraprlla^Udie 
Bichtung  der  Senkrechten,  im  aweiten  die  nraprttngliche  Lage  der  Hal- 
bimngalinie feat,  ao  erhalten  nur  die  Punkte  dieaer  Senkrechten  inagi- 
nire  Lage  aum  Doppelpunkte,  nnd  nur  die  Punkte  der  Halbimngdiai» 
imaginftre  Lage  au  dem  Parallelenpaare.  Man  wird  von  dieaer  Beachiia* 
kung  Gebrauch  machen,  wenn  die  Bichtung  der  Senkrechten,  reap.  dit 
Lage  der  Halbimngslinie  nicht  anderweitig  beatimmt  iat 

Die  imaginiren  Beaiehungen  achneidender  und  paralleler  Geradaa 
au  einem  Punkte  Uaaen  aich  nun  in  folgenden  SXtaen  gegenttberatellaa: 
Zwei  aehoeidende  Geraden  achnei-  Zwei  parallele  Geraden  aehneidaB 
den  aich  nell  in  dnem  endlich  fer-  aieh  reell  in  dem  unendliclT  feraca 
neu  Punkte  der  Halbimngalinie  ihrea  Punkte  irgend  einer  au  ihnen  ge* 
Winkele,  imaginXr  in  dem  unend-  aogenen  Parallelen,  imaginir  in  i^ 
lieh  fernen  Punkte  deraelben.  gend  einem  andern  Punkte  deael' 

ben,  reap.  der  gleichweit  von  bddfla 
entfernten  Parallelen. 
FolgerungCD.  In  Beeng  auf  einen  Punkt  aind  alao  alle  durch  ilia 
gehenden  G^eraden  ala  reell,  alle  anderen  ala  ipnaginilr  au  betrachten.  — 
Ein  Paar  aich  achneidender  Linien  bestimmt  nicht  nur  deigenigen  Punkt, 
in  welchem  ea  aich  reell,  aondem  auch  jciieu,  in  welchem  es  aieh  iaa* 
ginXr  achneidet.  —  Ein  Parallelenpaar  beatimmt  auaeer  dem  unendHeh  ht- 
neu  Punkte,  .in  dem  ea  aich  reell  achneidet,  unendlich  viele  Paukte,  ia 
denen  ea  aich  imaginir  achneidet  —  Eine  Gerade  bea^mmt  mit  eiacia 
unendlich  fernen  Punkte  (einer  nach  Lage  und  Bichtung  gegebenen  Ge- 
laden) zusammen  eine*  achneidende  Linie,  mit  einem  endlich  fernen  Pnakte 
auaammen  eine  Bichtung  ala  conjugirte  in  Beaug  auf  den  Punkt 
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Imaginir  liegende  Kreiitengenten.  —  Die  Tengenten  eoe 
flineii  mneilialb  einee  Kreisee  IT  liegenden  Punkte  P  kenn  man  mittelst 
im  Ten  der  Lage  Ton  P  nnebbSngigen  Setees  bestimmen,  deas,  wenn  p 
die  Poleie  sn  P  isti  die  Schnittpunkte  Ton  p  nnd  K  (A  nnd  gleich- 
iritig  die  Bertthrnngspnnkte  der  ans  P  gesogenen  Tangenten  sind.  Da 
femer  die  Tangenten  (r  nnd  r^)  (als  imaginir  an  P)  parallel  sein  müssen 
and  ihre  Winkel  dnreh  die  Bichtnngen  der  Polare  nnd  des  durch  P 
gehenden  Durchmessers  halbirt  werden,  so  stehen  sie  beide  auf  diesem 
DarehsMsser  senkrecht   (Flg.  11,) 

Blickt  P  auf  dem  Durchmesser  bis  an  die  Peripherie  des  Kreises  (F), 
10  aihert  sich  p  der  Tangentenlage,  die  imaginSren  Schnittpunkte  ron  p 
aadif,  nimlich  A  nnd  Aj,  gehen  in  einen  rellen  Doppelpunkt  (T),  und 
die  imaginiren  Tangenten  r  und  in  eine  reelle  Doppeltangente  ttber. 
Slflfct  P  dagegen  auf  dem  Durehmesser  bis  in  den  Mittelpunkt  {K)^  so 
iVckt  p  in  unendliche  Entfernung ,  R  und  rtteken  (der  letstere  Punkt 
ib«  +00  nnd  —  oo)  beide  nach  IT,  und  r  und  gehen  in  mnen  Durch- 
■ener  Uber,  der  hiemach  als  Imaginire,  aus  dem  Mittelpunkt  kommende 
Tangente  gilt  und  beliebige  Bichtang  hat 

Anm.  Man  beachte,  dass  swei  conjngirte  imaginSre  Gebilde,  ü'^hi 
und  n^hi^  wenn  sie  snsammenfhllen,  immer  in  du  reelles  llbergehen, 
weil  a-)-6t  nur  dann  gleich  a  — 6f  sein  kann,  wenn  6sbO  ist,  also  das 
iinsginäre  Glied  verschwindet.  Da  nun  die  Tangenten  r  nnd  r,  nur  in 
Bezug  auf  den  Punkt  P  als  reell  oder  imaginär  angesehen  werden,  so 
werden  sie  reell,  sobald  sie  durch  den  Punkt  P  gehen,  also  in  beiden, 
eben  betrachteten  speciellen  Fällen.  Die  Berührung  selbst  ist  aber  nur 
im  ersten  Falle  eine  reelle,  weil  nur  hier  die  Bertthrungspunkte  mit  einem 
Punkte  der  Peripherie  zusammenfallen. 

Imaginär  liegende  Tangenten  an  eine  Curve.  —  Da  die 
erste  Polare  eines  Punktes  X  in  Bezug  auf  eine  diese  ('urve  in  den 
»(«  — 1)  Berührungspunkten  der  aus  X  an  die  6'„  gezogenen  Tangeuten 
schneidet,  so  entspricht  einem  imaginär  liegenden  Paare  solclier  Be- 
rübruDgspnnkte  (/f,  auch  ein  imaginär  liegendes  Tangentenpaar  (r,  rj. 
Es  stehen  dann  r  und      auf  RR^xn  den  Punkten  R  und  senkrecht. 

b)  Pnnktepaare« 

Ist  der  Punkt,  in  Bezug  auf  welchen  die  imaginäre  Lage  eines 
Panktepaares  ausgesprochen  wird ,  ein  unendlich  ferner,  so  fällt  dieser 
Pall  mit  Aa  zusammen.    Ist  er  ein  endlich  ferner  so  folgt  durch 

die  zu  Ab  reciproken  Betrachtungen,  dass  jeder  andere  Punkt  zu  /'ima- 
ginär liegt  Durch  einen  imaginären  (/?)  und  den  reellen  Punkt  geht 
»Uo  stets  eine  reelle  Gerado,  auf  welcher  aucli  der  zu  R  conjngirte  Punkt 
liegt.  Und  zwar  ist,  da  oben  die  reelle  Richtung  die  Mitte  zwischen 
den  beiden  conjngirten  imaginären  Kichtungen  war,  jetzt  der  reelle  Puukt 
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Pdle  Mitte  swiiehen  den  beiden  eonjoghrten  imegioXren  Punkten  B  nnd 
—  Durch  swei  imaginXr  liegende  Pttnkte  (A,  fi)  kann  eine  leelle  (wenn  Ä, 
^  P  in  deitelhen  Oeraden  liegen)  oder  eine  imeginAr  Hegende  Oertde 
gehen.  Im  «weiten  Falle  iat  dleYerbindungalinie  ihrer  eonjngirten  Punkte 
C^n  ^i)       >v       eonjngirte  Oerade. 

Man  erhüt  diese  Resultate  aneh,  von  Ba  ausgehend,  durch  Betiaeh- 
tungen,  welche  reciprok  lu  denen  sind,  welche  Ton  Aa  au  Ab  fAhren« 
Wenn  dort  die  reelle  Oerade  und  ein  imaginXrea  conjngirtes  Pnnktepaar 
gegeben  war,  ao  erhielt  man  ein  conjugirtea  Linienpaar,  wenn  man  einen 
'  beliebigen  Punkt  der  reellen  Oeraden  mit  den  eonjugirten  Punkten  ver» 
band.  Wenn  hier  der  reelle  (endlich  entfernte)  Punkt  und  ein  imaginlrai 
conjugirtea  Linienpaar  (mit  gleichem  Abstände  Yon  dem  Punkte)  gegeben 
iat,  so  erhftlt  man  ein  conjugirtes  Punktepaar,  wenn  man  eine  beliebige 
Oerade  durch  den  reellen  Punkt  sieht  und  ihre  Schnittpunkte  mit  des 
eonjugirten  Oeraden  bestimmt. 

Anm.  Es  mag  hier  noch  bemerkt  werden,  dass  nach  den  Oesetsen 
der  Ausdehnungslehre  ein  Punkt  durch  Mnltiplication  mit  einer  reellen 
Zahl  seine  Lage  nicht  ändert,  wohl  aber  durch  Mnltiplication  mit  einer 
imaginären  Zahl. 


II.  Dm  ImaginSre  Im  JUviiie» 


A.  Um  Imaginire  in  Beiug  auf  dia  BbeM. 

a)  Puiiktepaare* 

Dieser  Fall  ist'  ganz  analog  dem  der  Pnnktepaare,  die  zu  einer  Ge- 
raden imaginJir  Hegen  (I.  Aa).  Ein  Pnnktepaar  liegt  imaginür  auf  der 
Ebene,  die  in  der  Mitte  seiner  Verbindungsstrecko  auf  ihr  senkrecht 
steht.  Das  Pnnktepaar  bestimmt  diese  Ebone  vollständig.  Umgekehrt 
liegen  auf  einer  Ebene  imaginär  alle  Punktopaare,  deren  Verbindungs- 
strecke auf  der  Ebone  senkrecht  steht  und  durch  sie  halbirt  wird.  Msn 
erbHlt  diese  Resultate,  wenn  man  in  der  früheren  analogen  Betrachtung 
die  Gerade  e^c^  (Eig.  1)  um  die  VerbindnngsBtrecke  der  beiden  Funkte 
jB,  ^,  als  Axe  sich  drehen  lässt. 

Lässt  man  Fig.  5  sich  um  die  Axe  PQ  drehen,  so  folgt:  Eine  Ebene 
schneidet  eine  ausserhalb  liegende  Kugelflache  o  imaginär  in  zwei 
Punkton  (P,  C^),  den  Centraipunkten  des  durch  die  Ebene  und  die  Kogel 
bestimmten  orthogonalen  Systems.  LSsst  man  dieselbe  Figur  sich  uro 
eine  in  0  auf  AC  senkrecht  stehende  Axe  drohen,  so  folgt:  Eine  Cylin- 
derfläche  schneidet  eine  Kugelfläche,  deren  ^litfolpunkt  auf  der  Axe  der 
erstereu  liegt,  imaginär  in  zwoi  von  /*  und  Q  beschriebenen  Kreisen. — 
DaüBolhp  gilt  von  einer  Kegolfläche,  wenn  die  Drehung  nra  eine  andere 
dnrch  0  gehende  Axo  stattfindet. 
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Dreht  Fig.  11  sich  um  die  Axe  KR^y  so  folgt:  Die  imaginSren  Be- 
rührungepunkte der  von  einem  innerhalb  der  Kugel  K  liegenden  Punkte 
P  gezogenen  Tangenten  sind  zwei  auf  A  /'  lirpende  Punkte  R  und  B^, 
Hieraus  lässt  sich  schon  schliessen,  dass  der  Taugentenkogel ,  der  seinen 
Scheitel  in  P  hat,  in  ein  Ehenenpaar  degenerirt.  In  der  That  zeigt  die 
Figur,  dass  zwei  imaginär  horiilironde  parallele  Tangentenebenen  vorhan- 
den sind,  die  auf  A  in  R  und  li^  senkrecht  stehen.  —  Dreht  Fig.  11 
Bich  um  eine  in  K  auf  K senkrechte  Axe,  so  folgt:  Der  aus  den  Punk- 
ten  eines  innerhalb  der  Kngelfläche  liegenden  concentrischen  Kreiflea  be* 
tehriebene  imaginäre  doppelte  Tangentenkegel  degenerirt  in  Moen  dop* 
pelten  (von  r  und  r,  beschriebenen)  Cylinder,  dessen  gemeinsame  Axe 
tnf  der  Ebene  des  Kreises  senkrecht  steht.  In  derselben  Ebene  liegen 
Midi  die  imaginftren  Berührnngskreise.  —  Dreht  Fig.  11  sich  am  eine 
indere  dnich  K  gehende  Axe,  so  hat  man  statt  des  doppelten  Cylindera 
«nen  doppelten  Kegel,  und  der  von  P  beschriebene  Kreis  hOrt  auf,  con- 
eentrijch  sn  sein. 

b)  Lbdenfiare» 

Da  alle  aoMerhalb  dner  Ebene  liegenden  Punkte  alt  su  ihr  imaginHr 

liegend  su  betrachten  sind,  so  wird  auch  eine  Gerade,  welche  nicht  in 

der  Ebene  liegt,  also  imaginäre  Punkte  verbindet,  im  Allgemeinen  als 
imaginär  zu  betrachten  sein.  Doch  sind  folgende  Fälle  zu  unterscheiden. 
Repräsentirt  die  Ebene  nur  eine  Seite*  (vergl.  Raumlehre  I,  Nr.  35),  so 
sind  alle  zu  ihr  parallelen  Geraden  als  reell  anzusehen.  —  Repräsentirt 
sie  eine  Seite  und  eine  Kichtunji;,  ko  sind  nur  diejenigen  Geraden,  welche 
dieser  Richtung  parallel  sind,  reell.  —  Repräsentirt  sie  eine  Seite,  eine 
Richtung  und  eine  Lage,  so  sind  nur  solche  Geraden  reell,  die  ganz  in 
ihr  liegen.  Jedenfalls  hat  eine  imaginär  liegende  Gerade  stets  einen 
reellen  Punkt  (ihren  endlichen  oder  unendlich  fernen  Schnittpunkt  mit 
der  Ebene).  Bestimmt  man  zu  jedem  Pnokte  der  imaginär  liegenden 
Geraden  den  conjngirten  Punkt ,  so  liegen  diese  Punkte  wieder  auf  einer 
Oeiaden,  der  conjngirten  Geraden.  —  Zwei  in  Beaug  auf  eine  Ebene 
eoBjugirte  Geraden  schneiden  sich  also  stets  in  einem  reellen  Punkte  und 
in  einer  Ebene.  —  Die  speciellen  Fälle  der  parallelen  Ckraden 
nnd  nach  Analogie  Ton  I.Ah  leicht  sn  behandeln. 

e}  fibeneapaare. 

Dieser  Fall  ergiebt  sieh  ans  L  Ab,  wenn  man  alle  dort  betrachteten 
CMIde  eine  mr  Ebene  der  Z^ebnung  senkrechte  Bewegung  machen 


*  Wie  man  den  Inbegrifl'  aller  durch  eine  Gerade  ausgedrückten  Lagen 
(Punkte^  ilire  Richtimg  ni  nncn  kann,  so  auch  den  InUegriff  uller  durch  eine  Kbcue 
aoaged nickten  Richtungeu  (Geraden)  ihre  Seite. 


Digitized  by  Google 


156  Ueber  die  gcometriscbe  Darstellung  etc. 


liaat.  So  findet  man:  Jede  imeguiSr  liegende  Ebene  lehnddet  die  leeDe 
Ebene  in  einer  reellen  Oeraden.  Die  eonjngirte  Ebene  enthftlt  eile  n 
den  Pnnkten  der  ersten  Ebene  conjn|;irten  Punkte.  Eine  parallele  Ebene 
iit  als  reell  in  betraebten,  wenn  die  gegebene  Ebene  nnr  Seite  und 
Biebtnng,  niobt  aber  die  Lage  reprtontirt  Zwei  oocjngirte  EbeoM 
•ebneiden  sieb  in  einer  reellen  Qeiadea. 

B.  Das  Imaginäre  in  Beiag  auf  den  Pnnkt. 

a)  Ebenenpaare. 

Reeiprok  mit  II«  Aa.  —  In  Besng  anf  einen  Pnnkt  sind  alle  duek 
ibn  gebenden  Ebenen  reell,  alle  anderen  imaginär  liegend.  Zwei  in  ead* 
lieber  Entfernung  sieb  aebneidende  Ebenen  sind  conjugirt  in  Bezug  aaf 
jeden  Pnnkt  der  nnendlicb  fernen  Oeraden  der  Halbtmngsebene  ihr« 

Winkels,  zwei  parallele  Ebenen  in  Bezug  auf  jeden  Punkt  irgend  einer 
parallelen,  resp.  der  von  beiden  gleicbwcit  entfernten  parallelen  Ebene. 

b)  Iilnienpaiie» 

Identiseb  mit  I.Ba,  da  die  beiden  Oeraden  mit  dem  Punkte  in  de^ 
selben  Ebene  liegen  mttssen.  (Denn  ist  der  Pnnkt  nnd  eine  Oeiade 
gegeben',  so  liegt,  wie  frttber  sehon  geseigt  wurde,  die  eonjngirte  Qeiads 
mit  beiden  Oebilden  in  derselben  Ebene.) 

c)  Tuiiktepaare. 

Identiseb  mit  I.  Bb,  da  die  Tunkte  stets  anf  derselben  Geraden  liegen 
müssen  (ana  analogem  Omnde  wie  Torber). 

G.  Du  Imiginiie  in  Bemg  auf  die  Oende. 

a)  Ebenenpaare. 

Folgt  aus  I.  Ba,  wenn  man  alle  Gebilde  sich  senkreeht  snr  Ebene 
der  Zeichnung  bewegen  Uisst. 

b)  Pnnktepaare« 

Wie  I.  Aa,  da  dio  Gorade  uud  daa  Punktepaar  stets  in  derselben 
Ebene  liegen  müssen. 

c)  Linien  paare. 

Wie  I.  Ab.  —  Je  naclulem  die  gegebene  Gerade  nur  eine  Richtung 
oder  Kicbtung  und  Lage  darstellen  soll,  sind  alle  ibr  parallelen  Geraden 
als  reell  anzusehen  oder  nicl)t.  Jedenfalls  schneidet  die  imaginär  liegende 
Gerade  die  reelle  in  einem  reellen  Punkte  nnd  liegt  mit  ibr  in  deiselbea 
Ebene. 

Es  fragt  sieb,  in  welcher  Besiebung  eine  kreuaende  Oerade  sn  der 
reellen  Oeraden  steht.  Dieselbe  bat  weder  einen  reellen  Pnnkt  mit  Oir 
gemeinsam,  noeb  liegt  sie  mit  ibr  snsammen  in  einer  reellen  Ebene.  Sie 
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ist  also  diejenige,  welche  Staudt  complexe  Gerade  zweiter  Art  nennt. 
—  Indessen  hängt  die  gegenseitige  Lage  zweier  sich  kreuzender  Geraden 
mit  der  imaginären  Einheit  ganz  und  gar  nicht  zusammen.  Denn  suchen 
wir  die  Bedingung,  unter  der  zwei  Geraden  im  Räume  sich  in  derasclhen 
Punkte  schneiden,  so  zeigt  sich,  wenn  wir  jede  der  beiden  Geraden 
dürch  zwei  in  ihr  sich  schneidende  Ebenen  ersetzen,  dass  dies  dieselbe 
Bedingung  ist,  unter  der  vier  Ebenen  sich  in  einem  Punkte  schneiden. 
Analytisch  ausgedrückt:  Es  sollen  aus  vier  linearen  Gleichungen  mit  drei 
Variablen  die  Werthe  dieser  Variablen  gefunden  werden.  Da  die  aus 
dreien  dieser  Gleichungen  gefundenen  Werthe  im  Allgemeinen  der  vier- 
ten Gleichung  widersprechen,  so  liegt  hier  nicht  eine  geometrische,  son- 
dern eine  analytische  Unmöglichkeit  vor.  Das  Auftreten  des  Imaginären, 
welches  analytisch  durchaus  keinen  Widerspruch  enthält,  gestattet,  wenn 
es  auch  stets  auf  die  Unmöglichkeit  deutet,  eine  geometrische  Aufgabe 
in  dem  beabsichtigten  Sinne  zu  lösen  ,  noch  immer,  wie  wir  gesehen  haben, 
eine  geometrische  Deutung.  Dagegen  liegt  ein  analytischer  Widerspruch 
in  der  Forderung,  den  Schnittpunkt  von  beliebigen  zwei  Geraden  oder 
vier  Ebenen  im  Kaume  zu  bestimmen ;  dieser  Widerspruch  hat  mit  den 
imaginären  Grössen  durchaus  Nichts  zu  schaffen  und  ist  offenbar  von  der» 
selben  Natur,  wie  derjenige,  welcher  in  der  Forderung  liegt,  durch  drei 
beHebige  Punkte  der  Ebene  eine  Gerade  zn  legen.  Man  sieht  also,  dass 
nicht  jede  geometrische  Unmöglichkeit  auf  den  ZuMunmenhaog  mit  der 
imaginXren  Einheit  zurückzuführen  ist  und  dasa  WMiigstens  fUr  den 
Schnittpunkt  zweier  Geraden  im  Räume  der  Name  „complexe  Gerade 
tweiter  Art"  nicht  aagemcoen  encheint. 
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Zur  Theom  cMfMili  oriliogoiialtr  Fläeh«iiiyitaiiit. 

Tob 

Dn  Th.  Köttbbitzsch, 


In  einer  Programmabbandlung,  die  jüngst  auch  gesondert  im  Buch- 
handel orschieuen  ist,  hat  der  Verfasser  das  Thema  behandelt:  „D'it 
EnnitteluDg  der  Potentialcoordinaten  und  der  Krttmmangslinien  einer 
gegebenen  Niveanfläche  durch  blosse  Quadraturen."  Jene  Abhandliug 
konnte  den  überreich  im  Thema  enthaltenen  Stoff  nur  inm  geringmi 
Tbeile  eraehttpfen,  sie  gab  im  Wesentlichen  nnr  loviel,  als  man  ans  den 
allgemeinen  SKtsen  Lam^*a  in  seinen  „Lefoni  tur  le$  eoordoim^  euni- 
Ugnei^  und  einigen  Terwandten  nnd  bekannten  anderen  flberbanpt  abti- 
leiten  im  Stande  ist  Die  folgenden  Zeilen  sollen  das  oben  genanats 
Problem  um  ein  Stllek  seiner  LSsnng  weiter  snfttbren. 

Um  an  Banm  an  sparen,  nehmen  wir  im  Folgenden  die  Beieicb' 
naogen  der  obigen  Abbandlnng  ohne  Weiteres  wieder  anf  nnd  leites 
Citate,  die  sieb  anf  diese  Abbandlang  besieben«  knrs  ein  durch  ein  ?o^ 
gesetstes  Pg. 

Wir  beginnen  damit,  dass  wir  zn  den  in  der  Programmabhandlnng 

aufgeführten  Relationen  noch  einige  neue  hinzufügen ,  die  theils  bekanntt 
theils  aus  den  am  angeführten  Orte  stehenden  Formeln  leicht  abgeleitet 
werden  können. 

Zn  den  Relationen  Pg.  Cap.  IV,  §1,3  kann  man  ergänzen 

/'  +  V  +  V  =  »»'  +  V  +  V  =  "*  +  q'  +  ^a'=l, 

Zn  Pg.  Cap.  IV,  f  1,  7  kann  man  ergtoien 

dF    1  {.  dF        dF\     dF_  l  (    dF    .  dF\ 

Zu  Pg.  Cap.  IV,  §  1 ,  17  kann  man  hinzufügen,  dass  allgemein  für 
jede  stetige  Function  F  der  Punkte  der  gegebenen  Niveauüäche  gilt 
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Za  Fg.  Cep.  lY,  §  1»  10  erglme  man 

a  <?.  d 

Wendet  man  Pg.  Cep.  II,  t      ^  ^  Orthogonalfliclien 
und  f,  so  ergiebi  eieli  weiter 

"Ef        ül    a«"^     dy*^     dz*^         oxdy^  cydz 


E) 

r 


Dieie  Seletionen  E)  gelten  aber  offenbar  nnr,  wenn  man  sie  anf  Punkte 

dar  gegebenen  NiTeavfläebe  beliebt,  da  fttr  andere  Punkte  /, 

^>  ^if      ^S9  ^  andere  und  iwar  unbekannte  Wertbe  annebmen.  Be* 

ionden  bervorgehoben  mag  noch  werden,  daM  ^  r  dasselbe  ist,  was 

1  . 

wirPg.  Cap.  IV,  §  3  mit  G  nnd  dass  ^ — q  dasselbe  ist,  was  ebendort 

genannt  wurde.  Wir  werden  in  der  Folge,  der  Einfaebbeit  der 
Scbidbwdie  Beehnnng  tragend,  dieee  Beselebnnncpiweise  dnteb  G  and  S 
bsibebalten ,  wollen  aber,  indem  weiterbin  die  in  Pg.  Cap.  IV,  §  3  ent- 

baltenen  Besnltate  dnreb  einfaebere  enetit  werden,  einfacb  G  ai^d 

^asJSr  beaeiehnen. 

18» 
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Weiter  haben  wir  ane  Pg.  Cap.  II,  §1,3  ahraleiten,  wenn  wir  be- 
rücksichtigen ,  den  immer  (Pg.  Cap.  IV,  §  1,  U) 

■ein  loU, 

Wir  beseiehnra  ferner  siir  AbkOrtvag 
Nach  Pg.  Cap.  II,  §  1,  33  folgt  nun 

Da  nun  weiter  allgemein  die  Gleiobnng  Pg.  Cap.  I,  §2,2  gilt,  lo 
leiten  wir  daraus  Air  die  Punkte  der  gegebenen  NiTeanflMehe  ab 

^Jff  _^^^_^^_[Z  ^iM_dlk  diu  dlV 
dtiß     dn^     dti^      ötiß^     drty     driy     dny  drty' 

Benutzen  wir  Pg.  Cap.  I,  §  2,  11,  so  lassen  sieb  die  Belationen  J)  aach 
spbreiben  als 

Hit  Hilfe  der  BeUtionen  H)  entstellt  aber  Uemne 

Wenden  wir  auf  diese  Relationen  L)  die  C)  an,  so  findet  sich  noch 

Diese  Belation  M)  kommt  aber  auf  die  Lamd*  sehen  Belationen  nrfick, 

denn  setzt  man  für  und  die  entsprechenden  Werthe  ans  den 

BeUtionen  H)  ein  nnd  beaditet  die  Belation  Ö)  und  Pg.  Gap.  I,  §  3,  Ii, 
so  erhMlt  man 

Diese  Belation  geht  aber  ans  der  vierten  nnd  fünften  der  Lamd'sebsn 
Belationen  dnreh  einfaehe  Elimination  von  GH  benror. 
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SchliaMlieli  weiseii  wir  noeh  besoaden  darauf  hin ,  daaa  die  Gleicb- 
Qogen  Pg.  Gap.  I,  §1,1  aveh  dann  noeh  ein  allgemeinea  eiates  Integral 
d*a 

Ton  jp=0  darstellen,  wenn  man  für  ß  %{ß)f  für  y  x'(y) 

adueiht  und  vnter  %(ß)  nnd  x(y)  irgendwelche  eindeutige,  endliehe  und 
stetige  Fnnetionen  Ton  ß  oder  tos  f  allein  versteht. 


§1. 

DütemtialioBei  naeh  dit«. 

Die  bis  Jetst  anfgeatellten  Relationen  sind  im  Wesentliehen  nur  da- 
duth  entstanden,  dass  die  Diiferentiationen  oder  riebtiger  Variationen 
nach  den  Nonnaleneleineoten  diy  und  dn^  veiwerthet  wurden,  Variatio- 
am,  die  wenigstens  Air  Punhte  auf  der  gegebenen  Niveauflllebe  immer 
SMlUirbar  waren.  Ein  GMehes  gilt  nieht  ohne  Weiteres  für  die  Varia- 
tioBen  nach  dfi«,  weil  die  Gestalt  der  Niveauillehe  sieh  ändert,  wenn 
naa  Ton  der  gegebenen  au  den  nSehstbenachbarten  Insseren  NiTeau- 
dleben  Übergebt,  diese  Gestaltsverinderung  aber  ToIlstKudig  unbekannt 
ist,  insofen  man  nur  weiss,  dass  «  implieite  in  der  GleicbuDg  der  ge- 
gebenen Niveaufllehe  enthalten,  die  Art  des  Vorkommens  tou  «  darin 
aber  Yollständig  Unbekannt  ist.  Dennoch  aber  sind  wir  im  Stande,  Be- 
btionen  anfsustellen,  die  wenigstens  die  Variationen  nach  9fta  enthalten. 

Der  Weg,  auf  welchem  wir  zu  den  Relationen  Pg.  Cap.  IV,  §  1,  10 
geführt  wurden,  liefert  uns  ohne  Weiteres  auch  die  Belationen 

/C-I^L,  /if=|^, 

Eisetzen  wir  /,  m  und  n  durch  seine  aus  Pg.  Cap.  IV,  §1,3  entnom- 
menen Werthe,  differentiiren  nach  dn^  und  bcnützeu  die  eben  gewonne- 
nen Gleichungen  1),  so  weiden  wir  auf  folgende  Belationen  geführt: 

—  =  — €UÄ 

lit  F  iigend  eine  stetige  Function  des  Ortes,  so  ist 
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Aualog  erhält  man 

Bo  da»  wir  die  nenen  Bektioaeii  erludten,  die  der  Mheren  BeUtion  C) 
entipreeben: 

a  wa  \a  n^/     a  w,  -  a   \a  /   ^»  a  » 

Ee  ist  nicht  sehwer,  mit  Hilfe  dieier  BeletioiieD  8)  und  C)  mu  den  Gleich- 
ungen 1)  nnd  2)  nnd  Pg.  Gap.  IV,  §  1,  10  die  Lnmtf'iehMi  BelntieMi 

a  / 

abzuleiten.  Qebt  man  z.  B.  aoB  won  ^iQi^^^  dififerentiirt  beider- 
seits nieh  dfffl,  so  erhält  min 


«1 


Hieraus  wird  aber  weiter 

Nnn  Ist  nach  der  fünften  der  Lam4*sdien  Belationen 

dff 


folglich  auüb,  da  im  Allgemeinen  nicht  verschwindet, 
Dies  ist  aber  die  letate  der  L am ^* sehen  Relationen« 
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Eine  wichtige  Reihe  neuer  Kelatioaen  beraht  auf  der  Verweadnng 
der  bekannten  Beziebang 

d  G 

Buden  wir  nimlich  -= — ,  lo  eneheint  Meli  8) 

BQ  _  d  (dlM\_  d  /dlM\     ^^/^  ,  dlM 

-^-«(•»+*)+»««- 

Analog  entsteht  auch 



•0  dass  wir  alBO  die  beiden  wicbtigen  neuen  Relationen  erlialten 

*'       W,"  »«/         »5-—  a;^  

Bilden  wir  weiter  ^^^g^J  Uilfe  der  Relationen  3)  und  4),  so 
entsteht 

9  /9S\ 

fiildeo  wir  in  analoger  Weise  den  Ausdruck  für  ^^y^^P/»  ^  erhalten 
wir  nmi  snsuniiMa  folgende  Betationen: 

Diese  Gleichungen  5)  sind  hauptsächlich  dadurch  bemorkenswerth ,  dass 
die  rechten  Seiten  nur  G  und  H  als  uubekannto  Functionen  eiithaltou, 
denn  alle  übrigen  hier  auftretenden  Werthe  laüseu  sich  aus  der  Gleich- 
ung der  gegebenen  I^iveaufläcbe  entwickeln. 

Bildet  man  In  analoger  Welse  noeh  ~-(^^  und  eo 
eihilt  man 
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Diese  Gleiehangeii  6)  sind  niekl  ao  eiaÜMh»  elf  die  &)>  weil  aach  die 

?  ^  c  H 

Varuttioneu  ^ —  und  - —  auf  den  rechten  Seiten  Torkommen:  sie  autei- 

•ebeidett  neh  aber  sn  ihrem  VortheQ  Ton  den  Gleiehmigen  5)  dadwdh 
daae  in  jeder  Gleiehong  nnr  eine  der  vnbeltannlen  Fnnctienen  G  oder 

H  mit  ihrer  Derivirten  entweder  ala  z—  oder  als  ^ —  vorkommt. 

Zu  einer  Reihe  wichtiger  neuer  Relationen  gelangen  wir  noch,  wenn 
wir  die  bisherigen  Ergehnisse  anwenden  auf  die  Variationen  nach  ^»,, 
die  aus  den  Lame'schen  Relationen  entstehen.  Von  diesen  aber  sind 
ohne  Weiteres  die  dritte  und  aecbate  der  Lamö'aahen  Belationen  hier 
an  wiederholen  in  der  Form 

Die  erste  und  sw^te  nnd  ebenso  die  beiden  lotsten  der  Lamd*sehen  Be» 
lationen  eignen  sich  aber  hier  nicht  snr  weiteren  Discnssion ,  weil  sie  die 

Variationen  r— ^  und  ^  entweder  ala  nene  nnbekannte  Functionen  ein- 

€  fJa  C  "m 

führen  würden  oder  schon  entlialten,  DiiTcrentiirt  man  ferner  die  dritt- 
letzte der  L  a  in  ('■' sehen  Relationen  nach  ^«a>  8<>  ist  das  Ergebniss  die 
Summe  der  mit  multiplicirteu  vorletzten  und  der  mit  multiphcirteo 
letzten  L am  ('•' sehen  Relation.  Es  bleibt  also  hier  allein  die  Behandlung 
der  vierten  und  fünften  Lamö' sehen  Belation  übrig,  die  wir  jetzt  schrei* 
ben  in  den  Formen 

Differentüren  wir  nun  diese  beiden  Gleiehnngen  nach  dit«,  so  entstellt 

dH„\dny/        dfla       9»a  ^»«' 

Ersetzt  man  hier  die  linken  Seiten  durch  ihre  Werthe  aus  5)  und  wen- 
det auf  die  rechten  Seiten  die  Kelationen  4)  und  7)  an,  so  erscheioeQ 
die  beiden  Gleichungen 

XCHy       dtiy/        \ctiß  dußj 
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wenn  mnn  noeb  bedenkt,  daas  nacb  den  beiden  eisten  Lam^* Beben  Be- 


Diete  eben  erlmagten  beiden  Gleiebnngen  sind  eber  ▼ollkommen  identiscb, 
denn  ibfe  linken  Seiten  stimmen  ebne  Weiteres  Uberdn  und  die  recbten 
Seit«  werden  llbeieinstimniend,  wenn  men  die  Belntion  C)  beaebtet 
Setsen  wir  also  noeb  anr  Abkfimng 

8)  (»1  +  9,  =  ff» 

80  können  wir  die  obigen  beiden  Gleichungen  zusammeui'aäseu  iu  die 

Da  non  weiter 

•0  können  wir  die  eben  erlangte  Glcichuug  auch  umtormen  iu 

_      d  /dla\_dla  rj_a__  djj 
öTiyKdnpJ    dnp  d)ty  dtty 
oder  aocb  seliUessUcb  in 

[ 1  r  ^1 
^^dlc    dn;i    I  ^    du  bny 
.  dnp      a  J  i-      driy      c  J 

^      d  (f^U\      dla    ?la  dn^     dla  dtty     dn^  dtiy  • 
dttyKdnpJ      dtty    dtty    c      dnp    o  o*  * 

Diese  Gleicbnng  9)  ist  deswegen  Ton  gans  besonderer  Wichtigkeit,  weil 
IIS  Beben  dniebans  bekannten  Fnnetionswertben  die  unbekannten  Fnno- 
tioBsn  G  nnd  JT  ebne  ibre  Derivirten  entbiflt,  so  dass,  wenn  die  one 
denelbea,  etwa  £r,  bekannt  wire,  ans  ibr  ff  dnreb  eine  einfache  Anf- 
Viiing  einer  linearen  Gleicbnng  folgen  würde.  ^ 

Der  Yollstlndigkeit  wegen  möge  hier  noch  die  Gleicbnng  Pg.  Cap.  I,  . 
|Si  13  Plata  finden,  die  wir  jetst  schreiben  in  der  Form 

„  d^ik      ^ .  Ä         ^       „        dg  dr 
d^dy  ■      T  T 

ud  der  wir,  da 

_  d  rdlk\     ^dlk _  d   /dlk\  clk 
dß  dy     c^iißKdn^J     ^  dtty     d»y\dnp/     ^  dnp* 

Mwh  die  Formen  geben  können 
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d  (dlk\       dlk  (dQ  _,dr  \ 

d  (dlk\      dlk    ,^  ,     /?p      ar        \  • 

§2. 


Durch  die  Gleichungen  9)  und  10)  des  vorigen  Paragraphen  sind 
die  Resultate  von  Pg.  Cap.  IV,  §  3  in  wesentlich  weitergehender  nnd 
erfolgreicherer  Weise  iTsetzt;  es  ist  daher  auch  möglich,  jetat  in  dent- 
licherer  Weise  durch  Verwendung  der  eben  gewonnenen  Resultate  der 
Lösung  des  ganzen  Problems  näher  zu  kommen.  Abgesehen  nämlich  von 
einem  Ausnahmefalle,  sind  wir  nun  im  Stande,  den  Beweis  durch  den 
Erfolg  der  Rechnung  selbst  zu  liefern,  dass  M y  k ^  ü  und  V  durch  ein- 
fache Quadraturen  gefunden,  also  auch  das  ganze  vorliegende  Problem 
durch  einfache  Quadraturen  gelöst  werden  könne,  wenn  man  in  den 
Besitz  von  nur  einer  der  beiden  Functionen  G  oder  H  gelangt  ist. 

Der  erwähnte  Ausnahmefall  tritt  dann  ein,  wenn  eine  der  beiden 
Functionen  G  oder  //  der  Null  gleich  wird.  Betrachten  wir,  um  diesen 
Aasuahmefall  volUtändig  la  erschöpfen,  zuerat  den  Aiunahmefkll 

Dann  folgt  wegen  C  =  //=._=.F-^.  weil  V  und  f 

nieht  venehwinden  kSnneo,  dass  aueh 

dlM  ,  dlM 

^«0  and  ^  =  0. 
dp  dy 

Es  kann  folglich  IM  nur  Function  von  a  sein  und  ist,  da  a  für  alle 
Punkte  jeder  einzelnen  Niveaafl&che  coustaufc  ist,  selbst  ein  constanter 
Werth  für  diese  Punkte. 

l>a  feraer  , 

ebenfalk  nur  abhängig  von  «  sein  kann,  lo  folgt,  dam  fUr  all«  die  Fli- 
ehen, /tlr  welehe  Ges^fnO  aein  kann,  ^'"^  nnTerlnderlieher  Werth 


Weiter  ergeben  die  beiden  letaten  Lam4*sclien  Belatienen 

dn\  dn„ 


Durch  Addition  dieser  beiden  Gleichungen  erhalten  wir 

+     =  + 


oder 
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=«.•+«.'. 

Da  nnn  aber  von  der  linken  Seite  dieser  Gleichung  bereits  bewiesen  ist, 
dass  «ie  nur  Function  von  a  sein  kann,  also  constant  ist  für  alle  Punkte 
einer  und  derselben  Niveauiläcbe,  so  folgt,  dass  ein  Gleiches  auch  mit 
der  rechten  Seite  der  Fall  sei.    Setzen  wir  also 

•o  ergiebt  sich  hieraus   

es  muss  also  auch  sowohl  q^^  als  auch  fUr  alle  Punkte  der  gegebenen 
lliTeaafläche  constant  sein. 

Hiermit  folgt  weiter  ans  den  beiden  eisten  L  am 4*  sehen  Kelationen 

Diese  Bedingungen  verlangen  aber  entweder»  dass  Qi  —  ^i^  oder  dassgleieh- 
seftif  rs^asO.  • 

BetraeliteB  wir  innielist  den  ersten  Fall 

^^=3     =  ConsL 

näher»  so  efjg^elit  sieli  ans  -z —  —  Qi-\-Qi  nnd  5^  =  9^ 
folglieii  dnroli  Integration 


wenn  /itf  die  Integrationseonstante  lieieicbnet. 

d  o  * 
Weiter  folgt  nun  a^s  ~  = 

bienns  aber  dureh  Integration 

wenn  B  die  neue  Integrationsconstante  bezeichnet. 

l)a  nun  für  die  unendlich  entfernte  Niveaufläche  a  uud  (j,  gleich- 
seitig au  Null  wird,  so  folgt,  dass  auch  £^  =  0  sein  muss,  dass  also 

danut  ist  aber  die  NiveaniiXeliensebaar  eharakterisirt  entweder,  wenn  ^| 
▼oa  Nnl!  vetsehieden  ist,  als  eoncentrisehe  -Kngelflidien,  oder,  wenn  ^ 
gleieh  Nnll  ist,  als  Sehaar  paralleler  Ebenen.  Das  hierher  gehörige  Po* 
tentialGoordinaten^stem  ist  genngsam  bekannt  nnd  bedarf  hier  keiner 
weiteren  Worte. 

Ist  aber  sweitens  Hi^Qi^  also  ra^aO,  so  folgt  nnn  ans  der  dritte 
letsten  der  Lam 6 'sehen  Relationen  anch  ^1^2==^)  setaen  wir  also  etwa 
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9,^=0,  9t<  0,  so  wird  jeUt  -= —  Q*=ff^^  also'  durch  lutegration  A/=^'^^, 

wenn  die  neue  Integrationscousiante  vertritt,,  und  aus  ^  ^Qt^  ^^^Sl^ 
jotat  —  A'(f^      =  ^j*,  also  durcb  Integration 

wenn  IB^  die  nene  Integnüonaeonftanto  yertritt.  Hiermit  itt  aber  die 
zugehörige  NiveanflXeheneebaar  eharakterieirt  nie  Seliaar  eoneentrinher 
gerader  Kreiseylinder,  deren  entsprechendes  Potentialcoordinatenaystem 
ebenfalli  lingst  bekannt  ist 

Wir  kommen  jetat  anr  genaueren  Untersnohnng  des  Ansnahmefidles, 
dass  nur  eine  der  beiden  Functionen  G  oder  H  der  Null  gleich,  die 
andere  aber  davon  ▼enehieden  iat.   Setsen  wir  also 

d  M 

Es  folgt  jetat  aus  der  Lam^*schen  Belation  ^  »6(17— dass  auch 

(»=0,  dass  folglich  die  Flächen  y=Const.  durchaus  die  Krümmung  0 
besitzen,  d.  h.  Ebenen  sind.  Die  eine  Schaar  der  KrUmmungslinien  der 
zugehörigen  NiveauflHchen  müssen  also  ebenfalls  ebcj«e  Curveu  sein;  e« 
sind  dies  .diejenigen,  au  denen  die  Kriimmung  ^,  gehört. 

Wir  wenden  uns  jetzt  aur  genaueren  Untersuchung  der  andern 
Schaar  von  Krümmungslinien,  Ton  denen  wir  also  irgend  ein  EUement 
durch  dn^  daiateUen  können. 

Nach  der  Lam^* sehen  Relation  ^(9(~9g)  =  ^;^  folgt  wegen  ^  =  0, 

dass  auch  — '  =  0.  Längs  jeder  einzelneu  der  Krümmungslinien  der 
sweiten  Schaar  ist  also  9,  von  unTerKnderücher  GrOsse.   Deswegen  und 

wegen  /f=0  folgt  weiter  aus  der  Belation  4,  §  1,  Längs  jeder 

einaelnen  der  Krftmmungslinlen  der  iweiten  Bcliaar  ist  also  anch  ^  vea 
unTeränderlieher  OrOsse.   Weiter  gilt  auch  die  Lamd'sche  Belation 

Wir  ditt'erentiircn  diese  Relation  nach  ^«y,  wenden  dabei  auf  die  linke 
Seite  die  Relation  C)  an  und  beachten  die  oben  gewonnenen  Resultate, 
es  erscheint 

Da  nun  im  Allgemeinen  Ca  Pi  nicht  verschwindet  (der  Fall  Q.^  fübrt 
auf  den  bereits  behaudelteu  ITall  concentrischer  KugelÜäcben  zurück),  so 
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miu8    —  =  0  sein.    Längs  jeder  einzelnen  der  Krümmuugslinien  der 

iweitoi  8eha«r  ist  also  aneh  r  von  nnYoriDderlicber  OrQsse. 

Denken  wir  nns  irgend  eine  dieser  KrOmmungslinien  eis  rSnmüelie 

Cnnre,  so  ist  nacb  bekannten  Lehrs&tsen  der  Geometrie  deren  Krüm- 
mung P  gegeben  durch  die  Relatiun 

Dififerendiren  wir  auch  diese  Gleicbnog  nach  dn^  und  beachten,  dass 

a 0,  SO  folgt,  dass  auch      es 0.  Hiermit  alier  ist  geeagt:  jede 

eiDselne  der  Krümmnngslinien  der  zweiten  Schaar  ist  von  unycrtfnder- 
licher  Krümmung. 

Wir  bilden  nun  noch  die  Gleichung  der  Schmiegungsebene  oder  der 
osealiienden  Ebene,  die  der  dnrch  den  Punkt  .r^;  gehenden  Krümmungs- 
luie  der  «weiten  Schaar  angehört  nnd  durch  diesen  Punkt  aryz  hindurch* 
geht  Wir  legen  also  eine  Ebene  durch  die  drei  Punkte 

|f,  «, 


Führt  man  die  Rechnung  aus,  indem  man  beachtet  Pg.  Cap.  T,  §2,0; 
Cap.  I,  §2,5;  Cap.  IV,  §1,4  und  Cap.  IV,  §  1,  3  und  die  Kejationen 
D),  so  erhält  man  für  die  Schmiegungsebene  die  Gleichung,  wenn  die 
variablen  Coordinaten  mit  ^,  t/,  ^  bezeichnet  werden: 

Beseiehnen  wir  knn  die  Cosinus  der  Winkel,  welche  die  Kormale  dieser 
Ebene  mit  den  Coordinatenazen  bildet,  durch  A,  fi,  v,  so  ist  bekanntlich 

_J  fr4-q^pa  

yi<ir  +  fl,  ^j)"  +  ("» r  +  b,  Q,y  +  («  r  4.  c,  ' 
 OTr-hfc^pg  

+  fl,^)«  +  (mr  +  ft^^)«  +  («r  +  c,^)« ' 

Legt  man  ebenso  durch  den  Punkt  «+ä — öwy,  y  +  ^-^^Wy»  2  +  s~"^''y 

vS^ 

eine  Scbmiegnngpobene  an  dieselbe  Krilmmiingslinie,  so  bildet  deren  Nor- 
male mit  den  Coordinatenazen  Winkel,  deren  Cosinus  der  Beibe  nach 

-»^•^  ^+a5;^"r.  **+4^«r»  *+äir/"y- 
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Nna  findet  nun,  wenn  man  Pg.  Oep.  IV,  J  1,  10  beeehtet  und 

Bf  3 

mnMerdem  bedenkt,  dus  im  j eisigen  Felle  ^  ~dn^^^* 

9  d  d 

Es  ut  daher  auch 

^fty      091^  9iiy 

Irgeiul  zwei  aufbinandorfolgendc  Schmiegungsobcncn  einer  Krümmungs- 
linie  der  zweiten  Schaar  fallen  aUo  zusamineu,  U.  h.  auch  die  zweite 
Schaar  der  Kriimmungslinien  bind  ebene  Curven. 

Nun  haben  wir  bereite  gefunden,  dass  die  Krümmung  jeder  einzel- 
nen der  Kriimmungslinien  der  zweiten  Schaar  unvoränderlich  ist;  wir 
kommen  daher  jetzt  zu  dem  Resultate:  Die  zweite  Schaar  der  Krüm- 
mungsliuien  besteht  entweder  ans  geraden  Linien  oder  ans 
Kreisen. 

Um  diese  beiden  Fälle  hier  weiter  noch  gemeintam  behandeln  n 
können,  fassen  wir  die  Gerade  als  Kreis  mit  nnendlieb  grossem  Badios  aaf^ 

Irgend  swei  nieht  rasammenflUlende  Ebenen  der  Sehaar  ysCmuL 
treffen  alte  diese  Kreise  in  gewissen  Punkten  derart ^  dass,  wenn  man 
in  den  Treffpunkten  Tangenten  an  die  Kreise  legt,  diese  Tangenten 
senkreeht  stehen  anf  der  ingehSrigen  Ebene  f^Coittt,  Dies  ist  aber 
nur  m8gUeh,v.wenn  die  beiden  Ebenen  y^CtmL  aneh  die  Mittelpnakts 
slmmtlieher  Kreise  enthalten.  Da  nnn  die  beiden  Ebenen  foConsL  sieh 
in  einer  Geraden  sehneiden,  so  folgt,  dass  aneh  die  Mittelpnnkte  simml- 
lieber  Kreise  in  einer  Geraden  liegen  müssen.  *In  derselben  Geraden 
müssen  sieh  aneh  alle  anderen  Ebenen  y  =  Cbnsi,  sehneiden  nnd  da  aneh 
diese  Ebenen  normal  von  den  Kreisen  getroffen  werden  müssen,  so  folgt, 
dass  die  Gerade,  welehe  die  Mittelpunkte  sSmmtlieher  Kreise  enthflt, 
normal  auf  allen  Ebenen  der  Kreise  stehen  muss  oder  dass' die  Kreise 
selbst  in  parallelen  Ebenen  liegen,  die  senkreeht  sind  in  den  Ebenen 
j^ssCSonsf. 

Hierdurch  aber  sind  die  hier  in  Frage  kommenden  Niveanflicben 
genug  charakterisirti  man  erkennt  sie  als  CylinderflSchen  oder  als  Rota- 
tionsflächen,  je  nachdem  die  Gerade,  welche  die  Kreismittelpankte  ent- 
hält, in  unendlicher  oder  in  endlicher  Entfernung  liegt. 

Da  in  diesem  Endresultate  auch  der  Fall  C=//  =  0  mit  enthalten 
ist,  so  fa.sHen  wir  unser  Endresultat  in  die  Worte  zusammen:  Der  Aus- 
nahmefall, wo  die  Gleichungen  9)  nnd  10),  §1,  keine  Vor- 
wendung finden  können,  tritt  nur  dann  ein,  wenn  die  ge- 
gebene Niveau  fläche  entweder  eine  Cj  linder  fläche  oder  eine 
Kotationsfläche  ist. 
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Da  die  B«iluuid1iiiig  der  Cylinder-  and  Rotationsflächen  als  gegebene 
NireanflXehen  anf  eine  rein  mathematische  Anwendung  führt,  die  für  die 
Folge  von  Werth  ist,  so  betrachten  wir  dieso  Flächen  gleich  hier  genauer 
ond  wenden  nns  da  zuerst  zu  den 

Cylinderflächen  als  gegeb en e  Niveauflächen.  Nehmen  wir 
die  Z-Axe  unseres  rechtwinklig  räumlichen  Coordinatensystems  der  xyz 
parallel  einer  Cylinderseite  an,  so  hat  die  Gleichung  der  gegebenen 
Nireaafläche  die  Form  /(x,  y)  =  0  und  für  die  Ortbogonalfliicbeiifl<Uia«r 
j^ConU,  können  wir  ohne  Weifteret  seUen 

1)  -oo<y^  +  <». 

Bann  geben  die  Oleiebnngen  Pg.  Cap.  I,  §  1,  I 

«  ^"=Ä'^  tr^  A 

Water  folgt  aoB  1) 

Da  femer  nach  £)  auch  ^  =  0,  so  folgt  aus  L)  für  die  gegebene  Niveaa- 

=  0  oder  auch        s=  0. 

El  ist  «leo  k  nnnbbingig  von  nnd  da  tfberhnnpt  k  aaeh  nnabhingig 
m  c  aein  mvM,  so  ergiebft  eieb,  daas  im  Torllegenden  FaUe  k  oder  aneb 
f  nur  Fonetion  Yon  ß  aein  kann.  Naeb  der  BeUuaabemerknn^  der  Ein- 
laitang  dieear  Arbelt  können  wir  aber  anstatt  der  Glelebungen  2)  aneb 

a«"    3/1  dy'  dy"       dß  dx'  dt  • 
Da  nan  K  aowobl«  wie  anek  die  noch  nabeetinimte  Function  %  nnr  Ton 
f  abbftngig  iat,  eo  küanen  wir  nna  %  immer  ao  gewihlt  denken  i  daaa 

dt 

«sl,  ao  daaa  wir  an  dem  Resultate  kommen:  lat  die  gegebene  Niveau- 


fliehe  eine  Cylindcrfläche,  so  kann  man  als  allgemeines  eratea  Integral 

^8  tt      f)*^  et      3^  et  ' 

der  Differentialgleiebnng  — +  -  o  +  ^    0  immer  benfltien 

^  da^dß    da   dß 

'  di^dy*  dy'~  dm' 

Oeaetat  nnn,  ea  aei  für  die  gegebene  Niveaniltebe  bekannt,  ao 
Ahlde  man  jetat  aneb  vennittelat  der  Gleiehnng 

die  Fnnetlon  lüf  aelbat  dnreh  eine  bloae  Qnadratur.  Da  nImUek  wegen 
£)  nnd  1)  ffs=Ot  ao  ist  aneb  ^^^^y  aUo  M  nnr  abliingig  Ton  «  nnd  ß. 
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Dft  aber  «  für  die  gegebene  Nireeaflielie  ebenfells  eimeteiit  iel,  fo  ist 
U  flir  Punkte  der  gegebenen  Niveenflltebe  nur  nbbingig  Ten  der  eineB 
Variablen  ^.   Gleichet  llnt  rieb  anob  von    dartknn,  da  eine  der  Lam4- 

Beben  Heistionen  bt  -=--  ssj5r(t^  — r),  sIbo,  wegen  jy&=0  im  vorliegenden 

dc 

Falle,  auch  ^  =  0  sein  moBs,    Ist  aber  G  unabhängig  von  y,  so  kann 

es  W0gm  1)  nnr  alt  Fnneüon  Ton  «  nnd  y  gilben  aein.  Da  niin  fe^ 
ner  aneh  dieee  Variablen  m  nnd  ]f,  weil  6  ftlr  Punkte  der  gegebenen 
NiveanflScbe  bekannt  sein  soll,  die  Gleichung  der  gegebenen  NiTeauüidie 
fix,  ff) ^0  erfüllen  müssen,  so  kann  man  mit  Hilfe  dieser  Gleiehuog 
eine  der  Variablen  x  und  y,  etwa  y  elimintren,  so  dass  G  als  Function 
▼on  9  allein  bekannt  ist.   Weiter  ist  nach  Pg.  Cap.  IV,  §  1  auch  all- 

e^"**"  dlM__     dlM_     dJM  d_l£ 

JiTf,^         dx       '  dy  dz' 

Nnn  haben  wir  bereita  gesehen ,  dass  IM  nnabhftngig  ist  Ton  also 
nach  1)  auch  Ton  r,  folglich  ist  einfacher. 

Bbenso,  wie  in  der  Function  ff,  haben  wir  uns  aber  auch  in  IM  die 
Variabehi  x  und  y  noch  an  einander  gebunden  an  denken  dnreh  die 
Gleiehnng  der  gegebenen  Nireaufllebe  A^'t^)=0.  Denken  wir  uns  also 
X  sk  nnabbMngige,  y  als  abh&ngige  Variable,  so  ist 

dx      dx      dy  dx      dx      m  dy  ' 

Da  forner  im  jetzigen  Fallo  aus  der  allgemein  giltigen  Relation  /a, -+-'«''1 
»  r,  =  0  wegen  n  =  0  wird  /%+*"^]^0,  so  kann  nnn  der  obige  Werth 

von        auch  geschrieben  werden  als 

dlM_     a^{dlM    jdlM\^_  dlM 

Ans  4)  entsteht  demnach 

6)  '^^-1.6. 

dx  «1 

Durch  einfache  Quadratur  findet  man  hieraus 

wenn  IJ  die  Intsgrationseonstante  beseichnet,  die  im  Allgemeinen  sli. 
Function  Ton  u  au  denken  ist«   Gebt  man  in  6)  noch  von  den  Logarith* 
men  nu  den  Zahlen  Aber,  so  entsteht 

7)  M^A.e  J»^  , 
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Eis  ist  somit  M  gefumlon  für  die  Punkte  der  gegebenen  Niveaufläche  bis 
anf  einen  constanteu  Factor  A.  Dieser  Factor  .4,  der  von  Null  verschie* 
den  sein  muss,  kann  beliebig  gewählt  werden,  so  lange  nicht  von  anderer 
Seite  her  gewisse  Bedingungen  auftreten«  wie  2.  B.  wenn  verlangt  würde, 
dasa  a  für  die  Punkte  der  gegebenen  Niveauflüche  einen  bestinmiten 
gegebenen  Werth  haben  solle. 

Da  ferner  ans  den  Gleichungen  3)  folgt,  daas  M=üf  so  h«t  mtn 
mit  M  sngleich  U  gefunden  fttr  die  Pnnkte  der  gegebenen  NiyeMÜicbe. 
AnMerdem  baben  wir  gegeben,  d«n  V^kssl,  Es  bt  Bomit  daa  ganse 
für  CylinderflXcben  vorliegende  Problem  dnreb  blose  Qnadratnren  auf 
dem  eben  angegebenen  nnd  dem  in  Pg.  Cap.  II  nnd  III  mitgetheilten 
Wege  löabnr,  sobald  die  Fnnetion  G  fttr  die  Pnnkte  der  gegebenen 
Niyeanfliebe  bekannt  iat 

Wh  wenden  nns  weiter  in  den 

Botationaflteben  als  gegebene  HlveanflÜchen.  Nebmen 

wir  die  Rotatiunsaxe  der  gegebenen  Niveaufläche  zur  A'-Axe  unseres 
räumlichen  Ctjordinatensysteins  der  .r,  //,  so  hat  die  Gleichung  der 
gegebenen  Niveaufläche  die  Form  /  (»i",  i/"4- =  0  oder,  wenn  vf\r  [/*-{- 
=  r*  setzen,  die  Form  /'(a:,  r)  =  0  und  für  die  Orthogonalflächenschaar 
y~Coust.  treten  (iie  Meridianebenen  der  gegebenen  Niveaafl&cbe  auf, 
deren  Gleichung  wir  schreiben 

h)  ardng  ^  =  yi    0  <  y  <  2». 

Hieraua  erhalten  wir 

Auch  jetzt  folgt,  ganz  wie  im  vorigen  Falle  der  Oy  linderflächen, 

^  /  /■ 

data  ==0,  dass  man  also  k=s\  setsen  kann,  so  dass  ans  den  Oleich* 
nngen  Pg.  Cap.  I ,  §  1 ,  l  sich  ergiebt 

Hebmen  wir  nnn  aneb  jetst  wieder  an,  dass  0  für  die  gegebene 
Niveanfllehe  bekannt  sei,  so  kann  man,  ähnlich  wie  im  vorigen  Falle, 

beweisen,  dass  G  nnd  IH  nur  Fnnetion  von  o:  und  r  sein  könne  nnd 
dass,  weil  x  und  r  zugleich  auch  der  Gleichung  der  gegebenen  Niveau- 
fläche genügen  müssen,  IM  sich  durch  eine  blose  Quadratur  finden  lässt 
und  M  selbst  dadurch  für  die  Punkte  der  gegebenen  Niveaufläche  bekannt 
ist  bis  anf  eine  multiplicirende  Constante.   Da  femer  allgemein  M^k.U.F 

nnd  im  jetzigen  Falle  Ars],  ^^'|'»  ^       man  jetst  anch  ü=xM  ge< 

fnnden  nnd  mnss  somit  wiederum  durch  blose  Quadraturen  anr  Lösung 
des  allgemeinen  Problems  gelangen. 
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Die  oben  angedeutete  rein  mathematische  Anwendung  des  eben  be- 
liftndelten  Problems  cylindrischer  (oder  Rotations-)  Niveaufläcben  beruht 
auf  folgender  üeberlegung.  Irgend  eine  gewöbnliche  DiflVrontialgleicb- 
ung  erster  Ordnung  cp  (x,  y)  ff^T  +  ^(^,  y)  (iy  =  0  kann  entweder  entstan- 
den gedacht  werden  aus  der  ihr  zugehörigen  Integralgleichung /"(x,  y)  =  <', 

ä^  =  *^*'*'^'  •    ly      °      dx      '  ""^"^ 

aus  der  Integralgleichung  fix^f/^r)  =  0^  indem  man  annimmt,  das«  nach 

geeehebener  Bfldnng  von      g'J '  ^^^^'y '  Conrtante  e  eli- 

minirt  wurde  mit  Hille  der  Gleichung  f{xyy,r)  =  i).  Die  letztere  Her- 
leitung  der  Ditfereutialgleichung,  die  scblieHslicli  auch  auf  die  Theorie 
des  integrirenden  Factors  führt,  ist  es  abor  auch,  welche  in  dem  vor- 
liegend behandelten  Problem  der  cylindrischen  NiveauHächen  enthalten 
ist,  weil  dieses  Problem  schliesslich  darauf  führt,  die  für  die  gegebene 
Niveaufläche  Constante  «,  die  in  der  Differentialgleichung  der  gegebenen 
NiveauflÄche  l  dx m  dy  —  0  implicite  in  /  und  t/i  enthalten  ist,  zu  ermit- 
teln. Man  kann  daher  erwarten,  dass  das  Problem  der  cylindrischeu 
NiveauflÄchen  auch  auf  die  Integration  gewöhnliclu'r  Difierontialgleicli- 
ungen  erster  Ordnung  durch  Quadraturen  führen  wird  und  damit  auch  auf 
die  Integration  partieller  Difl'erentialgleichnngen  erster  Ordnung  zwischen 
drei  Variablen.  Wir  übergehen  hier  mit  der  kurzen  Andeutung  dieses 
Problem,  weil  es  ana  Ton  dem  vorliegenden  Stoffe  su  weit  abführen  würde. 

Wir  wenden  uns  endlieb  in  denjenigen  gegebenen  Niveau- 
flächen,  die  weder  Ebenen,  noch  Kugelfl Achen ,  noob  Cylin* 
derflächen,  noch  Rotationsflkcben  sind.  Die  Gldchnng  einer 
solehen  Niveanfläebe  sei  gegeben  in  der  Form,  besogen  aof  ein  reebt* 
winklig  linmliehee  Coordinatenfystem  der  x,     t  alt 

11)  A(«,f.«)  =  0. 
Oeeetet  nnUf  es  id  ebne  der  beiden  FnneÜonen  G  oder  etwa 

bekannt  fflr  die  Punkte  der  gegebenen  NiveanflXcbe,  also  als  Function 
von  X,  y  und  2,  wo  nun  diese  drei' Variablen  noch  der  Gleichung  11) 
genügen.  Wir  eliminiren  eine  dieser  Variablen,  etwa  z,  mit  Hilfe  von 
II)  aus  (7,  so  dass  G  als  Function  der  beiden  unabhängig  Variablen  x 
und  y  gegeben  ist.  Die  Gleichung  9),  §  ]  liefert  nun  auch  in  bestimm- 
ter und  eindeutiger  Weise  die  Function  ff^  aus  der  wir  ebenfalls  mit 
Hilfe  von  11)  :  eliminireu,  so  dass  nun  auch  //  als  Function  vou  x  uud 
y  bekannt  ist. 

Nan  gelten  weiter  die  Gleichungen 

12)  ^—v*G^  ^—^a 
oder,  nncb  Fg.  Gnp.  IV,  §  1,  14,  die  Oleiebnngen 

I 
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13)  ^-'VJ'Ju-''SH,  ii^^.'AH-'iG. 

fix      tl         n  dy       n  n 

Diese  beiden  Oleidbangen  lassen  sich  aber  sofort  durch  blose  Qnadiatn- 
ren  integriren,  nachdem  man  in  ihnen  auch  in  den  Werthen  von  et,,  w^, 
6j  und  n  die  etwa  mit  vorkommende  Variable  :  mit  Hilfe  von  11) 
eliminirt  hat.  1^  ist  die  Integration  nämlich  möglich,  weil  in  der  That 
die  Gleichung 

dy\n         n     /     dx\n         n  / 

besteht.  Führt  man  nttmlich  nach  Massgabe  der  Relationen  B)  in  diese 
Gleichung  für  die  Differentiationen  nach  x  und  y  die  nach  Bn^  und  ^ty 
ein,  beachtet  man  femer  die  Belationen  D)  und  Pg.  Cap.  IV,  §  1,9  nnd  10, 
so  formt  sich  die  vorstehende  Gleichung  am  in 

dG     dB     .  „ 

Diese  Gleichung  ist  aber  immer  erfttUt,  denn  sie  ist  das  Subtractions- 
rssultat  der  beiden  Lamd' scheu  Belationen  ^ 

von  deuo.n  wir  auch  ausgingen,  um  durch  Differentiation  nach  dtia  die 
Gleichung  9j,  §  1  abzuleiten,  die  uns  vorhin  die  Function  ü  lieferte. 

Beaeichnen  wir  nun  den  aus  13)  durch  Quadratur  entstehenden 
Werth  von  IM  durch  W  und  nennen  die  Integrationsconstante  lA,  wo 
DUi  A  im  Allgemeinen  auch  Function  Ton  «  sein  kann,  so  finden  wir  also 

IM^W^IA, 

■Iso  auch 

14)  U^Ab^. 

Es  ist  somit  M  für  die  Punkte  der  gegebenen  NiTeauflSeht  gefunden  bis 
ssf  einen  constanten  multiplicirenden  Faetor  A^  der  offenbar  Ton  Nnll 
und  ünendlieh  ▼ersehieden  ist  und  so  lange  unbestimmt  bleiben  muss, 
•Is  nicht  Ton  andetor  (fttr  Torliegendes  Problem  im  Allgemeinen  fremder) 
Seite  her  eine  Bedingung  zur  Bestimmung  von  A  gegeben  ist. 

dlk 

Weiter  finden  wir  nun  auch  aus  den  Gleichungen  10),  §  1   —  und 

Da  die  Ermittelung  dieser  beiden  Functionen  auf  gans  analogen 

Wegen  zu  erfolgen  hat,  so  wollen  wir  hier  genauer  nnr  die  Ermittelung 

9lk  9lk 
der  einen,  etwa  -r—  betrachten,  indem  alsdann  die  von  r~  Ton  selbst 

dlk 

klar  ist.  Beaeiohnen  wir  snr  Abkttriung  esn»,  so  giebt  die  erste  der 
Oleiebungen  10),  §  1 

IS* 
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,5)  Ii  

in  welcher  Gleichung  die  rechte  Seite  als  Function  der  beiden  unab- 
hängig Variablen  x  und  y  vollständig  bekannt  ist.  Wir  serlegen  m  fai 
daa  Produet  fVi»,,  so  daM  die  Gleichung  15)  Übergeht  in 

-.(IS— .)+'^.aT;-^'^-')c^-*^+£,+lFr 

Diese  Gleichung  16)  zerlegen  wir  in  die  beiden 

17)  .-0,  . 

Die  Gleichung  17)  läsat  sieb  schreiben  in  der  ITonn 

Ist  nun  weitef  /'j(a:,y)er|  die  Integralgleiehung  su  der  gewl^bn- 
liehen  Differentialgleichung 

6,  dx^Oi  rfy  =  0,* 

so  behaupten  wir,  dass  die  Bestimmungen 

20)  =  - f^äx-\-C\  oder  it^i^-J*^  äy 

r  r 

die  Gleichung  17)  integriren,  wenn  man  in  —  y  oder  in  r-  d:  mit  Hilfe 

der  Integralgleichung  fi{x^y)^c^  eliminirt  denkt  und  wenn  und 
die  Integrationseonstanten  beseiehnen,  die  auch  als  Functionen  Ton 
gedacht  werden  kennen.   Naeh  geschehener  Integiation  ist  die  Integn^ 
tionsGonstaate  C|  wieder  durch  fiix^y)  lu  ersetnen. 

Um  unsere  Behauptung  su  rechtfertigen,  weisen  wfir  lunlchet  nadi, 
dass  man  fllr  oder  jede  beliebige  reelle,  Ton  0  und  oo  ▼erschie> 
dene,  stetig  Terlaufeude  Function  setaen  kann,  die  unabhSngig  von  ß 
ist  Da  nimlich  oder  nur  Function  Ton  c^^==f^{x^y)  sein  soll,  so* 
kitnnen  wir  setaen 

^  ^1  (q)  =   ifi  (-1-, !/)) ,     =   {ci)  =  % c/i  (^1  y))- 

Hieraus  folgt,  da  das  ^tale  Differential  von  %  and  %  offenbar  Null  seia 
muss, 

Aus  jeder  dieser  beiden  Gleichungen  ergiebt  sich 


*  Vergl.  die  Bemerkung,  welche  am  Sdilnsse  der  Betrachtung  über  cylind- 
rische  und  RotatioDB- Niveauflächen  in  Besag  anf  die  Integration  derartiger  Bif* 
ferenUalgleichangen  genuMht  wurde. 
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Da  DIU  ^  aueh  der  Differeiitialgleiehiiiig 

genOgen  sollte,  so  mun  notliwendig,  wenn  j»  irgend  einen  noch  nn- 
bestinunten  Factor  beseichnet,  uan 

Bildet  man  nun  mit  Hilfe  von  Pg.  Cap.  IV,  §1,7  ^  ,  so  folgt 
folgUflli  ist  aneb 

El  ist  somit  /i('»|r)  nnabhängig  Ton  /},  also  anob  ^|  und  nnd  damit 
iit  bewiesen,  dass  oder  für  die  Punkte  der  gegebenen  NlTeanflSelie 
aar  eine  Fnnetion  von  y  allein  beaeicbnen  könne;  wir  setien  deswegen 

Sollen  nun  die  Bestimman^n  20)  der  Differeniialgleichang  17),  die  wir 
auch  in  der  Form 

schreiben  können,  genügen,  so  haben  wir  also  dies  nur  noch  nachzuwei- 
sen für  die  ersten  Theile  der  Hestimraungen  von  Iw^^,  Wegen  der  Art, 
wie      in  dieben  Thcilen  vorkommt,  ist  aber 

dx  dc^J         \dx}  dc^J  uix\* 

äy  Be^Ja^  ^  Ldyl       t^i    dc^J  ^UfJ' 

Hienms  eigielvt  sieh  aber 

Da  wir  nnn  schon  gesehen  haben,  dass  ^^"^^i  J^**^»  ^  ^^^^ 

dass  beide  Bestimmungen  20)  für  Iro^^  ergeben 

dlw.      ,  dlw.  , 

Zugleich  ist  auch  hieraus  ersichtlich,  dass  die  beiden  Hestirainungen  20) 
für  Iw^  sich  nur  um  eine  Function  von  y  allein  unterscheiden}  daM  wir 
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also  aueh  beide  Bestiinmiingen  susammeafaMen 'können  in  der  ein«! 
Form 

23)  /»i=v,(«,y)+/r,, 

wenn  <jP|  y)  (liejcnigo  Function  vortritt,  die  aus  den  Bestimnmijfxt'n  20) 
durch  Ausführung  der  Quadratur  und  Ersetzung  vou  q  durch erhcheiuL 

AoB  23)  erhalten  wir  weiter 

24)  i»,  =  r,. 

Wir  wenden  nns  jetst  snr  Integration  der  Uifferentialgleiehnng  18), 
indem  wir  fttr  dieselbe,  da  Tj  von  |8  nnabh&ngig  ist,  schreiben  können 

Diese  L)i£ferentialgleichun^  kann  aber  ganz  m),  wie  die  17)  integrirt  wer- 
den, indem  allein  fttr  iw^  jetst         fttr  r  jetiit 


sn  aetsen  ist. 

Bs  mnss  daher  aneb  das  Integrationsergebniss  ein  gans  analoges  seil. 
Wir  schreiben  für  dasselbe  sofort 

26)  r,«'2  =  98(.*',y)+T 

wo  nun  ebenfalls  (p^i-^y!/)  eine  vollständig  bekannte  Function  ij>t,  die 
sich  durch  eine  blose  (Quadratur  erj^icbt,  während  /'  eine  Function  voo 
y  allein  (für  die  Punkte  der  gegebenen  Niveaufläche)  bezeichuet. 

Weiter  erhalten  wir  ans  24)  und  26) 

»  B  «y,  AT,  s  (af,  y)  ^  r') 

und,  da  w  =  |^  war,  schliesslich 

27)  |^  =  ^'<''^*[v,(-*^,4')  +  iJ. 

In  gans  Xbnlieber  Weise,  wie  sieh  eben  ana  den  Gleichungen  10), 
§  1        ergeben  hat,  finden  wir  jetst  auch  ans  der  sweiten  jener  Gleidi- 

nngen  t —  in  der  Form 

28)  |7*  =  «^*<'**^t^«(«»y)  +  B], 

für  die  Punkte  der  gegebeneu  NivcauHäche,  indem  B  eine  reelle  ein- 
deutige und  stetige,  von  Null  und  Unendlich  verschiedene  Function  von 
ß  allein  bezeichnet.  Man  findet  dieses  Resultat  ebenfalls  durch  lutegit- 
tion  der  Differentialgleichung 

und  ttbrigena  doreh  blose  Quadraturen. 
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Zn  den  in  27)  und  28)  enthaltenen  Besnltnten  fügen  wir  noch  be- 
ton den  folgende  Bemerkungen  hiniii: 

1.  Die  Functionen  B  nnd  F  können  ans  keiner  von  dem  Torlieg«nden 
Problem  dtreet  ableitbaren  Bedingung  weiter  bestimmt  werden;  es 
liegt  hierin,  wie  sieh  weiter  genauer  aeigen  wird,  die  factische  Be- 
stätigung der  Bemerkung  I  die  unmittelbar  Tor  §  1  gemaeht  wurde. 

2.  Die  Herleitung  der  Resultate  in  27)  und  28)  setat  die  Kenntniss 
der  Integration  sweier  gewöhnlicher  linearer  Differentialgleiclmngen 
erster  Ordnung  Toraus,  die  freüieh  noch  nleht  auf  Quadraturen 
zurückgeführt  ist. 

3.  Die  in  27)  und  28)  enthaltenen  Resultate  erfüllen,  weil  sie  auH 
den  Gleichungen  10),  §  1  hergeleitet  wurden,  die  Bedingung 

dlk  dlk 

Nachdem        und  —  f&r  die  Punkte  der  gegebenen  Niveanlllche 

övp  oriy  "  " 

gfifanden  sind,  so  kann  man  nun  auch  ü  und  F  fttr  dieselben  Punkte 
dnrch  Mose  Quadraturen  finden. 

Die  Gleichungen  Pg.  Cap.  i,  §  2,  U  und  K)  ergeben  nämlich  fttr 
ü  und  y  die  Bedingungen 

So-wobl  die  ersten  beiden ,  wie  aueh  die  letaten  bdden  dieser  Oleieh- 

uugeu  können  aber  ganz  ähnlich  integrirt  werden,  wie  die  Gleichungen 
12),  wenn  noch  die  entsprechenden  Integrabilitätsbedingungen,  nämlich 
d  dlk\      dg      /  dlk\ 

dr    a  /„      dik\        (  dik\ 

erftllt  sind.   Diese  Gleichungen  lassen  sich  aber  aueh  sehreiben  in  der 

d  (dlk\      dlk     dH  ^  .  (^9.^^'\ 

d  lclk\       dlk     dG  fd(f   .  dr\ 

Beachtet  man  aber,  dass 

io  riud  diese  Integrabilitätsbedingungen  gerade  die  Oleiebungen  10),  §  1, 
auB  denen  die  Werthe  Yon  ^  und        hergeleitet  wurden ,  also  erfüllt. 
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Wie  aus  den  Gleichungen  12)  M  in  14)  durch  blose  Quadraturen 
gcfundeu  wurde,  so  finden  wir  also  auch  jetzt  aus  den  Gleichungen  30) 

31)  Cf=^,«^S    F=  V*'' 

fttr  die  Punkte  der  gegebenen  NiTeanflSehe,  wenn  und  Integi»> 
tioneeonaUnten  beseichnen ,  die  im  Allgemeinen  aneh  Functionen  ▼en  e 
sein  kennen. 

Nachdem  somit  M ^  U  und  T'  für  die  Punkte  der  gegebenen  Niveau- 
fläche  ermittelt  sind,  so  ergiebt  sich  noch  aus  Pg.  Cap.  I,  §  2,  2  dnreb 
Subetitutiou  der  gefundenen  Wertbe  von        U  und  V 

A tsi k  J^e^'*  A^e^; 

hiemne  aber  ■ehliesslicb 

32)  *r=-A.«ir-(«r,+rj 

ebenfalli  flir  die  Punkte  der  gegebenen  NiTeuuflXehe. 

BiS  hingt  also  die  Lösung  des  ganaen  vorliegenden  Problems,  sb> 
gesehen  von  dem  in  der  «weiten  Bemerkung  Gesagten ,  allein  noch  ab 
von  der  Beschaffung  der  Function  G, 

• 

§3. 
Beispiel. 

Lamä  hat  in  seinen  Lefons  tur  kt  eoord,  curv.  geneigt«  dass  6ie 
drei  Hitteipnnktsflitehen  sweiten  Grades  so  beschaffen. sind,  das«  man  dai 
sich  orthogonal  sehneidende  homofocale  System  derselben  so  umfonnm 
kann,  dass,  wenn  sie  lusammengefasst  werden  in  den  Formen  «s^M., 
ß  es  Conti, ,  Y  =  Const ,  man  ^^(ß)  ^  J^{y)  =:0  setsen  kann.  Wir  weidss 
aus  dieser  letzteren  Bedingung  allein  die  zugehörige  Function  G  ermit- 
teln and  damit  zur  Lösung  des  Problems  gelangen,  soweit  es  in  deo 
vorangehenden  Zeilen  genauer  besprochen  worden  ist. 

Wir  stellen  jede  der  drei  in  Bede  stehenden  Flächen  allgemein  dsr 
durch 

Wir  schreiben  als  Gleichung  der  gegebenen  Niveanfliche 

A«,  ft «) «  5   + ^»  -  i= 0. 

Wir  erhalten  hieraus  fUr  die  Werthe  A,  B  und  C  in  Pg.  Cap.  II,  §1« 
wenn  wir  noch  dem  dortigen  /  das  entgegengesetste  Voneichen  gebcs  < 
und  anstatt  sr  f  geschrieben  denken , 

Da  nun  überhaupt  sein  muss 
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80  finden  wir  hieraus  durch  Substitution  der  gehörigen  Werthe 

2)        o:*  ((^  +  /)  (r  -H  /)  +      « (c  +  /)  (fl  +  /)  +    2« («  -h /) (6  +  /)  =  ü. 
Die  Wurzeln  dieser  in  /  quadratischen  Gleichung  liegen  so,  dass,  wenn 
wir  aie  mit  /|  und  ^  bezeichnen ,  ihre  abeolnten  Werthe  der  Bedingung 

Wir  führen  nun  /j  und  als  neue  Coordinaten  für  die  Punkte  xyz  der 
gegebenen  Niyeaufläche  ein  und  haben  zu  diesem  Zwecke 

3) 

(6 + c)  4-     (c + fl)  +  <*»  2»  (« + fr)  =■  -  «  *c . 
Hieranz  ergiebt  zieh,  wenn  znr  Abkürzung  noch 

_    fl— 6  ,  b—e  ,  c— « 
4)  /,=._+_+_, 


i>       ij,  • 

Hiermit  erhalten  wir  nan  leicht  für  die  Cosinus  der  Neigungswinkel  der 
Normalen  der  gegebenen  Niveauflllche  im  Punkte  xfft  gegen  die  Coordi- 
DUteDaien  /TTZ  

Setzen  wir  in  1)  Air  /  entweder  /|  oder  ^  und  gehen  dadurch  ent- 
weder die  Werthe  Ton  i^j,  B^,      oder  Ton  J,,       C,  hemr,  fo  ist 

weiter  ^*  +  6'^=A'* 

a»««(6+y«(c+y»+  6V%+ü«(a+y»+V*«(a+i;)«(6+y«. 

Fahren  wir  aueh  hier  mit  Hilfe  der  Oleiehungea  5)  anitatt  o?,  y,  z  die 

Variablen     und     ein,  so  enteteht 

V  =  a6c.'^(«+y(6+g(c+/,), 
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iv,^  = « //  c- .      (« + /,)  + g  (c + /,). 

Für  die  Ootimis  der  Neigangawinkel  der  Normalen  der  beiden  Or« 
tliogonaMl'elien  im  Pnnkte  xy  z  der  gegebenen  Nivennlllebe  erheltco 

„  (a+gK,+<,)(c+/.) 

'        f    «Ar/)  /j-/,  * 

»  .    .      /e-a  (H./,)(,-+<,)ta  +  <;) 

"'--f  SÄT* — ' 


y  abcD 


Wir  wollen  nuu  weiter  die  iJerivirten  von  /,  und      nach  r*«^  uiii 
dHy  berstelleD.    Uiersu  beaUUea  wir  die  Gleichungen  3),  indem  wir 

snnlebet  die  Derivirten  von  ~  und  -p  nach  ^,  y  und  z  daraus  ableiten. 

Wir  finden  auf  diese  WeUo 


Nun  ist 


dL             L  9^     a/i    a/j,  _ 
diy  '»^o;    »ay  '^^a:'  a//^  • 

SeUt  man  die  entspreebenden  Wertbe  ans  den  Oleicbnngen  9)  «& 
nnd  benfitat  fttr  die  ZSbler  von  «it  6|,  ...  noeb  die  obigen  ansl)  abfi- 
leitenden  Wertbe,  die  also  nocb  op,  y  nnd  z  entbalten ,  nnd  eluninirt  als* 
dann  diese  Variabein  mit  Hilfe  der  Gleichung  5),  so  findet  man 


10) 
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Wir  vollen  nim  noeh  die  Krttmmungeii  f|,      r  und  9  doicli  und 
daittelleo. 
Die  Gleichungen  3)  geben  aofoii 

in  ^-/iSi  Vh^t 

^a^c  yabc 

Ferner  ist 

Wir  finden  also  weiter 

Nach  diesen  Vorbereitnngen  gehen  wir  nun  dazu  tiher,  die  eigent- 
lich gesnchtcu  Wcrthe  von  //,  Hl,  V  und  /r  zu  bcHtimmen,  indem 
wir  den  in  §  2  augegcbencu  Weg  eingchlageii ,  nur  mit  der  Modification, 

wir  ji'tzt      und      al»  Yariablu  benützeu  anstatt  der  in  §  2  beuütz- 

teu  d-  und  y. 

AU  diejenige  Bedingung,  aus  der  wir  (/  zu  ermitteln  haben,  uelitnen 
wir  an,  dass  /igC^)  =  0  sein  soll.  l>auu  ergiebt  sich  aus  der  ersten  der 
ReUtioueo  L)  p.. 

DiffercDtiireu  wir  diese  Gleichung  nach  dtig,,  indem  wir  beachten,  dass 

dlk 

Ik  Ton  tt  nnabhKngig  ist,  dass  also  anch  ^  =0,  ao  erhalten  wir  mit 
Hilfe  Ton  3)  nnd  7),  §  1 

ffienms  folgt  aber 

Die  Fonetion  B  bestimmen  wir  ans  9),  §  1,  indem  wir  im  jetaigen  Falle 
btben 

££5  an/f  ^  _j_ _i^\ aj,  di^ 
awy  e  2yafi^  aiiy* 

a/tf  awy  ^    1  /  1      1  \  a/t  a^ 
afy  0  */,+i^\/i+i^'*"2vaii^a«y' 
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Die  neble  Seite  der  Gleiehang  9),  §  1  wird  also  im  ▼erliegeadeo  Falle 

1»  _i_  dl. 

Weiter  finden  wir 

Die  Oleiehnng  9),  §  1  wird  also  jetst 

hierauB  erhalten  wir 

13)  und  14)  folgt  nun 

dlM_  1^  a/,     dlM_  dl^ 

oder,  da  wir  auch  /A/  als  Fanction  von     nnd     zu  betrachten  habeoi 

?ij-iLf^       1- Ii   a/if  a/^    bim  a/,  ^  i  a/, 
ai,  dii^'^     aii^""2ij  a»^*  a/,  an^"*"  ai^  aiiy""2^aiiy' 

Hiermiu  wird  aber  mit  Hilfe  der  Gleichungen  10) 

dlM    J_    a/ilf_  1 

Hieraus  ergiebt  sich  schliesslich 


16)  lf-^)/^  =  -. 

wenn  1^  die  Integimtionfleottstente  beseidhnet. 

Die  Oleiebnngen  10),  §  1  werden  im  yorliegenden  Falle,'  da 

ar^       1    a/t  ai,    a^^  ^    i    a/,  a/; 
aiiy"  an^  awy'  a«^"  a«^  a»,* 

1  a/,  a/g 


16) 


_a_/m\_  a/^_    1     a/,  a/, 

dnßXdny/       driy        — 't)' ^"y  ' 

_a_/m\    a/A-_    1     a/,  a/. 


Von  diesen  Gleichungen  16)  haben  wir  blos  die  erste  in  benlltien,  da 
wir  bereits  wissen,  dass 

dlk  - 
^=s— 2r. 

a»« 
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dik 

Da  wir  mm  aber  auch        als  Function  von     und  1^  an  betrachten 

kabea,  so  können  wir  mit  Hilfe  der  Oleiehnngen  10)  vnd  der  Relation 
C)  die  linke  Seite  der  enten  der  Gleichungen  16)  weiter  amfonnen. 
Es  ist 

Die  erste  der  Gleichungen  16)  giebt  daher 
Wir  erhalten  hieraus  durch  Integration 

wenn  eine  Function  von  ^  bezeichnet,  die  wir  willkürlich  annehmen 
können. 

Wir  .  wollen  Z^es— eetaen,  eo  daat  entiteht  • 

MuUipliciren  wir  diese  Gleichung  mit       nnd  beachten,  dan  ^— 

^  Ofly  ÖL  dtiy 

dik 

nnd  die  Gleichungeln  12),  ao  entsteht  auch 

18)  aT,=-*»- 

Veigleichen  wir  dieses  Besnltat  mit  den  Relationen  L),  so  crgiebt  tleb 
aoeh,  daas  anch  J^{y)^0, 

Ana  den  Oldchuugen  30),  §  2  folgt  weiter  flir  den  jetaigen  Fall 

diu    ^  .  diu 

'  a/r  dir 

Da  ancli  /  f/  nnd  /  V  nur  Functionen  von  and  sein  ktfnnen,  so  folgt 
ans  diesen  Gleichungen  19)  sofort  weiter 

Hisians  finden  wir 


Digitized  by  Google 


186 


Zur  Theorie  ete.   Von  Dr.  Tb.  KSttbutssoh. 


^^^S^  •  ^^M>^  •*  ^^^^ 


-       r  —  /  


wenn  /^^  und       die  Integrationaeonstanten  besMcbnen. 
Endlieh  ergiebt  aieh  noch  vom  M=kn,V 


22) 


1,1,  ' 


Hiermit  sind  die  Werthe  gewonnen,  die  nun,  wie  in  Pg.  g^'zeigt 
wurde ,  der  Löinng  des  ganzen  vorliegenden  Problems  an  Gmnde  geli'gt 
werden  müssen. 
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UL  Bine  neue  MeisiuignMtlMHie  d«r  Oontttatsn  «ptisofa  t&n:  «ad 

nrauodgor  Xrjitell«. 

Ein  vorzUgliclios  Mittel,  leicht  und  sicher  die  optischen  Conetanten 
flüssiger,  weicher  und  fester  Körper  zu  messen,  hietot  das  heknnnte  Ke- 
fractoraeter  von  Prof.  Abhe  in  Jena  dar.  Das  Princip  des  Instruments 
bmht  auf  der  Benutzung  der  totalen  Reflexion  des  Dichtes  an  der  zu 
nntersnchenclen ,  zwischen  den  Spaltungsflächen  eines  Flintglasprismas 
fingoschlosseDen  dünnen  Flüssigkeitsschicht.  An  der  Grenze  der  totalen 
Keäexion,  welche  sich  als  sogenannte  Anslöschungs grenze  markirt, 
gehen  die  Lichtstrahlen  stets  parallel  den  BegrenzungsflMchen  durch  die 
FlüsBigkeitsschicht  und  es  wird  Bomit  stets  die  Geschwindigkeit  der  Licht- 
wellen oder  Lichtfitrahlen  in  dieser  Bichtuog  gemessen. 

Ich  benutzte  zuerst  das  Instmineiit  snr  MessnDg  der  Brechungsindices 
täsmitUcher  brechender  Angenmedien  und  zwar  nicht  blos  der  fltissigeni 
londem  auch  der  festweichen  Linsenschiditen  und  Häute.  Die  Mes- 
ningen  ergaben  für  das  normale  menschliche  Auge  folgende  Resultate: 
Brechangsindex  des  destillirten  Waasers  von  12,5°  C.  1,3326, 


der  Ilornhant   1,3750, 

des  Kammerwassers   1,3351, 

der  vorderen  Linsenkapsel  •  .  •  .  1,3750, 

der  Corticalschicht   1,3867, 

der  mittleren  Schicht   1,4075, 

der  Kemsabstans   1,4154, 

der  hinteren  Linsenkapsel  ....  1,3600, 

des  Olasktfrpers   1,3348. 


Hismach  IXsst  sich  die  Curve  der  Breehnngsindices  innerhalb  der  ge- 
lehiebteten  KrystallHnse  nahesn  dnreh  die  parabolische  Oleiehnng 


«  =  1,4150-0,0400 


aosdrilcken,  wo  b  die  halbe  Ate  der  Linse  in  der  Aeeomodation  fltr  die 
Nihe,  y  den  Abstand  irgend  einer  Schieht  vom  Kerneentmm  beaeiehnet.* 


*  Man  veigl  Matthiessen,  Qnmdriss  der  Dioptrik  gesehiöhtelsr  Linsen- 
•Titane,  H  81- ST.  Leipsig  1877. 
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Später  versuchte  ich,  das  genannte  Kefractometer  zur  Messang  opti- 
scher Constanten  sehr  düuner  fester  Körper  anzuwenden.  Dies  gelang 
wegen  der  dazwischentretenden  Luftschichten  nur  dadurch,  dass  eine 
Flüssigkeit  von  beliebigem  grösserem  Brechungsvormögen  eingeschaltet 
wurde.  Nimmt  mau  nämlich  eine  Flüssigkeit  von  geringerem  Brecliungs^- 
verraögen  als  dem  der  zu  untersuchenden  Substanz,  so  erhält  man  nur 
den  Brechungsindex  der  Flüssigkeit.  In  dem  ersten  Falle  hat  das  abeo- 
lote  Brechun^Termögen  anf  die  Messung  keinen  Einflnss.  Um  mich  hier- 
von sn  vergewissern ,  wurden  unter  meiner  Leitung  von  Herrn  Sind. 
Frank  zunächt  die  Indices  von  geeigneten  Flüssigkeiten  von  verecbie- 
denem  BrechnngsvertnSgen  gemessen.  Es  ergaben  sich  folgende  Re- 
sultate: 

Destillirtes  Wasser.  1,3326, 
Salmiakgeist  ♦  .  .  1,3357, 
Negativlack  ....  1,4003, 
Petroleum    ....  1,4392, 

Glycerin   1,4452, 

Styrol  ,  1,5407, 

Nitrobensol  ....  1,5532, 

Cassiaäl   1,5925, 

Schwefelkohlenstoff.  1,6265» 
Bromphosphor  PBr^  1,6950. 

Das  Breehungsveim5gen  des  PBr^  konnte  nicht  mit  Sicherheit  be- 
stimmt werden,  da  sieh  dasselbe  an  der  Luft  rasch  unter  Bildung  von 
BrB  aersetste  und  sich  schon  etwa  nach  20  Secunden  ein  Zersetznngs- 
product  von  dem  Brechungsindex  1,4770  bildete.  Die  Indices  der  übri- 
gen Substanzen  sind  bis  auf  einige  Einheiten  der  vierten  Decimale  genaa. 

Es  wurde  nun  zur  Prüfung  oiner  bestimmten  Sorte  gläserner  Deck- 
plättchen  für  mikroskopische  Präparate  mit  Styrol,  Nitrobenzol,  Cassiaol 
und  Schwefelkohlenstoff  in  das  Kefractometcr  gebracht.  Als  Greuzwerthe 
einer  Eeibe  von  Messungen  ergaben  sich  folgende  Resultate: 

1,5216  —  1,5221  durch  Stjrol, 
1,5218  — 1,5219     „  Nitroheniol, 
1,5210—1,5215    „  Cassiaöl, 
1,5203—1,5214    „  Schwefelkohlenstoff, 
1,4439    „  Glyeerin. 

Durch  diese  Beobachtungen  ist  also  die  Annahme  vollkommen  be- 
stätigt, die  kleinen  Abweichungen  liegen  innerhalb  der  Fehlergrenze  der 
Messungen.  Der  Versuch,  diese  Methode  auch  auf  doppelthrechentle 
Substanzen  anzuwenden,  gelang  vollkommen.  Die  Metl)ode  bietet  über- 
dies den  Vortheil  I  dass  man  mit  Uilfe  eines  Nicol  oder  eines  Turmalio- 
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byttollfl  sofort  den  eztreordiniren  Lichtstrahl  von  dem  ordinären  so 
uterseheiden  im  Stande  ist.  Stellt  man  nSmlieh  die  Aze  des  ^rmalini 
senkrecht  snr  AnslOscbnugsgrense  oder,  was  dasselbe  ist,  parallel  snr 
Brechnngsebene  der  Strahlen,  so  erhlflt  man  stets  den  ordinären,  in  der 
danraf  senkrechten  Stellnog  stets  den  extraordinären  Strahl.  Da  man  Gyps 
and  Glimmer  in  beliebig  dünnen  Platten  sich  verschaffen  kann,  so  wnrden 
snnäcbst  an  diesen  die  WellenfiXchcn  optisch  zweiaziger  Medien  gemessen. 

1.  Gyps  (klinorhombiscb).  iJerselbe  ist  parallel  der  Ebene  der 
optischen  Axe,  also  in  der  Ebene  der  grössten  nnd  kleinsten  ElasticitXt 
▼ollkommen  spaltbar,  ziemlich  deutlich  und  zwar  faserig  parallel  den 
Abstumpfungstlächen  der  vorderen  und  hinteren  stumpfen  Säulenkanten, 
sowie  den  hinteren  schielen  Endflächen  ,  so  dasti  man  rhomboidischc  Ta- 
feln erhält,  deren  schmale  Seiten  oder  Flächen  der  dritten  muscheligen 
Stnictur  einen  Winkel  von  65"  36'  mit  den  Flächen  der  zweiten  fase- 
rigen Structur  bilden.  Ausserdem  bilden  die  vorderen  und  hinteren 
Kodzuschärfungskanten  einen  Winkel  von  IIS"  26. 

Es  wurde  nun  die  Fläche  der  zweiten  Structur,  also  die  llauptaxe 
des  Krystallß  in  die  Ketractionsebene  der  Prismen  des  Kefractometers 
gelegt,  diese  Lage  mit  0*^  bezeiclinet  und  wurden  dann  bei  successiver 
Drt  iiang  der  Platte  folgende  Indices  des  extraordinären  Strahles  mit  Hilfe 
von  Cassiaöl  gemessen: 

riß-  l:i»0s=r: 
0»        1,5201  0,6578, 
24^24'     1,5224  0,6569, 
-    57012'     1,5283  0,6543, 
90»^         1,5283  0,6543, 
114  "  24'     1,5258  0,6554, 
147'M2'     1,5207  0,6576, 
180®         1,5200  0,6579, 
204^24'     1,5227  0.6567, 
237012'     1,5278  0,6545, 
270«         1,5287  0,6542, 
294^24'     1,5254  0,6555, 
327M2'    1,5204  0,6577, 
360«       '1,5202  0,6578. 
Der  Brecbungsindex  des  ordinären  Strahles  war  constant  und  zwar 
ha  Darcbschnitt  von  J6  Messungen  gleich  1,52184.    Durch  die  recipro- 
kpn  Werthe  r  der  Indices       sind  nun  die  Radii  vectores  der  Wellen- 
fläche  bestimmt.    Die  beiden  Maxima  und  Minima  liegen  ungefälir  14« 
(Neumnnn)  von  den  rechtwinkligen  Axen  entfernt  und  bestimmen  die 
Hiuptaze  der  elliptischen  Welle.    Bezeichnet  man  den  kleinsten  Brech- 
üQgi^indez  mit  a,  den  mittleren  mit  /3,  den  grössten  mit  y%  so  ist  für 
Strahlen  mittlerer  Brechbarkeit ,  genaner  ftir  />: 
läiMfatfi  t  MiMi— iMk  «.  ngtSk^  zzm,  a.  14 
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««1,5195,   ^»1,5218,  1,5283. 

Die  grösflte  Axe  der  elliptischen  Welle  weicht  am  oberen  Ende  des 
Krystallblättchens  etwa  um  II''  nacli  vorn  von  der  krystallograpbißchcn 
Uauptaxe  ab;  sie  ist  die  Axe  der  kleinsten  Elasticität.  Die  Axe  der 
grössten  Elasticität  steht  senkrecht  zur  vollkommensten  Spaltungsebene, 
sie  ist  zugleich  die  Axe  der  Symmetrie. 

Ans  den  drei  Ilauptbreeiiungsexponenten  a,  ß,  y  berechnet  sich  nun 
der  Winkel,  welclien  die  optischen  Axcn  mit  der  Axe  der  kleiniteo 
Elasticität  einschliessen ,  nach  der  Formel 

,     h*  - 
a*  —  c^ 

wo  0=1:«,  6ssl:/},  es=sl:y  sn  setsen  ist.   Demnach  ist 

1 


woraus  aiaa  erhält  s»  30^47*30".  Die  kleinste  Axe  der  BhwtieitSt  ist 
also  hier  die  erste  Mittellinie,  der  Gyps  optisch  -  positiv  nnd  der  Winkel 
der  optischen  Axen  gleich  61^  36''.  Die  eine  der  beiden  optischen  Azsa 
steht  nahesn  senkrecht  sur  sweiten  Stmcturfliohe  mit  einer  Neigung  vos 
82^23',  die  iweite  optische  Axe  nahesn  senkrecht  snr  dritten  Stmcter- 
fliehe  mit  einer  Neigung  ron  eben&lts  82<^23'.  Der  IHnkel  der  opti- 
schen Axen  bildet  demnach  mit  dem  Winkel  der  yorderen  nnd  hinteren 
EndzQSchärfangskante  genau  einen  Winkel  von  180*^  und  die  kleinits 
Elasticittttsaxe  halbirt  jenen  Winkel  nahezu. 

•  Der  Winkel  der  secundären  optischen  Axen  oder  der  optischen  Axen 
der  Strahlen  mit  der  Axe  der  kleinsten  Elasticität  ist  gemäss  der  Gleichung 

^    »«    c»    '  KbJ 

oder 

Daraus  findet  man  30"  41' 10"  nnd  den  Winkel  2i;,  den  die  beiden 
secundären  Axen  mit  einander  bilden,  gleich  61  "22' 20".  Aus  dem  Um- 
stände, dass  der  mittlere  Brechungscoefficient  ß  constnnt  ist,  folgt  noch, 
dass  die  Ebene  der  optischen  Axen  mit  der  Symmetrieebene  coincidlrt. 
Nach  Angström  ist  a  =  1,52056,  1,52267,  y  =  1,52975,  woraus  folgt 
2  r  =  57«  30' 60".    (Pogg.  Ann.  Bd.  86,  S.  206  —  234.) 
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2.  Olimmer  (rhombiaeb).  Seine  SpftUnngsebene  i«t  sur  Ebene  der 
optischen  Axen  senkrecht,  parallel  dem  dureb  die  Aze  der.  mittelsten 

und  kleinsten  Elasticitüt  gelegten  llauptschnitte  der  ElasticitStsflSebe. 

Es  Nvurdo  zunächst  an  einem  CJliuiinerblättchen  im  Polarisations" 
mikroskop  die  Lage  der  Ebene  der  optischen  Axen  bestimmt  und  das- 
selbe so  in  das  Rerractometor  gebracht,  dass  die  Ebene  der  optischen 
Axe  mit  der  Kct'iactionsebene  coincidirte ,  und  bei  fortgesetzter  Drehung 
des  Blättchens  der  Index  bestimmt.  Für  den  ordinären  Strahl  crgal)  sich 
im  Durchschnitt  aus  22  Messungen  der  constante  Werth  1,5692, 
ferner  für  den  extraordinären  Strahl  bei  einer  Neignug  der  optischen 
Azenebene 


l:ne  =  r: 

von  0" 

1,6049 

0,6231, 

45  0 

l,6U7ü 

0,6223, 

1.6117 

0,62045  i 

1,5692 

0,63725. 

Durch  diese  Gonstanten  ist  die  Wellenfilehe  in  dem  OUmmerblättehen  ^ 
ToUkoonnen  bestimmt   Fttr  den  Strahl  />  ist  ' 

«=1,5692,   /?.=  1,6049,  )f»l,6117. 

Daraus  berechnet  sich  r  =  8l^6'10';  der  Kry stall  ist  also  optisch  nega- 
tiv, die  Axe  der  grössten  Elasticit/it  die  erste  Mittellinie  und  der  spitze 
Winkel  der  optischen  Axen  gleich  17*^47'40",  der  Winkel  der  secun- 
däxeu  optischen  Axen  gleich  1S^37'20", 

Bostock,  10.  Jnli  1877.  Prof.  Lodw.  liATTBiMBBii. 


ym.  Bemerkan^n  über  das  vollstftndige  Viereck. 

(Hierzu  Tat".  IV,  Fig.  12  und  13.) 

Es  hat  dem  Unterseichneten  immer  seheinen  wollen,  als  ob  der 
Gauss* sehe  Sats,  dass  die  Mittelpunkte  der  Diagonalen  eines  ToHstKn- 
digen  Vierecks  in  einer  Geraden  liegen,  eine  sehr  isolirte  Stellang  habe 
und  Tielleicbt  nur  ein  Brnchstttek  ans  einem  Compleze  snsammengeböri- 
ger  Sitae  bilde.  In  der  That  bestätigt  sich  diese  Vermnthnng,  wenn 
man  den  Gauss* sehen  Satz  nicht  als  eine  Eigenschaft  des  Viereclui 
ansieht,  sondern  als  Eigenschaft  eines  Dreiecks  ^tf/^C,  dessen  Ecken  mit 
einem  beliebigen  Punkte  R  rerbunden  sind,  der  ebensowohl  ausserhalb, 
als  innerhalb  des  Dreiecks  liegen  kann  (Tafel  IV,  Fig.  12  und  13).  Sind 
nümlich  f/,  die  Punkte,  in  welchen  die  VerbindungBÜnien  vi  Ä, 

BB^CR  den  Gegenseiten  ßC\  6'/4,  begegnen,  ßo  liegen  nach  Gauss 
in  einer  Geraden 

die  Mittelpunkte  von  HC,  AR^  VW^ 
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«od  hier  lehrt  eine  blosse  cyklisehe  Baehstabenverteiwehiing,  dass  dieser 
Sats  das  DritUheil  eines  nrnfassenderen  Satses  «nsmaeht,  womach  ferner 

4ie  Mittelpiinkte  von  CA^  BR,  WO 
und  ,1  „    AB^  CR,  UV 

in  geraden  Linien  liegcu  mUssen.  Diese  drei  Geraden  yerbindcn  die 
Mitten  der  Gegenseiten  nnd  der  Diagonalen  des  einfachen  Vierecks  CA  HR 
und  schneiden  Hich  daher  in  einem  Pnnkto  0. 

Dieser  Satz  lasst  sich  wieder  durch  porsj)Octivi8che  Projecticin  ver- 
allgemeinern. Beachtet  man  nämlich ,  dass  Anfang,  Mitte  nnd  P^nde  einer 
Strecke  nebst  dem  unendlich  entfointrn  Punkte  dersclhon  Geraden  ein 
System  liaiiiionischer  Punkte  bilden  und  das^s  die  Pr()joctii»n  einer  har- 
monisch gethoilton  (Geraden  ^vicderuIn  harmonisch  gethcilt  ist,  so  erhält 
man  folgenden  Satz,  worin  der  L)urchi>chnitt^  zweier  (ieraden  PQ  und  ä 
mit  {PQ)n  bezeichnet  iht:  Die  in  der  vorigen  Figur  enthaltenen  Geraden 
BC,  CA,  AP,  A/{,  BH,  CR,  rii\  UV,  U  f  seien  bis  zu  ihren  Durch- 
schnitten mit  einer  beliebig  gewühlten  (ieraden  .v  verlängert,  dann  liegen 
^jedesmal  in  einer  Geraden  die  vierten  harmonischen  Punkte 

au  B,  C,  {BCU  {^'^')s\ 

„        B,{AB).-     C,  Ii,  {CR),;     V,  V,{ÜV).; 

diese  drei  Geraden  schneiden  sich  in  einem  Punkte. 

Die  Figur  enthält  jetzt  ausser  den  festen  Punkten  C  einen 

beliebigen  Punkt  B  und  eine  willkttrliebe  Gerade  #;  es  liegt  daher  nahe, 
den  letsteren  Gebilden  irgendwelche  Bewegungen  an  ertheilen,  a.  B.  bei 
festgehaltenem  s  den  Punkt  R  auf  einem  Kegelschnitte  hemmsnflikreii, 
oder  bei  festbleibendem  B  die  Gerade  «  einen  Kegelsebnitt  nmbfillen  in 
lassen.  Wie  sieb  dann  die  drei  vorhin  beseicbneten  Geraden  nnd  ibr 
DuTcbscbnitt  bewegen  werden,  yerdiente  wobl  eine  nibere  Untersncbnng. 

Zn  dem  obigen  Satae  libist  sieh  nun  leicht  der  reeiproke  Sats  auf- 
stellen,  wobei  der  Dnrcbscbnitt  aweier  Geraden  p  nnd  q  mit  {pq)  nnd 
die  Gerade  swiseben  dem  Punkte  (pq)  nnd  einem  andern  Punkte  S  mit 
)pq)g  bexeicbnet  werden  möge.  Der  betreffende  Sata  lautet:  Die  Seiten 
a,  bj-e  eines  Dreiecks  werden,  nStbigenfalls  rerltogert.,  von  einer  be* 
liebigen  Tranerersale  r  in  den  Punkten  (ar),  (frr),  {er)  gesebnitten  und 
diese  Punkte  mit  den  gegenüberliegenden  Dreieeksspttsen  (Ae),  (cn),  (sft) 
durch  Oerade  verbunden,  welche  u,  o,  »  beissen  mögen;  wird  nun  noeb 
ein  willkfirlicber  Punkt  S  hinsugenommen ,  so  schneiden  sich  Jedesmal  ie 
einem  Punkte  die  vierten  harmonischen  Strahlen 

SU  b,  c,  {hc)g;  n,  r,  (ar)^;  »,  ,  (rw).^; 
„  c,  n,  {cn)^;  h,  r,  (hr)^-,  tv,  u,  {tru)^'^ 
„   rt,  /y,  {nh)^',     r,  r,  {rr)^;     u,  v,  {uv)^\ 

diese  drei  Punkte  liegen  in  einer  Geraden. 
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Hier  wiederholt  sich  die  frQhere  Bemerkung,  dass  awei  willkürliehe 
Gehilde  r  und  S  vorhanden  sind,  deren  Bewegungen  gewisse,  noch  su 
sDtersuehende  Bewegungen  der  drei  vorigen  Punkte  und  der  sie  enthal- 
teaden  Geraden  hervorrufen  werden. 

LXsst  man  den  Punkt  S  ins  Unendliche  wegrücken ,  so  gelangt  man 
so  dem  Correlale  des  Gauss' sehen  Sätses,  welches  sich  von  dem  vori- 
gen Satse  durch  den  Parallelismus  aller  nach  S  gesogenen  Geraden  unter- 
icheidet  Hierhei  mdge  jedoch  eine  Besonderheit  erwfthnt  sein,  welche 
ibren  Grund  darin  bat,  dass  es  nur  eine  unendlich  -  ferne  Gerade,  aher 
beliebig  viele  unendlich •  ferne  Punkte  giebt.  Das  ursprüngliche  Gauss*sche 
Tbfofem  enthSlt  nur  eine  willkürliche  Grösse,  nftmlich  den  Punkt  iV,  in 
dem  Correlate  bleibt  ausser  der  Transversale  r  noch  die  Richtung  der 
Parallelen  nach  dem  unendlich  entfernten  Punkte  5  willkürlich;  man 
kaan  demnuch  r  festhalten  und  die  Bichtnng  der  Parallelen  stetig  ändern, 
votans  dann  specielle  Bewegungen  der  vorkommenden  drei  Punkte  und 
der  de  enthaltenden  Geraden  hervorgehen  werden. 

Dem  Unterseichneten  fehlt  in  seiner  jetzigen  Stellung  die  Zeit  wt 
aisftlbrIichereB  mathematischen  Untersuchungen ,  er  thdlt  daher  das  To- 
rige als  eine  Anregung  mit,  die  vielleicht  ^nem  Gtoometer  Anlass  an 
weiterer  Verfolgung  der  Sache  giebt  Schlömilcb. 


IX.  Ueber  doppelt- centrisohar  Vierecke. 

Diejenigen  Vierecke,  welche  einem  Kreise  umschrieben  und  ngleich 
etaem  andern  Kreise  eingeschrieben  sind,  schein«!  bisher  noch  wenig 
Besebtung  gefunden  su  haben;  dass  sie  aber  eine  solche  verdienen, 
niSgen  die  folgenden  Aufgaben  und  Lehrsütae  zeigen,  die  ich  hier  cur 
Anregung  mittheile. 

I.  Von  einem  Kreise  sindjdrei  Peripheriepunkte  C  gegeben; 

man  sucht  einen  vierten  Periplieriepunkt  von  der  Beschaftenheit,  dass 
das  entstehende  Sehnenviereck  zugleich  ein  Tangentenviereck  ist. 

Mit  Uebergehnng  der  leicht  zu  findenden  Lösung  dieser  Aufgabe 
wi  Folgendes  bemerkt.  Je  nachdem  BC  oder  (- A  oder  AH  als  Diago- 
nale des  gosuchten  Vierecks  betrachtet  wird,  entstehen  drei  verschiedene 
doppelt  -  centrische  Vierecke,  weiche  AßA^C,  BCB^A,  CAC\/^  heissen 
mögen;  der  umschrie})ene  Kreis  ist  allen  gemeinsam,  die  eingeschriebe- 
nen Kreise  dagegen  sind  verschieden.  Man  kann  daher  fragen,  wie  die 
Mittelpunkte  dieser  Kreise  gegen  den  Mittelpunkt  des  umschriebenen 
Kreises  und  wie  sie  gegen  einander  liegen,  also  z.  B.  unter  welchen 
Umstünden  sie  die  Spitzen  eines  gleichseitigen  Dreiecks  bilden  u.  dergl. 

I'a  femer  A  li^C  f{  (\  ein  Sohnensechseck  ist,  so  liegen  die  Dnrch« 
Bcboitte  A^,  B^,      der  Gegenseiten  BV^  und  B^C^  CA^^  und  C^A,  AB^ 
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und  AiB  in  einer  Geraden  ^tP^^Vi  Polare  de«  um  du 

Seeheeek  besehriebenen  Kreiaes  angesehen  nnd  der  entopreehende  Pol 
mit  0  beseichnet  werden.  Dnreb  diesen  Pnnkt  geben  ancb  die  8c^ 
eckdiagonalen  AJ^,  BB^,  CC^^  und  daher  llstt  sieh  in  das  Beebseek  eiii 

Kegelschnitt  beschreiben,  welcher  gleichfalls  0  zum  Pol  für  J^B^C^i^i 
Polare  hat.  Der  hiermit  beutimmte  Kegelbchnitt  wäre  nun  weiter  n 
untersuchen. 

II.  ViOn  einem  Kreise  sind  drei  Tangenten  gegeben,  welche  zu 
sammen  ein  nmsobriebenes  Dreieck  ABC  mit  den  Seiten  BC=a^  CA  =  lh 
JB^e  bilden;  man  sucht  eine  vierte  Tangente  von  der  Besebaffenheit 
dass  das  entstehende  Tangentenviereck  sngleich  ein  Sehnenviereck  ist 

Die  Aufgabe  hat  drei  Auflösungen,  je  nachdem  man  a  oder  b  oder 
e  als  eine  Seite  des  gesnehten  Viereeks  betrachtet;  im  ersten  Falle  möge 
die  Gegenseite  Ten  a  der  Geraden  b  in  nnd  der  Geraden  e  in  ^' 
gegnen  also  jitJ«  heissen;  fBr  die  ttbrigen  FXlle  gelte  eine  analoge  Be> 
leiehnnng.  Es  entstehen  nnn  die  drei  doppelt- oentrisehen  yierecb 
BCJ^A^t  CAB^B^t  ABC^Ck,  welche  denselben  eingesehriebenen  Kidi, 
aber  Terschiedene  umschriebene  Kreise  besitien;  die  gegenseitige  Lage 
der  'Hittelpunkte  dieser  vier  Kreise  wire  nftber  in  nntersnchen. 

Da  AiAcBcBaCaCt  ein  Tangentenseehseck  ist,  so  schneiden  sich  die 
Diagonalen  J4bBa^  ^cG>  (^a^c  in  einem  Punkte  0,  welchem,  als  Pol  dei 
eingeschriebenen  Kreise«  betrachtet,  die  Polare  p  entspreclven  möge. 
Auf  dieser  liegfen  auch  die  Durchschuitte  der  Gegenseiten  h\,  C„  und 
-^h  -fci  C^Ai,  und  ^c/'rt)  A(.R(  und  ^'a^6,  mithin  lässt  sich  um  das  Sechseck 
ein  Kegelschnitt  beschreiben,  welcher  gleichfalls  p  zur  Polare  und  0  zun 

SCBLftMILOa. 


X  Vabtt  eiiMB  du  Sehnonfltaifeek  betreffenden  8ats. 

(Hienu  Taf.  IV,  Fig.  14.) 

Wählt  man  auf  zwei  sich  in  B  schneidenden  Geraden  die 
beiden  beliebigen  Strecken  BA  und  BC\  und  errichtet  aof 
den  bezüglichen  Mitten,  und  dieser  Strecken  die  bei 
den  Lothe  DE  und  DF^  von  denen  ersteres  die  Gerade  BC  ia 
B  nnd  letiteres  die  Gerade  AB  in  F  schneidet,  so  liegei 
die  fflnf  Punkte  B^  A^  F  nnd  C  auf  dem  Umfange  eiasi 
Kreises. 

Da  sieh  die  drei  Seiten  eines  Dreiecks  ABC  dreimal  an  je  einem  Paaie 
anifassen  lassen,  so  liefert  die  Oonstrnction  auch  drei  verschiedene  Kreise 
—  deren  Mittelpunkte  M^^  nnd  heissen  mögen  — ,  wdche  alle 
dnreb  D,  als  den  Mittelpunkt  des  ABC  umbeschriebenen  Kreises,  gebas 
nnd  deren  jeder  eine  Seite  des  Dreie^  als  Sehne  enthilt 
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Diese  drei  Kreise  stehen  in  ausgezeichneter  Weise  in  Beziehung  zu 
demjenigen  Dreieck  PQIi^  densen  Seiten  in  bezüglich  ß  und  C  den 
um  JliC  beschriebenen  Kreis  berühren.  Zunächst  sielit  man  leicht,  dass 
Dreieck  iV^  PQ  Ii  und  zwar,  dass  die  übnlichen  Seiten  das  Ver- 

hftltnififi  1 : 2  zu  einander  haben. 

Mao  wird  indeea  bald  ferner  bemerken,  daee  «naaer  dem  Dreieck 
JBC  —  ab  In  dem  Kreise  liegend,  welcher  Dreieck  PQR  von  ansMn 
berQlirt  —  noch  drei  andere  Dreiecke  in  Ahnlicher  Beiiehnng  an  PQR 
atehen,  welche  nAmlieh  in  analoger  Welse  denjenigen  Kreisen  elnheschrle- 
ben  sind,  welche  die  Seiten  des  Dreiecks  PQR  ausserdem  noch  berOhren. 

Erst  nachdem  man  diese  alle  gefunden  hat  —  welches  indess  ziem- 
lich leicht  ist  —  und  zu  jedem  die  erstgenannten  drei  Kreise  Afg,  Af| 
und  ^/g  auf  die  dabei  angegebene  Art  constrnirt  bat,  erhält  man  eine 
Tollstlndige  Figur,  ans  welcher  sich  sehr  mannigfaltige  Sätze  —  der  ele* 
mentaren  Geometrie  angehörend  —  ableiten  und  viele  schöne  Conttmc* 
tionsanfgaben  fttr  'Schiller,  die  das  Gebiet  der  Elemente  einigennassen 
beherrschen,  aufstellen  lassen. 

Da  die  Ausführung  der  vollständigen  Figur  «ich  nach  den  gegebenen 
Oaten  ziomlich  einfach  gestaltet,  so  beechränke  ich  mich  auf  diese  Mit- 
tlu'ilungen.  Oern  möchte  ich  indess,  dass  einor  (l<  r  verehrten  Mitarbeiter 
dieses  .frjurnals  da  mir  Icidor  die  Zeit  sein-  gebricht  —  einmal  eine 
vollständigere  Boarbeitunfj^  dieses  Gegenstandes  lieferte»  als  wozu  ich 
beute  im  Stande  bin. 

Elsfleth.  W.  H.  PtBUSS. 


ZL  Veber  das  dem  Carteeitehea  reeiproke  GoordiaateBiyetem. 

(Hierstt  Taf.  IV,  Fig.  16  und  16.) 

In  Bd.  XXI  dieser  Zeitschrift  (S.  278  Agg.)  theiltHerr  Sehwering 
ein  liiniencoordinatensystem  mit,  welches  den  Zweck  hat,  in  den  metri- 
schen Eiigensehaften  der  Cnrren  einen  ebenso  bequemen  Zugang  an  er- 
öffnen, wie  das  Cartesische  Punktcoordinatensystem.  Theoretisch  betrach- 
tet» kann  dieser  Aufgabe  nur  ein  OoordinatensTstem  genügen,  welches 
-leni  Cartesiscben  streng  reciprok  ist,  so  iwar,  dass  Punkt  und  Linie  in 
Seiden  Systemen  sieh  flberall  gegenseitig  entspreehen.  Ans  der  folgen- 
den Zusammenstellung  geht* nun  hervor,  dass  das  von  Herrn  Sehwe- 
ring aufgestellte  System  in  derThat  dieser  Forderung  voll- 
kommen genügt,  also  das  dem  Cartesiscben  reeiproke  Sy- 
stem ist. 
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CartMisehe  Pnakteoordin.  (Fig.  15.) 

].  Dm  SystMn  besteht  aas  swei  Ge- 
rmden  y),  die  darch  eiaen 
Punkt  (0)  gehen. 

%  Zwei  anf  den  Axen  x  and  y  lie- 
gende Punkte  ^  und  B  (die  nn- 
endlich  feinen  Punkte)  liegen  auf 
der  unendlieh  fernen  Geraden. 

3.  Um  die  Ooordinaten  eines  Punk- 
tes P  SU  finden,  Terbindet  man 
diesen  Punkt  mit  den  beiden  un- 
endlieh fernen  Punkten  A  und  B 
(d.  h.  sieht  dureh  P  Parallelen  su 
den  Axen)  durch  die  Linien 
und  . 

Diese  Reciprocität  der  Ausdehnungsgcbilde  (Puukt  und  Goradf)  wird 
vervollständigt  durch  diejenige  der  Zahlgrütisun  (Entfernungen).  Es  ent- 
sprechen sich  nämlich : 


SekweriBg'adhe  Liolsnesordiii.  (Tig.  16.) 

1.  DsB  System  besteht  aus  swei 
Punkten  (iT,  Y),  die  dureh  eine 
Gerade  (o)  verbunden  sind. 

2.  Zwei  dureh  die  Anfangspunkte 
X  und  }'  gehende  Geraden  a  und 
6  (die  parallelen  Axen)  schnei- 
den sich  in  einem  unendlieh  fer- 
nen Punkte« 

3.  Um  die  Coordinaten  einer  Oe- 
raden p  SU  finden,  bestimmt  man 
die  Schnittpunkte  X^  und  Fj  die- 
ser Geraden  mit  den  Parallelen 
a  und  b. 


4.  die  Coordinaten  der  Geraden 

d.  h.  die  Abstände  der  Punkte 
und         sowie  F  und 

5.  der  Abstand  der  Geraden  o  nnd 
6,  d.  b.  der  Abstand  der  Punkte 
Ä  und  y. 


4.  die  Coordinaten  des  Punktes 
d.  h.  die  Abst&nde  der  Geraden 
X  und  x^y  sowie  |f  und  ^, ; 

5.  der  Abstand  der  unendlich  fernen 
Punkte  A  und  d.  b.  der  Win- 
kel der  (j^aden  x  und  fp. 

Zu  Nr.  5  ist  SU  bemerken,  dass  die  unendlich  fernen  Punkte  J  und 
B  gleiohbedeutend  sind  mit  Strecken  auf  den  sugehOrigen  Geraden  (Tcrgl. 
mein  System  der  Baumlehre**  Tb.  II,  Nr.  2  und  3),  dass  also  der  Ab- 
stand sweier  unendlich  fernen  Punkte  durch  den  Winkel  dieser  Strecken 
oder  den  der  sugehOrigen  Geraden  gemessen  wird. 

Waren,  April  1877.  Y.  Sohlkobl. 
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Dr.  K.  Hciiie, 

K  r  M  t  f  r   II  II  II  d . 

Zweite  umgeur^  id  vermehrt t-  Aul 


IX. 

ü«ber  die  Theorie  der  Beflezioii  und  Sefinuitioa 

des  liehtM. 

Von 

H.  A.  LORENTZ. 


Dritte  XittheiUng. 

§  1.  Nach  der  elektromagnetischen  Lichttheorie,  deren  Anwendung 
aaf  isoUrende  Körper  ich  früher  besprochen  habe,*  mUssen  die  Metalle, 
ihrem  LeitiiDgmirmdgen  safolge,  eigenthümliche  optische  Eigenschaften 
besitsen«    Zu  nnterraehen,  ob  aneh  in  dieeer  Hinsieht  die  Theorie  mit 

I  der  Erfahrung  flbereinetimme,  ist  der  Zweek  der  gegenwXrtigen  Mit- 

I  theOong. 

Um  die  Bewegnngsgleiehungen  der  Elektricltüt  fflr  leitende  Medien 
anfsnstellen ,  haben  wir  sunllebst  den  Leitnngsstrom  zn  betrachten,  der 
in  denselben  unter  dem  Einflüsse  einer  elektromotorischen  Krafi  geweckt 
wird  nnd  dessen  Intensität,  so  weit  unsere  Erfahrung  reicht,  dnrch  das 
Ohm* sehe  Gesets  bestimmt  wird.  Nehmen  wir  Torlänfig  die  unbeschränkte 
Giltigkeit.  dieses  Gesetses  au  und  hesehrünken  wir  uns  auf  isotrope  Me- 
dien, so  haben  wir  für  die  Componenten  des  Leitungsstromes  zn  setzen 
IX  X  7  Z 

wo  F,  2,  wie  früher,  die  Componenten  der  elektromotorischen  Kraft 
vorstellen  und  mit  x  der  Widerstand  des  Medinms  hezeichnet  ist.  Letz- 
tt^ro  (Jrösse  läset  sich  durch  Messungen  hestimraen;  nur  ist  daboi  zu 
bf'acLten,  dass  man,  wenn,  wie  wir  früher  annahmen,  die  Luft  die 
Fähigkeit  der  dielektrischen  Polarisation  besitzt,  dnrch  Messungen  in  der 
Luft  nicht  den  wahren  Werth  von  x  erhält.  Es  ist  vielmehr,  wenn  % 
den  gemessenen  Werth  vorstellt,  der  wahre  Werth 

l  +  4;cCo 


*  Diese  Zeitschrift  Bd.  XXU,  S.  1  und  806. 
Keittebztn  f.  MathmUk  o.  Physik,  XXUI,  4.  15 
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AiuMir  der  enrlbnteii  Wirinmg  einer  elektromotoriielien  Kitft  iit 
es  aber  oieM  nnwelutefcdiilieli,  daei  aneh  in  leitenden  Medien  dnitb 
eine  solche  Kraft  eine  Polerisetion  der  Tlieilehen  bervorgemfea  wird, 
nnd  wir  wollen  annehmen,  dess  diese  den  n&mlichen  Oesetsen  folge,  wie 
die  in  dielektrischen  KOrpem  gewecicte  Polarisation.  Sind  demnach,  wie 
in  der  ersten  Mittheilang,  die  Componenten  dieser  Polarisstion, 

so  »etzen  wir  auch  fUr  einen  Leiter 

oder  nach  1) 

4)  $=««"|i    t;  =  fx»,,  |;=tKW^. 

Die  Aendemng  dieser  Polarisation  bildet  nnn  wieder  einen  (dem 

dielektriseben  analogen)  Strom  nil  den  Componenten      *  ^  >  ^  ^^^^ 

du,        dv,        ^"'i  ,  m  0^ 

<x— \  cx— cx— ^.   Für  den  Geeammtstrom,  dessen  Gomponoatss 

ci         dl  Ol 

wir  in  der  ersten  Mittheilang  mit  u,      w  beaeichneten,  haben  wir  somit 

§  3.  Ks  bleiben  min  die  Oleiebungen  28)  und  29)  nnd  ebenso  saeh 
I)  nnd  II)  der  ersten  Hittbeilnng  ungeftndert  besteben.  Benebten  wir, 
dass  das  Medinm  isotrop  ist,  nnd  setaen  wir  fllr  i},  ^  die  Werths  4), 
so  werden  die  letstgenannten  GleichnDgen 

dy     di*^      %  dt' 
du,     dwy    l  +  4»e  dM 

d.v      dy  %         dt  ^ 

Bei  der  Ableitnng  der  Oleiehnngen  III)  haben  wir  hier  statt  v^^^* 

*=^>  'c^^       Werthe  5)  an  setaen:  wir  erhalten  dadnreb 

dt  ot 


dN 


J  dL  dN  jrd'*<p  .  ?«V  ^  1 
\    ?z      dx        Lcydt  dt  *J 

dM     r  l         r  d^q>  dt»,      .  1 

cx    dy       Vdzdt  oi 
Anch  die  Gleichungen  IV)  nnd  23)  der  ersten  Mittheilang  bleibsB 
nngeändert;  elimiairt  man  ans  ihnen  wieder  2,  so  ergiebt  sieh 


e 
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Sehlienlieb  ist  diesen  Relationen  noch  die  Qleiclmng  7)  der  erwMhn* 
ten  Mittbeilang  hinsntnfllgen.   Bentitit  man  dabei  die  Wertbe  5)  nnd 

setst  man  aar  Abkürzaag       +      +^-^  =  i'i  >o  wird 

^  dx     dy  dt 

§3.  Um  snuäebst  in  nntersaeben,  wie  sich  in  einem  unbegrensten 
leitendeD  Medium  transversale  elek^risebe  Sebwingnngen  mit  ebenen  Wel- 
len anabreiten  können,  geben  wir  ans  ton  den  sjrmboliscben  Ansdraeken* 

wobsi  Toransgesetst  ist,  dass  die  Fortpflaninngsricbtnng  der  die 
Sckwiognngsricbtnng  aber  der  y*Aze  parallel  länft  Da  nun  PsaO  ist, 
wird  den  Gleicbnngen  b)  nnd  e)  genügt,  wenn  man  ancb  ip^O  nimmt. 
Ebeoso  werden  die  Formeln  a)  befriedigt  dnrcb 


l.j=o.  [«1=0.  [^3=--j^j±«-^^ar  V'"-"+« 


f 


welche  Auadriicke  auch  der  Relation  d)  Geniige  leisten. 

Bringt  man  schlieaslich  diese  Wertlic  in  c)  über,  so  geben  die  erste 
uud  dritte  dieser  Gleichangea  0  =  0;  die  zweite  aber  liefert  die  Be- 
dingung n  rp 

7)  iP»  4«f  ^(1  +  4«»)  +  f .  —       +  4«»). 

Ks  ist  also  R  eine  eomplexe  Grösse.    Setzt  man  dieselbe  —q'^ri,  so 
künnen  q  und  r  ans  den  Oonstanten  des  Mediums  nnd  der  Schwingnngs 
daaer  bestimmt  werden  nnd  wir  gelangen  zu  folgender  particalärer  Ltfsnng 
der  Bewegnngsgleiehnngen : 

Nimmt  man  Mos  den  reellen  Tbeil,  so  findet  man  fftr  die  wirkliebe 
Bewegung 

v^  =  ae    ^     CO»  YV  —  9^  + 

§4.  Es  erhellt  ans  diesem  Ausdrucke,  dass  bei  der  Fortpflanzung 
der  elektrischen  Schwingungen  im  leitenden  Medium  die  Amplitude  in 
der  Fortpfianzaugsrichtang  immer  kleiner,  dass  also  das  Licht  absorbirt 


*  VergL  die  zweite  Mittbeünog,  %  8. 
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wird.  Dies  war  vorlierzuselien ,  da,  wie  man  weiss,  in  einem  Loitor  die 
Hn Orgie  der  elektrischen  BeweguDgeu  immer  theilweise  in  Wärme  am- 
gesetzt  wird. 

Wirklich  sind  alle  metallischen  Leiter  sehr  wenig  durchsichtig,  nnd  eind 
die  meisten  Körper,  welche  das  Licht  uugeschwächt  durchlassen,  Isolatoren. 
Eine  Ausnahme  bilden  die  Elektrolyte,  deren  viele  fast  vollkommen  durch- 
sichtig sind,  nnd  welche  jedenfalls  viel  mehr  Licht  durchlassen,  als  es 
nach  obigen  Gleicbiuigeii  der  Fall  sein  müsste.  Auch  für  die  Metalle 
Bcheint  dies  wa  gelten;  wenigstens  hat  Maxwell,  der  zuerst  auf  den 
Znsannnenllftng  swischen  Leitungsf&higkeit  und  Undurchsichtigkeit  auf- 
merksam  machte,  die  Dnrchaiehtigkeit  eines  dfinnen  Goldblättchens  viel 
grSflser  gefunden,  als  man  es  nach  der  Theorie  erwarten  dürfte.* 

Ohne  Zweifel  liegt  der  Qmnd  dieser  Abweichungen  in  der  Mangel- 
haftigkeit nnserer  Anschauungen  über  das  Wesen  dos  elektrischen  Stro- 
mes. Nur  wenn  die  Wissenschaft  in  dieser  Beziehung  viel  weiter  fort- 
geschritten ist,  darf  man  auf  eine  völlig  befriedigende  Uebereinstinunung 
der  Theorie  mit  den  Thatsachen  hofTon.  Indess  lässt  sieb  wenigetens  ein 
Umstand  angeben,  der  vielleicht  als  die  Ursache  der  erwähnten  Ab« 
weichungen  zu  betrachten  ist. 

Das  Obm^sche  Gesets,  deasen  allgemeine  GHiigkeit  wir  oben  vor 
autsetaten,  ist  nur  für  stationäre  Ströme  mit  voller  Gewissheit  bewiesen. 
FQr  verHnderliche  Ströme  aber  ist  es  sehr  gnt  möglich,  dass  dieses  Gesets 
einer  Modification  bedarf,  wie  dies  denn  anch  bereits  Ton  Weber, 
Kirchhoff  und  Lorberg  angenommen  worden  ist. 

Es  ist  nämlich  nicht  nnwahrscheinlich ,  dass  bei  dem  Auftreten  einer 
elektromotorischen  Kraft  der  elektrische  Strom  nicht  unmittelbar  entstellt 
mit  der  vollen,  durch  da«  Ohm 'sehe  Gesets  bedingten  Intensität,  son* 
dem  eine  gewisse  Zeit  braucht,  um  hu  au  dieser  Intensität  anauschwel* 
len.**  Diese  Zeit  mag  sehr  kura  sein,  so  dass  fttr  unsere  Beobachtnngs* 
mittel  die  Intensität  augenhlickltch  ihren  grdssten  Werth  su  erretcbes 
scheint;  dennoch  ist  es  möglich,  dass  bei  raschen  periodischen  Aende* 
rnngen  der  elektromotorischen  Kraft,  wie  hei  den  LichterscheinnngMi 
der  erwähnte  Zeitraum  nicht  mehr  verschwindet  gegen  die  Zeit,  während 
welcher  diese  Kraft  in  der  nämlichen  Richtung  wirkt.  Dies  wird  sar 
Folge  haben,  dass  die  Stromintensität  in  jedem  Augenblick  kleiner  ist, 
als  sie  nach  dem  Ohm* sehen  Geaetse  sein  mfisste;  die  Bewegung  wird 
also  etwa  so  vor  sieh  gehen,  als  wäre  der  Widerstand  fttr  rasch  osdl- 
lirende  Strome  grösser  als  fttr  stationäre.    Dann  muss  aber,  wie  man 

*  Maxwell,  FAectricity  and  Magnetism,  §§  798  —  800. 
**  Dieses  Anechwellen  ist  wohl  zu  unter8clieidon  von  der  beobachteten  Kr- 
acheinung,  dass  beim  SchlieHseu  einer  galvanischen  Kette  in  einem  Punkte  dt» 
Schliessuogsbogeos  die  elektromotorische  Krall  und  dadurch  der  Strom  eins 
gewisse  Zeit  braucht,  um  in  voller  Stiürke  aufkuireten. 
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leicht  findet,  Auch  die  Absorption  geringer  sein,  als  wenn  das  Obm'aebe 
G«ietz  allgemein  giltig  wäre. 

Natürlich  könnte  dieser  G^enatond  nnr  dann  in  Töllig  befriedigen* 
der  Weiae  bebandelt  werden,  wenn  m&n  mehr  ttber  dea  eigentliche  Weaen 
des  elefctriaeheA  Stromea  wttaate.  Indeaaen  hat  man  ans  der  Vorstellung, 
dias  bei  dieser  Erscheinung  ein  Stoff  sich  in  Strömung  befinde,  deaaen 
Bewagnng  durch  einen  der  Beibung  ähnliehen  Wideratand  gehemmt  wird, 
Gleiebnngen  abgeleitet,  welche  auch  die  Abweichung  vom  Ohm*achen 
Geiets  wiedergeben.  Es  aind  dann  nämlich  die  Formeln  1)  umsngeatal- 
teo  in  folgende:* 

8)    ^=»w,+sF-^,  y^^h-^y-jjt  2=»«'j+^-g^, 

wo  g  ein  Coefficient  ist,  der  mit  der  Masse  des  bewegten  Stoffes  zu- 
sammenhängt. Je  kleiner  diese  Masse  ist,  um  so  khiner  wird  auch  jjf, 
um  80  geringer  werden  tblglich  aucli  die  erwähnten  Abweichungen. 

Allerdings  musa  bei  den  Elektrolyten  y  einen  merklichen  Werth 
babeu,  da  sich  hier  bei  einem  elektrischen  Strome  auch  die  gewölinliche 
Materie  mit  bewe^^t.  Kd  ist  möglich,  dass  hierdurch  bei  dioKen  Körpern 
die  Abweichung  vom  Ohm'schen  Gesetae  so  beträchtlich  wird,  daas  das 
Licht  fast  nicht  abaorbirt  wird. 

§5.  Viel  genauer,  ala  die  Absorption  dea  Lichtea  in  den  Metallen, 

hat  man  die  Eigenschaften  des  von  denselben  reflectirten  Lichtes  mes- 
send verfolgt.  Es  soll  nun  untersncht  werden ,  wie  nach  der  elektro- 
magnetischen I.ichttheorie  diese  Reflexion  vor  sich  gehen  muss. 

Dazu  brauchen  wir  zunäcbijt  die  Formeln  für  eine  schwingende  Be- 
wegung, welche  sich  in  t  iner  Richtung  fortpflanzt,  die  in  der  a  c -Ebene 
liegt  und  j;egen  die  a  -Axe  unter  einem  beliebigen  Winkel  a  geneigt  i^t. 
Steht  dann  die  Richtung  der  elektrischen  Schwingungen  senkrecht  zu  der  ^ 
genaaaten  Ebene,  so  findet  man  aus  der  Untersuchung  dea  §  3  für  den 
Bewegnngaxnstand  leicht  folgende  symbolische  Anadrticke: 

27t 

^ -=•(/  —  a; Ä  cos u  —zR  sin a  p). 

s 

Liegt  dagegen  die  Schwingnngsrichtung  in  der  drs- Ebene,  so  ist  su 
aetien 

liWl=  —  ac-»^, 

*  Vargl  Weber,  Elektrodynaroiiohe  Masabeatinunttogen,  Abb.  d.  k«  aftcha. 
Qeiellsdi.  d.  Wiaaenach.  Bd.  VI,  8.  698—597. 
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wobei  1//  wieder  die  nämliche  Function  ifit,  wie  in  den  vorhergehenden 
Formeln. 

Die  hier  augegebenen  Wertbe  genügen  den  Bewegnngsgleicbungen 
für  jeden  Werth  des  Winkels  «  and  sogar  auch,  wenn  a,  5t>to,  cosa 
Gomplexe  Grösaen  sind. 

§6.  Es  müssen  weiter  die  Bedingungen  gesucht  werden,  welche  an 
der  Grenze  von  einem  iKotropen  Nichtleiter  und  einem  Metalle  gelten. 
Es  sind  dies  die  Gleichungen  A),  B),  8)  und  24)  der  ersten  Mittbei- 
lung;  nur  sind  diese  nocl»  etwas  zu  vereinfachen.  Es  möge  dabei  wieder 
angenommen  werden,  dass  die  Grenzliäclio  mit  der  j^r  - Ebene  des  Co- 
ordinatensystems  zusammenfalle;  ausserdem  sei  der  l8(dator  das  erste,  der 
Leiter  das  zweite  Medium,  so  dass  die  Acceute  bei  denjenigen  Grössen, 
welche  f  ür  beide  mit  denaelben  Bachataben  bezeichnet  sind ,  sich  aaf  du 
Metall  beziehen. 

£a  werden  dann  die  Oldehiugen  A)  nnd  B)  . 

10)  7=««'i.  7=»»'i. 

12)  M^M%  N^N\ 

In  der  Formel  8)  der  ersten  llittheiliing  ist  für  t/,  t*,  nr  m  setMS 

Fi*  Ii*  Ti'  •       *  d^g^g«»  nach  5)  + 

fVj  +  f  Ji         £a  folgt  mithin 

di"nFi\n)'^''''^'*li-rnTi\Jk)' 
Endlieh  giebt  24) 

14)  ii=^'r-^(|iy. 

49  dx  4n\dx/ 
Ee  liest  lieh  n«n  ans  11)  nnd  14)  x  ^vegschaffen;  setsen  wir  aneli 
hier  (1  + =  1 ,  was  nnr  bei  den  magnetischen  Metallen 
einen  erheblichen  Fehler  ▼eniiaacht,  so  ergiebt  sieh 

15)  L  =  L\ 

Wenn  man  9)  nach  i  ditVerenzirt,  kann  man  ans  dieser  Gleichung 
mittelst  13)  tp  eliminiren;  man  erhält  dadnrcb 

welche  Gleichung  man  statt  9)  nehmen  kann. 
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Für  den  Isolator  können  wir  nun,  wie  früher,  —  gegen  die  Ein- 

lieit  YcmachlMaiigan;  man  darf  lomit  im  enian  Oliade  toh  16)  die  Gr0aie 

1  35 

inidi  Ueber  die  Zahl  t  wissen  wir  vorläufig  Niclits}  indess 

iit  ea  leieht  ni  leigen,  daaa  im  iweiten  Gliede  der  Glelehnng  die  Grösse 
s  du, 

1^  80  klein  ist  gegen  u^,  dasa  sie  vernachlässigt  werden  darf.  Denn 
naeh  2)  liast  aiek  diese  Grösse  aneh  so  sehreiben: 

'  l  +  ini^'in  et  * 

aod  wenn  man  nun  berücksichtigt,  dass  bei  den  Licbterscbeinungen  [ii|J 
dareh  eine  Exponentialgrösse,  wie  im  vorhergehenden  Paragraphen ,  dar- 
gestellt wird,  findet  man  ans  den  Werthen  TÖn  %  nnd  T  leicht,  daas 

K  du 

bei  den  Metallen  bereits  t  r-^  sehr  klein  gegen  u.  ist.    Um  so  mehr 

An  dt  e  e  i 

yt  dies  mit  dem  Anidmeke  17)  der  Fall,  da  noeh  eine  aehr  grosse 
ZsUist 

Die  Gleldning  16)  gestaltet  sieh  demnach  anr  folgenden  nm: 

18)  + 

uud  die  Bedeutung  hiervon  ist,  dass  auch  an  der  Grenze  keine  An- 
blufung  von  Elektricität  entstehen  kann. 

Es  moss  dann  weiter,  wie  anch  aus  13)  folgt, 

">  S-ÖÖ' 

sein. 

Wir  wollen  nnn  leigen ,  dass  man  auch  hier  den  Grenzbedingnngen 
genflgen  kenn,  wenn  man  bloa  Transversalschwingnngen  in  die  fiechnung 
aufnimmt.  Dm  bei  diesen  überall  9  =  0  iat,  haben  wir  nnr  die  Gleieh- 
nogen  10),  12),  15)  nnd  18)  sn  berfteksiekdgen. 

§  7.  Ist  zunächst  das  einfallende  Licht  in  der  Einfallsebene  (xz* 
Ebene)  polarisirt,  so  kauu  man  es  vorstellen  durch  die  Gleichungen* 

29K  1 
♦o=*  Y  OOS«  — «ÄJIPI«  +  p),  Ä=~. 

Ebenso  schreiben  wir  für  das  reflectirte  lacht 

=  ac-  •  V»,    iL]  =        tma.aeri'f,    [/V]  =        cosa.  od-'>. 


VeigL  die  beiden  eisten  liittheilnngen. 
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und  für  die  Sewing  im  Metolle  (§  5) 

^'  {t^  xR' CQsd  —  zK smu '^^), 

Es  kauu  uuu  deu  Greuzbedingangon  genügt  werden,  wenn 

20)  Rsina=^Ksinu 

ist,  welebe  Oleichnng  dem  Brechnngageteftae  bei  niebtleitondeii  Medioi 
entaprieht 

Ell  wird  denn  nimlieh  an  der  Grensiliebe  (««0)  i^^ip^^'  ^ 
man  erbilt  ans  der  eisten  der  Oleiebnngen  10) 

21)  -  ^  =  »«. 

Der  Gleicbnng  18),  der  iweiten  von  10)  und  der  eisten  von  12) 
wird  dnieb  die  angegebenen  Wertbe  genügt.  Die  «weite  der  Ferwli 
12)  liefert  aber  die  Relation 

-Jj-  (1-«)  *M.  =  -^-j  .  CM.  , 

welche,  wenn  man  eie  mit  4n^)  =  i^'(l-i- 4»^')  moltiplitirt,  fol- 

gende Gestalt  annimmt: 

oder  nach  20) 

22)  ^ — ^  wmucMu  —  »asm«  coi«, 

t 

Schlicäülich  ergiebt  tiich  aiu  15) 

and  dies  führt  nach  einiger  Umformung  wieder  auf  21)  sorück.  Aus  21} 
und  22)  folgt  aber 

$m(a -tt) 

«  —  —  —r-, — ,  — r 
fin  (n  +  «  ) 

nnd  man  bat  demnacb  für  das  refleetirte  Liebt 

§  8.  Ist  zweitens  das  einfallende  Licht  senkreebt  sur  BinfalUebsne 
polariflirt,  so  kann  man  für  die  einfallende,  refleetirte  nnd  dnrebgelasNS« 
Bewegung  der  Reibe  nach  setsen 
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\  TT  i 

(y  =  -««c.  t'-'V«.,    [y=    cosK.  e-«V'o,  [M^z=  

[I]  =-5iii«.«t'-»>,    [i;J  rs-coja.ae-^V',    [itfj«  ■ — ütr% 

wo        ^*  V''  (lio  nämliche  Bedeutung  haben,  wie  oben. 

üm  den  Grenzbedingungen  genügen  zu  können,  muss  man  auch  hier 
die  Relation  20)  und  die  daraus  für  a;  =  0  folgende  Gleichheit  von  i^gi 
^,  ^'  auuebmen. 

Aus  der  zweiten  der  Gleichungen  10)  erhält  man  dauu 

23)   cofa B %a  eosa. 

t 

Ebenso  aus  der  ersten  von  12) 

oder  nach  einiger  Umformung 

24)  fiiio'=jt«^«fi«. 

f 

Endlich  giebt  die  Gleichung  18),  wenn  man  sie  durch  ie~'^  dividirt, 

( 1 +  «)         «f Y  +  *)• 

Aus  den  Wertben  von  R  und  B'  folgt  nun  aber 

\«       In  xt/         2n  7it\       T  / 
und  man  kuin  denunfolge  obige  QleidiaDg  aneb  so  eohreiben:  . 

(1  -|-  «)  ««'I tt  =  asin  a  .  —K£y 

WM  vemöge  der  Relation  20)  mit  24)  idenUteh  ist. 

Da  anch  alle  übrigen  Orenabedingnngen  befriedigt  und,  haben  wir 
es  nur  noeh  mit  23)  und  24)  an  tbnn.   Man  findet  daraus 

ig{tt—a) 

und  man  bat  folglieb  fUr  die  totale  dielektrisebe  Polarisation  im  reflee« 
Liebte 


§  9.  Die  symbolischen  Ausdrücke  A)  und  B)  haben  genau  die  gleiche 
Form  wie  diejenigen,  welche  für  das  an  isolirenden  Körpern  reflectirte  Licht 
gelten.   Sobald  man  aber,  nm  die  wirkliebe  Bewegung  an  erbalten,  nur 
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den  reellen  Theil  nimmt,  hört  die  Uebereinstimmnug  auf ;  denn  bei  den 
Metallen  wird  mithin  auch  a  complex,  während  diese  Grösse  bei 
Nichtleitern  reell  ist. 

Um  nun  für  die  Metallreflexioa  den  reellen  Theil  von  A)  und  B) 
zu  bestimmen,  lässt  sieh  eine  Rechnung  anwenden,  welche  Eisenlohr* 
bei  der  Ableitung  der  von  Oauchy  für  die  Metallreflexion  angegebenen 
Gleichungen  benützt  bat.  Eisenlohr  erhält  nämlich  diese  Gleichungen, 
indem  er  in  den  Formeln,  welche  für  isolirende  Körper  gelten,  für  den 
BrechuDgsexponenten  eine  complexe  Grösse  ^e'*  setzt.  Nun  ist  aber 
neeh  der  Gleichung  20)  in  der  That  das  Verhältniss  sina  :  5i>icc'  eine  Con> 
stante,  ab«r  eonplexe  Grösse.    Setzen  wir  dieselbe  so  werden 

die  Conitanten  o  and  t  mit  den  von  Eisenlohr  eingeführten  Grössen 
4^  and  t  ttbereinstimmen. 

Wir  haben  also  ^« 

tmu  aas   r-** 

and  demsafolge 


«es«  - ^M- ^  s-"«» a^«. 


wobei  9  and  »  Idcht  aaa  «,  «  and  t  aa  bereehnen  sind. 

Dareh  Sabetitation  der  Werthe  Ton  iinu  and  coff«^  wird  ann 


wenn 


1  —  m*  -  2  m  sin  (t  -f  co) 

'*r+2mco4(T  +  £u)-t-m'''  H-2mroi(x  +  w)  +  «^' 

l  —  tn'-  ,  2  m' sin  {x — w)  _j 


1  +  2  m'  CO*  (»  -  «)  +  m'^ '         1  +  2  m'  cos  (r  -  o»)  +  m'«  * 
ist. 

Bringt  man  diese  Werthe  in  A)  and  B)  über,  so  ergiebt  sich  für  den 
reellen  Tbeil  dieser  Ausdrücke 


ij=^6*+6'*  co*(^-rf^),    ^  =  |/c«+c'«  cos(^— d,), 
wenn 

Op SS  arclg     ,    o,=  €u-ctg  — 


gesetst  wird. 

Eine  leichte  Bechaang  ergiebt  dann  für  die  Intensität  des  reflectir- 
ten  Lichtes,  wenn  das  einfallende  Licht  in  oder  senkrecht  aa  der  Ein- 
fallsebeaa  polarisirt  ist, 

26)  col/'Beos(r+*)'^(^arccolm),  aUg^eo9{t—n)tin(^wrelgm\ 
wShrend  maa  aar  Bestimmnng  der  Phase  folgende  Gleichangen  hat: 

27)  igdps=i  $m  {%    u)  lg  (2  uro  cot  m) ,    tgd,  —  sin  (t  —  u)  ig  (2  arctg m'). 


*  Pogg.  Ann.  104,  S.  m. 


Digitized  by  Googlq 


Von  H.  A.  LoRBNTZ.  307 


§  10.  Dft  die  GMsMB  dp  und  dg  Tttiebtedene  Wectbe  haben,  wird 
bei  einer  beliebigen  linearen  PolariMtion  des  einfallenden  laebtes  das 
refleetirte  Idebt  elliptisth  polarisirt  sein.  Ifittelst  des  Bsbinet'scben  Com- 

pensators  ist  man  dann  im  Stande,  das  Amplitudenverhältniss  ^— ^J" 

und  den  Pbaaennnterscbied  tf«—  an  bestimmen«  Da  man  Tonngsweise 
diese  Grössen  gemessen  bat,  wollen  wir  noeb  die  tbeoretiseben  Wertbe 
denelben  angeben.   Setal  man  {b  +  b'  t) :  (c  -1-  c'  t)  =  9  +  q'  i ,  so  findet  man 


leiebt  k^yq*-^q**  nnd  e= Andererseits  folgt  ans  den  nr- 

epränglieben  Weftben  Ton  b'\-b*i  nnd  e^ei 

cos  {a-\-tt) 

^-^^^  cosia^y 

und  zur  Bestimmung  von  q  nnd  f/  hat  man  hierin  die  Werthe  von  sina 
nnd  Cosa  zu  substituiren.  Nach  einiger  Becbnnng  ündet  man  dann 
schUessUcb,  wenn  k=ttgh  gesetat  wird, 

38)  <m3*  -  e«t(t  +  »)  sin  ^  arclg  {~^^  , 

Dies  sind  aber  die  Formeln,  welche  Caneby  fttr  die  MetaUreflezion  an- 
gegeben  hat  nnd  deren  Biehtigkeit  Ja  min  nnd  Qnineke  geprüft  haben. 
Ss  bat  sieb  dab^  heransgestellt,  dass  diese  Oleiebnngen  in  genügender 
'Weise  mit  den  Versnoben  fibereinstimmen,  wenn  man  nnr  den  Constan- 
ien  9  nnd  t  passende  Wertbe  beilegt.  Diese  Wertbe  wollen  wir  nnn 
einer  niheren  Betrachtnng  nntenieben. 

Fttr  einen  bestimmten  Einfallswinkel  A  (Hanpteinfallswinkel) 
wird  der  Pbasennntersehied  d^^d^^^n  («ne  viertel  Wellenlänge)  und 
man  hat  den  Werth  if,  den-  h  oder  arclgk  Ar  diesen  Fall  annimmt,  das 
Hanptaaimntb  genannt.  Ans  den  Orfissen  A  nnd  H  lassen  sieh  nnn, 
wie  s.  B.  Bisenlohr  (a.  a.  O.)  aeigt,  e  nnd  t  (bei  ihm  ^  nnd  s)  be- 
rechnen. 80  gelten  a.  B.  ftlr  die  Beflexion  anf  Silber  in  Lnft  folgende 
Werthe,  welche  ans  den  Messungen  von  Jamin  abgeleitet  sind: 


Linie  des 
Spectnmis. 

1 

i>. 

K 

F. 

Ä 

A 

7S«80' 

71°  30' 

69  "«4' 

66»  12' 

B. 

40  9 

40  10 

89  46 

89  SO 

t 

79  15 

79  99 

77  64 

77  16 

logw 

0,418S 

0^708 

9jn40 
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(11.   Um  nun  diese  Besnltaie  mit  unserer  Theorie  sn  vergLeieben, 

bemerken  wir,  dass  einerseits  nach  20)  j^  =  a^£^'*i  andereiseits 

Ist.  Efl  miiss  also  ^  ^ 

<i*tfOf2T=8—  und  s*tt'n2T«==r- .— 
e  Sit 

sein»    Aus  der  ersten  dieser  Gleichungen  erhellt  nun  aber,  dass  die  hier 

entwickelte  Theorie  in  ihrer  jetzigen  Gestalt  nicht  mit  den  BeobachtuDgea 

im  Einklänge  steht.    Da  nämlich  die  Annahme  eines  negativen  Werthes 

von  f  als  gans  nnanlässig  erseheint,  mfisste  nach  der  Theorie  jedenfalls 

cos2«  positiy  sein.   Nnn  ist  aber  oft,  wie  a.  B.  in  der  angeführten  Ta> 

heUe,  f>4Ö^  mithin  cos  2  t  negativ. 

Es  ist  nun  beaehtenswerth,  dass  aneh  hier,  wie  bei  der  Untersneb* 
ung  des  }  4,  die  üebereinstimmnng  awischen  Theorie  und  Erfahmog 
herbeigeftthrt  werden  kann ,  wenn  man  die  damals  erörterte  Abweiehang 
vom  Ohm* sehen  Gesetae  in  Betracht  sieht. 

Es  behalten  dann  alle  Gldehnngen«  welche  im  Anfange  der  eisten 
Mittheilnng  entwickelt  wurden,  ihre  Oiltigkeit  und  man  hat  nur  in  der 
gegenwärtigen  Mittheilung  an  die  Stelle  tod  1)  die  Gleichungen  8)  zn 
setzen.  Da  uuu  auch  diese  linear  sind,  ist  dann  nocli  immer,  wie  früher, 
die  Anwendung  symbolischer  Ausdrücke  gerechtfertigt.  Bei  schwingen- 
den Bewegungen  haben  wir  nun  für  die  Stromcomponeuten  Gleichungen 
von  der  Fonn 

wo  D  von  I  unabhängig  ist.    Es  folgt  dann  aus  8) 

uud  diese  Formeln  unterscheiden  sich  von  den  früher  angewandten  nur 

2n 

dadurch,  dass  an  die  Stelle  von  %  die  Grösse  a^t^  y  getreten  ist.  Wir 

haben  demnach  in  unseren  Formeln  nur  diese  Verwechselung  voraö- 
nehmen ,  um  symbolische  Ausdrucke  zu  erhalten ,  welche  den  modificirteo 
Bewegungsgleichungen  genügen.  Gleiches  gilt  dann  auch  von  den  reellen 
Theilen  dieser  Ausdrücke. 

In  den  Untersuchungen  der  vorhergehenden  Paragraphen  ändert  sich 

also  nur  der  Werth  von  ätatt  30)  ist  nämlich  zu  setaeii 


oder,  wenn  man  zur  Abkürzung        —  ^  setst. 
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.Soll  nun  dies  seini  so  mose  man  haben 

und  es  kann  nnn  wirklieh  cm 2  t  negativ  weiden. 

Fttr  die  Beflexion  in  Lnft  haben  wir  c  =  f0.    Setien  wir  dann 

0 

—  =  k'  und  beachten  wir  die  Gleichung  2),  für  welche,  da  Bq  sehr  gross 

)( 

ist,  gesetzt  werden  darf  ki^=j-'^  so  werden  die  Gleichungen  31) 

32)        ii*roÄ2i  =  A  —  o^w< 2t  =  }  _>» 

»  »    1  +  «" 

Hierbei  ist  noeh  in  bemerken ,  «dass  in  dem  elektrostatiseben  Masssystem' 

n  in  gleielier  Weise  tob  der  Wahl  der  Einheiten  abhängig  ist,  wie  eine 

27* 

Zeit,  so  dass  —r  eine  reine  VerhiUtnisssabl  ist,  welche  von  dieser  Wahl 

▼Sllig  unabhängig  ist. 

Für  Silber  kann  man  ohne  grossen  Fehler  annehmen 

«'=5  1^17  Seennde, 

und  aus  den  im  vorhergehenden  Paragraphen  für  a  und  t  angenihrten 
Werthen  lassen  sicli  dann  mittelst  der  Gleichungen  32)  s  nnd  X  berech- 
nen. Legt  man  dabei  die  Angaben  für  die  Liuic  D  des  Spectmms  wn 
Gmnde,  so  findet  man  nahesn  5=25,  A  ==67.  In  gleicher  Weise  ergiebt 
sieh  ans  den  fUr  die  Linie  ff  gegebenen  Zahlen  5  =  29,  A'=42. 

Diese  Rechnungen  stimmen  insofern  überein ,  dass  sie  beide  an  einer 
sehr  grossen  PolarisationsfÜhigkeit  der  Silbermolecttle  nnd  ausserdem  fttr 
rasch  oscillirende  Ströme,  wie  die  Lichtschwingongen,  an  erheblichen 
Abweichungen  vom  Olim'sclien  Gesetze  führen. 

So  befremdend  dieses  Kcsultat  auf  den  ersten  Anblick  erscheinen 
OiAg,  glaube  ich  doch  nicht,  dass  es  mit  irgend  einer  bekannten  That- 
sacke  in  Widerspruch  tritt.  Denn  einerseits  wird  man  bei  den  Versuchen 
über  stationÜre  Ströme,  welche  man  am  genauesten  ausgeführt  hat,  nicht 
leicht  Etwas  von  der  Polarisation  der  Metallthei leben  bemerken.  Was 
andererseits  die  Abweichung  vom  Oh  mischen  Gesetze  betrifft,  ist  es 
leicht  aus  den  oben  für  s  erhaltenen  Werthen  ab'znleiten,  dass  bei  ver- 
iUiderllchen  StrSmen,  welche  langsam  genug  ▼erlaufen,  um  als  solche 
beoliachtet  werden  su  können,  diese  Abweichung  geradesn  unmerklich 
sein  muss. 

Dass  dennoch  die  ftlr  t  und  AT  angegebenen  Werthe  keinen  Anspruch 
auf  Genauigkeit  haben  können,  gebt  aus  der  Vergleiehung  der  fQr  die 
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beiden  Spectrallmien  geftindeneD  Werthe  henror*  Denn  enten«  mlissten 
Dftcb  der  Theorie  die  beiden  Werthe  von  X  einender  gleich  sein;  swei- 
tens  mttesten  die  flir  t  geftindenen  Zehlen  eich  nagekehit  verhalten  wie 
die  Behwingnnfidnner,  nnd  dieie  Proportion  ergiebt,  wenn  man  fiBr  die 
/^•Linie  «=25  seUt,  itlr  die  iT-Linle  #»38,  wlhrend  wir  oben  für 
tetsteie  ««»29  erhielten. 

Ei  kann  aleo  die  Theorie  gewiaa  nicht  ale  endgiltig  festgesetst  be- 
trachtet  werden.  Wir  haben  denn  anch  die  Abweichung  vom  Ohm'achen 
Oeeetae  nnr  beaproehent  da  ans  ihr  möglicherweise  die  Abweichnngen, 
welche  wir  swischen  der  Theorie  nnd  der  Erfahrung  finden,  entspringen 
können.  Sehr  gvt  ist  es  möglich,  dass  man  bei  weiterer  Untertnchnng 
andere  Ursachen  fllr  dieselben  kennen  lernen  wird.  Jedenfalls  wird  aber 
gerade  die  weitere  Erfoischimg  der  optischen  Eigenschaften  der  Metalle 
▼on  Wiebtigkeit  sein  fBr  das  bessere  Versttndniss  der  elektrischen  Er- 
scheinungen. 
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Zar  synthetiftchen  Behandlung  der  ebenen  Corven 

'Vierter  Ordnung. 

Von 

MlLINOWSKl, 
ObnUlMv  mm  OjrauiMitui  m  WciMmbwg  Im  Umn. 


n.  Artikel. 
(FottMlnuig  vad  SohluM  Toa  I.) 

20.  Der  Ort  der  Sclmittpunkte  homologer  Elemente  eines 
Strablenb  lisch  eis  M{gg^...)  nnd   eines  projectivischen 
Büschels  von  Curven  dritter  Ordnung  (/*,...      {x^Xj^. ..  j 
ist  eine  Cnrve  vierter  Ordanng  K\  welche  durch  alle 
Grundpunkte  geht. 
Wir  schneiden  das  Büschel  (A/)  durch  eine  Oerade  /,  entsteht 
auf  ihr  eine  Pnnktreihc  P...,  die  snm  Büschel  {^A^  ."^j)  iii  projectivi- 
•eher  Beziehung  steht,  und  suchen  su  bestimmen,  wie  oft  eine  Curve  • 
dieses  Bttschels  durch  den  ihr  entsprechenden  Punkt  auf  /  geht.  —  Die 
genden  Polaren  der  Punkte  P...  bezüglich  ihrer  homologen  Cnrren 
s^...  werden  von  einer  Corre  dritter  Classe  ylerter  Ordnung  C^...  efai- 
gebtfllt,  die  also  eine  Doppeltangente  hat.  Denn  ist  JT  ein  gani  belie- 
Mger  Punkt,  so  bilden  sdne  eonischen  Polaren        beattglieh  a^...  ein 
zum  letzteren  Büschel  und  daher  aueli  sur  Reibe  P...  oder,  wenn  Q 
eb  beliebiger  Punkt  ist,  sum  Büschel  Q{P,,.)  projectiTiscbes  Kegel- 
sehnittbflsebel  mit  den  Grundpunkten  X^X^Ä\X^,   Die  Btlsehel  {ß)  und 
{X^,..X^  erzeugen  eine  Cnrve  X*  dritter  Ordnung,  welche  l  in  drei 
Punkten  sehneidet.    Dies  sind  die  einzigen  Punkte  yon     deren  gerade 
Polaren  bezüglich  ihrer  homologen  Curven  aus  dem  Büschel  {A^ . . .  A^) 
durch  X  gehen  und  es  werden  also  alle  diese  geraden  Polaren  von  einer 
Curve  dritter  Classe  umhüllt. 

Durch  X  legen  wir  eine  Gerade  x  und  nehmen  auf  ihr  die  Punkte 
Yy  Z   Sind  dann  (r, ...  FJt»»''-tt  {.^i  I  die  Büschel 
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conlacher  Polaren  dieser  Punkte  in  Bezug  auf  (A^ . . .  A^)  {x*. . .  |,  so  erzeu- 
gen sie  mit  dem  Büschel  {())  Curven  dritter  Ordnung  F^,  Z^,  von 
denen  sich  zeigen  lässt,  dass  sie  ein  Büschel  bilden,  dem  auch  A'^  an- 
gehüxi.    Da  die  Büschel  (*?^  •  •)»* (i?.«0»  •••  mit  dem  Büschel  (t») 

in  piojectiviscber  Beziebnng  sich  befinden,  so  sind  sie  selbst  unter  ein- 
ander projectivisch  und  es  erzengen  (!'...)  and  (i}'*-.)  eine  Carve 
vierter  Ordnung  durch  die  acht  Punkte  Y^  . .  7^.    Diete  wird 

von  X*  in  ...  A'i  geacbnitten.  Ihre  übrigen  Schnittpunkte  mit 
müssen  auch  anf  liegen;  denn  ist  5  irgond  einer  dieser  anderen 
Scbnittpnnkte ,  so  treffen  sich  in  ihm  die  homologen  Elemente  and 
QP,,  aber  auch  QP,  und  tj,^  Da  aber  die  Curven  and  -T^  sich  ausser 
in  Q  noch  in  acht  Punkten  S^...S^  auf  C*  schneiden,  so  müssen  dnich 
diese  neun  Punkte  QS^.-.S^  auch  die  Curven  Z^...  hindurchgehen,  weil 
2»  anch  durch  die  Büschel  (^^..)  und  (g*...)  oder  (r  ..)  und 
erzeugt  werden  kann.  Von  den  Carven  de^  Büschels  {Ä^F^...)  berühren 
vier  die  Qerade  /,  also  giebt  es  anf  x  vier  Punkte,  durch  die  sich  nur 
zwei  Tangenten  an  ziehen  lassen,  die  daher  anf  Cj^  liegen.  Mitbin 
ist  (?3  von  der  vierten  Ordnung  und  hat  eine  Doppeltangente,  die  irir 
I  nennen  wollen.  Die  Panktreibe  A . . . ,  in  welcher  diese  von  den  Tan- 
genten von  C^y  d.  i.  von  den  geraden  Polaren  der  Punkte  P,,,  besag- 
lieh  ihrer  homologen  Curven  »*...  geschnitten  wird,  ist  diesen  Tangen- 
ten nnd  daher  auch  der  Beihe  /*...  projectivisch.  Demnach  werden  die 
Geraden  PKi*,,  von  einem  Kegelschnitte  eingehüllt,  der  mit 
ansser  I  noch  vier  gemeinschaftliche  Tangenten  hat.  Sie  seien  ^•••f« 
nnd  treffen  /  in  ihren  homologen  Punkten  P^,,,P^,  Wenn  aber  die 
gerade  Polate  eines  Punktes  durch  ihn  hindnrchgeht,  so  mnss  er  anf  der 
Oorve  liegen ;  daher  liegen  P^,,,P^  auf  ihren  homologen  Curven  n^. , , 
Anf  einer  beliebigen  Geraden  giebt  es  daher  vier  Pnnkte,  in  denen  sich 
homologe  Elemente  von  (»'...)  und  {M)  treffen,  also  erseugen  diese  Bfi- 
schel  eine  Curve  vierter  Ordnung.  —  Dass  dieselbe  durch  die  GruAd- 
ponkte  geht,  folgt  auf  bekannte  Art. 

Anderer  Beweis.  Dureh  drei  feste  Punkte  B^B^B^  nnd  die 
Schnittpunkte  ...  von  »>,       ...  mit  einer  Geraden  I 

lege  man  Curven  dritter  Ordnung  .      welche  M  aum  gemdn- 

samen  Doppelpunkt  haben.  Dieselben  bilden  ein  Bttschel,  dessen  Grund- 
punkte  ausser  M  B^  i?,  noch  B^  sein  mögen.  Aus  M  und  B^  werden 
durch  ein-sweigliedrige,  /  wird  durch  swei  projeetiviscbe 
StrahlenbOschel  in  perspectivischer  Lage  projicirt«  Dreht  man  alle  Btt 
sehel  nm  H  und  B^  so,  dass  MB^  und  l\  in  eine  Gerade  fallen,  so 
gehen  alle  Curven  ...  in  Kegelschnitte      ß^^ . . .  eines  BOsehels 

mit  vier  Grundpunkten  ilfS3B®4^5  ^  '  ^'^^  Kegelschnitt  A', 
der  durch  M  gehtj  die  Strahlen  ggi...  bilden  ein  neues  StrahlenbOschel 
nm  .V  in  anderer  l^age.   Die  Strahlen  desselben  schneiden  die  homologen 
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Eegelaehnitte  des  BfiBcbela  f^ß^,,,  in  den  Punkten  einer  Canre  dritter 
Ordnung,  die  M  snm  Doppelpunkt»  hat  und  von  ausser  in  M  noch 
io  vier  Puilkten  geschnitten  wird,  deren  yenrandte  Punkte  (vor  der 
Drehung)  diejenigen  sind,  in  denen  /  von  dem  Eraengniss  der  Büschel 
M{gg^...)  und  sc'«}'...  geschnitten  wird.  Also  ist  dieses  Eracugniss  eine 
Clirve  vierter  Ordnung. 

Ein  dritter  Beweis  ergiebt  sich  unmittelbar  aus  14,  wenn  das 
eine  Büschol  dritter  Ordnuug  in  ein  Büschel  erster  Ordnung  und  einen 
Kegelschnitt  zortalit. 
21.  Wenn  drei  der  (J  run  d  punkte  eines  Büschels  vonOiirvcn 
dritter  Ordnung       Xj^  .  . .  ,    etwa    ^ix^i^sy  c  i  m- r  (Je- 

raden  g  lieg  tu  und  man  legt  durch  die  sechs  übrigen 
eine  beliebige  Uurve  h'^  dritter  Ordnuug,  so  wird  sie 
von  den  Curven  des  Büschels  in  je  drei  Punkten  einer 
Geraden  geschnitten.  Alle  diese  Geraden  treffen  sich 
in  einem  Punkte,  der  auf  g  liegt. 

Die  übrigen  sechs  Punkte  J^...  /I^  liegen  auf  einem  Kegelschnitte 
Ä-,  der  mit  g  zusammen  auch  eine  Gurve  {ßt'.  n)  des  Büscluds  bildet. 
Wenn  wir  die  Geraden,  auf  denen  von  den  Gurven  des  Bttschels 
(»'...)  gesehnitten  wird,  mit  $8^9^..,  beaeichnen,  so  gehört  g  auch  au 
den  (veraden  s....  Entweder  trifft  jede  der  Geraden  s.*.  die  Gerade  g 
in  einem  besondem  Punkte  oder  es  kann  einmal  oder.öfter  sich  ereignen, 
dsss  awei  oder  mehrere  Gerade  s...  sich  in  demselben  Punkte  von  g 
treffen.  Gingen  etwa  9  und  durch  den  Punkt  P  von  g  und  ordneten 
wir  den  drei  Geraden  gss^  die  Curven  (ft't9)x^X|^  au,  so  ist  dadurch 
(wischen  den  Strahlen*  des  Büschels  (P)  und  den  Curven  (a*...)  eine 
projectivische  Beaiehung  hergestellt;  die  homologen  Elemente  beider 
Büschel  schneiden  sich  auf  einer  Curve  vierter  Ordnung»  die  aus  der 
Geraden  g  und  einer  Curve  dritter  Ordnung  besteht,  welche  durch 
■  -/g  und  die  sechs  Punkte  geht,  in  denen  .s^  und  «j  von  x"*  und  Xj' 
ijeschnitten  wird,  die  also  mit  A'-'  zwölf  geraein.schaftliche  Punkte  hat 
lind  daher  mit  dieser  Curve  zusammenfallt.  Es  müssten  sich  also  in 
diesem  Falle  sämmtliche  (ieraden  s...  in  P  trefl'en.  —  Wenn  sich  aber 
nie  zwei  Gerade  s...  auf  g  schneiden,  so  rauss  durch  jeden  Punkt  von 
(j  eine  solche  gehen j  da  aber  durch  die  Punkte  ^x-^^^i  k(dnc  Gerade  * 
^hen  kann,  so  müssen  sich  alle  in  einem  Punkte  von  g  schneiden. 

Anderer  Beweis.  Wir  betrachten  J(....J^  als  Grundpunkte  eines 
Kegelschnittbüschels,  dann  lassen  sich  alle  Curven  x^...  durch  das  Kegel* 
Bchnittbttschel  und  projectivische  Strahlenbüschel  (ß),  ... 

ersengen,  deren  Scheitel  sSmmtlich  auf  der  Geraden  ^^'^^  liegen.  Die 
stmmtlichen  Bfischel  (i?),  (^j),  ...  sind  in  projectivischer  Beaiehung  und 
in  perspectivischer  Lage,  weil  diejenigen  ihrer  Strahlen,  welche  sich  in 
^lA^A^  schneiden,  einander  entsprechen.  Durch  die  sechs  Punkte  A^.^A^ 
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legen  wir  eine  Curve  dritter  Ordnnng  A^,  die  wir  uns  auch  durch  eiii 
Strahlenbüschel  und  oin  projectivisches  Kegelscboitthttschel  erzeugt  den- 
ken wollen.  Dieselbe  können  wir  dann  auch  erzengen  durch  das  Kegel- 
schnittbüscbel  {A^,..A^  nnd  ein  projectivisches  Strahlcnbüschel  (AT), 
dessen  Scheitel  K  nncb  anf  4^A^  liegen  ninss.  Dieses  Strahlenbflscbel  ist 
aneb  in  perspeetiviscber  Lage  mit  allen  Büscheln  {B)^  (^i)i  •••  nnd  or- 
aengt  mit  ihnen  die  Geraden  f«i»..,  auf  denen  in  je  drei  Punkten 
Yon  ic*M|'...  gesehnitten  wird.  Es  möge  nun  g  von  s  in  <?  geschnitten 
werden,  so  sind  BG  nnd  KG  homologe  Strahlen  der  Büschel  (F)  und 
(AT).  Da  aber  aneb  BG^  B^G^  ...  homologe  Strahlen  der  Büschel  {B)^ 
...  sind,  so  sind  auch  B^G^  ...  nnd  KG  homologe  Strahlen  und 
daher  schneiden  sich  tt^.,.  in  G. 

22.  Haben  swei  projectivisebe  Büschel  von  CnrTen  dritter 
Ordnung  sechs  Grnndpnnkte,  die  anf  einem  Kegel- 
schnitte liegen,  gemeinsam,  nnd  entsprechen  dabei 
die  Gnrren  einander,  ron  denen  St*  ein  Bestandtbeil  ist, 

-  so  liegen  die  Schnittpunkte  homologer  Curven  anfeiner 

Ourve  Tierter  Ordnung. 
Es  seien  ABC  DBF  die  sechs  gemeinschaftlichen  Ghundpunkte  der 
projeetivischen  Büschel  (C'C,*...)  und  {K^K^,.  )  und  liegen  auf  einem 
Kegelschnitte  ft',  dann  liegen  die  übrigen  drei  Ornndpunkte  CffC  nnd 
KK'K"  je  anf  einer  Oeraden  c  und  Ar.  Jede  der  Gurven  des  ersten  Bit* 
schels  wird  von  allen  Curven  des  sweiten  Büschels  in  solchen  Geraden 
geschnitten ,  dass  sie  sSmmtlich  sich  in  Punkten  . . .  Ton  Ar  schneiden, 
nnd  jede  der  Gurren  des  aweiten  Büschels  wird  von  allen  des  ersten  iti 
solchen  Geraden  geschnitten,  die  sich  sUmmtlich  in  Punkten  SBI9|  ... 
von  e  trelFen.  Die  Geraden  IftiB,  ^,U3i,  ...  sind  also  die  Schnittlinien 
von  AT*  nnd  C^,  und  C^',  die  Punkte  a^lj  sind  projectivisch 
auf  ...  besogen  nnd  liegen  «peispectivisch,  daher  schneiden  sich 
diese  Geraden  in  einem  Punkte  A  Wir  können  jeder  dieser  Geraden 
die  Gurven  anordnen,  die  sich  anf  ihr  sehneiden,  und  erhalten  dadurch 
zwischen  den  Strahlen  von  {J*)  und  den  Gurven  eines  jeden  der  Büschel 
((  '...)  und  (A  -\..)  projectivische  Beziehungen.  Da  aber  das  StrahlenbUscbel 
(/*)  mit  jedem  der  projectivischen  Gurvenbüscbel  dieselbe  Curve  vierter 
Ordnung  erzeugt,  so  eraeugen  auch  die  projectivischen  Curvenbiischel  die- 
selbe Curve  vierter  Ordnung,  eigentlich  eine  Curve  sechster  Ordnung,  die 
aber  aus  dieser  Curve  vierter  Ordnung  und  dem  Kogelschnitt  besteht. 

23.  Wenn  eine  Curve  der  Ort  der  Schnittpunkte  homo- 
loger Elemente  eines  Bii  .schels  erster  Ord  nung  3/(  r/,,^/, '^,...) 
und  eines  projectivischen  Ii  Usch  eis  dritter  Ordnung 
(/fj  . . . --/.J  {xo^Xj^x/. , . }  ist,  von  d  es  s  e  n  G  ru  n  d  p  u  n  k  l  e  ii  s  e  chs 
auf  einem  Kegelschnitte  Vi*  liegen,  so  trefl'en  alle  Cur- 
veu  dritter  Ordnung,  welche  durch  diese  sechs  Punkte 
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und  (lurcli  jo  drei  Schnittpunkte  hoinolo^or  Eletnento 
goloj^t  sind,  die  OurveA'  noch  in  je  drei  Punkten  einer 
Geraden.  Alle  diese  Geraden  schneiden  sich  in  einem 
festen  Punkte  5  von  Ä'*. 
Diejenigen  sechs  Grund  punkte,  welche  auf  ein<^ra  Kegelschnitte  $^ 
liogen,  seien      . . .      und  die  Schnittpunkte  homologer  Elemente  seien 

^o^o^ei  ^1^1^19  ^i^a^s»         ^'^^        ^^^^  Punkte 
ji^  t , *  j4ß  Bq Cq und  A^»»,  J^B^ B^ 

die  Coryen 

die  sieh  noch  in  CD  schneiden  mögen.  Von  den  Cnryen  des  Bfisohels 
{A^,,,J^B^CD)  gebt  einOi  Xf^  durch  und  daher  auch  durch  D^^  Zwi> 
icWn  den  Bttscheln  (^f),  (^^  ..  nnd  (il, ...  A^Il^C  D)  ist  projectivische 
Besiehung  hergestellt,  wenn  ^o^i^i^  >'o^Ki^x2'  und  V^i^^s^  einander  su- 
geordnet  werden.  —  Alle  Gurven  des  ersten  Büschels  werden  von  tu 
je  drei  Punkten  einer  Geraden  geschnitten  und  alle  diese  Geraden  tref- 
fen sich  in  einem  Punkte  /•',  der  (Geraden  .i^A^A,^\  wenn  A,/^  das  zweite 
Büschel  (iurclilautt,  so  durchlaiitt  E^^  eine  zu  ihm  pinjoctivisclie  I'unkt- 
roihe  auf  A^A^^.  Die  Cnrven  des  zweiten  Büschels  werden  V(in  x,,^,  j*^de 
in  drei  Punkten  einer  (iJeraden  geschnitten  und  alle  rliose  (»eratlen  tref- 
f<'n  sich  in  einem  i'unkte  /•',  von  CD.  Wenn  Xf,"'  erste  Büschel  durch- 
läuft, so  durchläuft  hui  C 0  eine  jenem  projectivische  Pauktreibe  uud 
daher  ist 

C^o  •  •  •)  Ä  (^0  •  ■  •)• 

IHe  Geraden  ^Q^Qt  müssen  sich  in  einem  Punkte  schneiden,  da  der 
ächnittpunkt  von  .  und  C  f>  sich  selbst  entspricht  und  da  t-icU  je 
«woi  homologe  Ourven  der  Büschel  (xj,^...)  und  (Aq*...)  in  je  drei  Punk- 
ten dieser  Geraden  schneiden,  so  ist  ihr  Schnittpunkt  der  Punkt  M, 
Legt  man  also  durch  A^  ...  A^^  ferner  durch  B^C^D^^f  B^C^D^^  ... 
und  einen  festen  Punkt  B  von  AT^  Curven  dritter  Ordnung, 
Bu  schneiden  sie  sich  noch  in  zwei  Punkten  EF  von 
welche  mit  dem  festen  Punkte  in  einer  Geraden  b  liegen. 

Die  Gerade  6  scbneide  AT^  noch  in  S,  Wir  beziehen  die  Büschel 
dritter  Ordnung 

(Ai..,A^B^CoD^)  und  (^^  ..^jB^C^/^j) 

prnjectirisch  dadurch  auf  einander,  dass  wir  je  zwei  Curven  ^nander 
SQordnen,  die  sich  noch  in  einem  und  daher  noch  in  zwei  anderen  Punk- 
ten von  A' '  schneiden     Je  drei  solcher  Punkte  liegen  nach  dem  Ohigen 
ant  einer  Geraden  und  alle  diese  Geraden  müssen  sich  iu  einem  i'uukte 
von  Ä'^,  also  in  N,  sclmeiden. 
24.  \V  e  n  n   die  homologen  Elemente  z  \v  e  i  e  r  p  r  o  j  e  c  t  i  v  i  s  c  h  e  n 
Büschel  von    Curven   dritter  Ordnung  sich   in  je  sechs' 
Punkten  eines  Kegelschnitts  schneiden,  so  liegen  ihre 

16  ♦ 
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übrigen  Schnittpunkte  auf  geraden  Linien,  die  sich  in 

einem  Punkte  treffen. 
Die  pr(»jectivischcn  Curveubüscliol  seien  {A^A.^ . . .  A,}\ii-'ct^ .  .{und 
B , .  .  Ii,,)  ]ß^ß^^. . . } ;  je  zwei  homologe  Curven  sclineiden  sich  in  »ccb« 
Punkten  CDKFGH,  C^D^E^F^GJI^,  ...  auf  einem  Kegelschnitt  Sf«  nn: 
ansserdem  in  je  drei  Punkten  J K Ly  J^K^^L'^^^  die  'auf  geraden  Linim 
9%  9it  liegen*  ^'^^  lässi  sich  zeigen,  dass  alle  diese  Geraden  eich  in 
einem  Punkte  schneiden.  ZunÜcbst  weisen  wir  nach,  dass  keine  twei 
▼on  ihnen  sich  in  einem  Punkte  von  $t*  schneiden  können;  denn  thXtn 
dies  irgend  swei  von  ihnen,  etwa  gm  nnd  und  IXge  ihr  Schnttipiikkt 
0  auf  jf,  so  bildeten  sowohl  und  als  «%  und  neue  Cnrvn- 
bttschel ,  zu  denen  (St\  gm)  und  (ft',  gn)  gehörten.  Die  geraden  Polani 
von  0  besttglich  der  Curren  der  Büschel  (et'...)  und  03*...)  schndd« 
sich  in  swei  Punkten  A  und  B  und  da  0  ein  Doppelpunkt  einer  Cont 
sowohl  im  Bflschel  {t^mf^m)  als  {tt\ß\)  ist,  so  muss  seine  gerade  Polaie 
ftir  alle  Gurren  beider  Büschel  mit  JB  susammenfallen  und  0  mBsite 
auch  ein  Doppelpunkt  einer  Curve  sowohl  des  Büschels  (a*  . .)  als 
sein,  was  nicht  vorausgesetzt  ist.  Daher  krmnen  sich  in  keinem  Pnnktf 
von  St'-  zwei  der  Geraden  fJfJx  -'  «tluiciden  und  sie  müssen  Ä- in  Tunkt- 
paaren  M  •••  schneiden,  welche  in  projoctivischer  Boziolint:: 

V.W  den  Curven  a^ttj^...  und  ß^ß^...  stehen.  Denn  erstlich  entspricht 
jculem  Paare  homologer  Curven  («^/^^)  ein  Funktjiaar  ;V  A'  und  umgekehrt 
Ja,  es  ontspricht  sogar  jedem  Punkte  dieses  Paares  dasselbe  Ourvenpa^! 
(a^^^),  weil  CS  z.  B.  durch  M  nur  eine  einzige  Gerado  geben  kann,  am 
der  sich  homologe  Curven  schneiden.    Da  also 

%  («»«i»...)  A(ilfiIf,...)Ä(^^i  ••) 

ist,  so  muss  auch 

(MM^  . .  iViVj  . . .)  Ä  (A'^^ . . .        . . . ) 

sein  und  es  haben  diese  Pnnktreihen  iuTolutoriscbe  Lage,  woraus  weiter 
folgt,  dass  alle  Geraden       . . .  sich  in  einem  Punkte  P  schneiden; 
femer 

-  («»V  .•)Ä(W..-)Ä^toffi...) 

ist,  so  liegen  die  Sehnittpnnkte  homologer  Elemente  auf  einer  Cim 
vierter  Ordnung  l[\  welche  durch  A^...AfB^.,.B^P  geht. 
25.  Eine  Curve       vierter  Ordnung,  welche  der  Ort  der 
Schnittpunkte   homologer   Elemente   aweier  Bttsebel 
erster  und  dritter  Ordnung  ist,  kann  auf  unxShlig' 
Arten  durch  zwei  solche  Büschel  erzeugt  werden. 
Es  sei  h  *  der  Ort  der  Schnittpunkte  homologer  Elemcntp  der  Bü- 
schel ^'(•^o'''i^2-  •)  ('^1  l^^\x^^^y.^^x./.  .  .\.     Die  lioniolcj^en  Kleuient' 

$p  und  x^p  schneiden  sich  in  /'pf'pOp.  I'^in  beliebiger  Kegelschnitt 
treflo  x^,,  in  P,  ...P^..  Durch  die  neun  Punkte  Bp  Cp  Ifp  l\  . .  ■  I\;  i^c'^ 
eine  beliebige  Curve  dritter  Ordnung.    Diese  wird  von  x^^Xj^V' ^ 
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Gruppen  (xq),  (x^),  (x^),  ...  von  je  nenn  Pankten  gwehnitten.  Wir 
betrachten  {SpP^)  als  eine  Curve  dritter  Ordnung;  dann  constituiren  die 
Curven  Xq^  und  {SpP^)  ein  Büschel  dritter  Ordnung,  von  dessen  Ourven 
V  duteh  (xo)  und  (s^P^)  durch  BpCpDp  . . .  auf  geht.  Deshalb 
mfissen  naeb  13  die  iitni>:on  Cnnren  K^K^...  dieses  Büschels  auch  durch 
•••  gehen.    Wenn  man  je  «wei  Curvon  der  Büschel 

nnd  it^h^K^...  einander  zuordnet,  welche  in  derselben 
Gruppe  (»)  schneiden,  so  sind  die  beiden  Bflscbel  projectiTisch  auf  ein- 
ander  beaogen.   Daher  ist  auch 

. .)  Ä  («0*1  *i  •  •  •)• 

Diese  Bttschel  erzeugen  eine  Cnrve  Tierter  Ordnung,  die  aber,  da  dem 

Strahl  Sp  die  Curve  (sp/'^)  entspricht,  in  >p  nnd  eine  Curre  dritter  Ord- 
nung      zerfällt.   Sie  muss       in  denselben  Punkten  wie  treffen. 

Wir  betrachten  {s^P^)  und  {s^P^)  als  Curven  dritter  Ordnung,  so  con- 
stituirt  die  erste  mit  Xq*,  die  zweite  mit  ein  Büschel  dritter  Ordnung. 
In  diesen  Büscheln  ordnen  wir  x^^  und  K^^^  i^o^'')  ^'")  einander 

zu.  Die  beiden  ersten  schneiden  sich  in  drei  Punkten  von  Sp  und  in 
bcclis  Punkten  von  /'^  die  beiden  letzten  in  i*?.  Ordnen  wir  noch  zwei 
Curven  einander  zu,  die  sich  in  einem  Punkte  von  .v^  treffen,  so  erzeu- 
gen beide  Büschel  eine  Curve  sechster  Ordnung,  die  in  (A  '.Sp/'^)  de- 
generirt.  Ersetzt  man  Ä','^  durch  Xj^,  so  ergiebt  sich  erstens,  dass  die 
Curven  des  Büschels,  welches  durch  und  (•'«■i gebildet  wird ,  in 
denselben  Gruppen  treffen,  wie  die  Curven  des  Büschels,  welches  von 
Ä',  *  nnd  (•'»'i /*")  constitnirt  wird.  Deshalb  sind  diese  Büschel  projectivisch 
auf  einander  und  auf  die  Curven  des  Büschels  [xq^,  (^0^^)]  bezogen.  Die 
Büschel  W.  »na  WCP")] 

ersengen  eine  Curre  sechster  Ordnung,  welche  aber  in  P'  und  eine  Curve 
£^*  serfkllt,  welche  X*  in  BpCpDp  und  in  den  Punkten  trifft,  in  denen 
diese  Curve  von  und  AT*  geschnitten  wird.  Wenn  JT'  das  Bttschel 
{BpCpDpP^.  . /'g)  duTcblinft,  so  bleiben  in  den  projectivischen  Bttscheln 

|xo\  (.>./'-)]  und  lx,  ',(.s^/^^')l 
«lit  Kelhen  Curven  wie  vorher  zugeordnet,  nämlich  Xy'  und  x^^,  [s^^P"*)  und 
'>,/  -)  und  die  beiden  Curven,  welche  sich  in  h'pCpDj,  treffeu.  Daher 
resultirt  auch  dieselbe  Curve  A'j*,  welche  also  mit  A  '  zusammenfallen 
mnss,  da  beide  Curven  sich  stets  in  je  neun  Punkten  der  Curven  X* 
treffen. 

.Tedes  der  vorigen  Büschel  können  wir  aber  ersetzen  durch  eines  der 

folgeBden:  («3»,  (»3 />»)]  

Alle  einander  entsprechenden  Curven  schneiden  sich  in  denselben  neun 
Punkten  von  K*  und  sind  projectivisch  auf  SqS^s\^...  bez(»gpn.  Daher 
giebt  es  unendlich  viele  Büschel  dritter  Ordnung,  deren  Oruudpuukte 
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aut  A'*  liogeu,  welche  jirojccti visc-h  anf  {s„s^s^  . . .)  bezogen  sind  luul  mit 
diesem  Hü8cliel  die  Curve  A  '  erzeugen.  Wenn  /'-  sich  ändert,  werden 
sich  auch  die  Hasen  der  erzeugenden  lUihchcl  dritter  Or«lnung  ändern 
und  ila  alh'  Kegelschnitte  der  Kben«;  ein  tiebilde  von  tiinllach  unend- 
licher Mächtigkeit  i)ilden,  werden  solche  erzeugenden  Biischcd  in  sechs- 
fach unendlicher  Mächtigkt'it  vorhanden  sein,  also  in  ders»  llien  Zahl ,  al^ 
sich  C'urven  dritter  (Jrdnung  durcli  drei  l*tuikte  legen  lassen.  —  Weiiu 
man  daher  durch  die  S  c  h  n  i  1 1  |t  n  n  k  t  c  der  Stialih-n  .v ,  .v,  .s\,  . . . 
und  sechs  feste  Punkte  von  A''('urven  d  r  i  1 1  e  r  (>  r  d  u  u  n  g  logt, 

HO  schneiden  sich  diese  u   c  h  i  n  d  r  c  i  a  n  d  e  r  e n  P u u  k t  e  n  v o  n  A  *. 

» 

Anderer  Beweis.  Der  durch  die  fünf  Punkte  bestimmte 
Kegelschnitt  schneidet  k'*  noch  in  drei  Punkten  ^Va^'i-  t)urcb 
A^...Ar^Bf  und  die  Gruppen  ß^C^D^y  ß^t\Ü^  lege  man  die  Curven  drit- 
ter Ordnung  ßj^ßi^^  welche  sich  noch  in  COE  schneiden  mögen.  Eine 
Cnrve  des  von  beiden  constituirten  Büschels,  /J^^  gt^ht  durch  C,,  Da  c„* 
und  /^o'  sich  in  drei  Punkton  einer  (Jeraden  tretVt>n,  so  liegen  ihre  übri- 
gen Schnittpunkte  auf  einem  Kej^elschnitte  und  sie  schneiden  sich  also 
noch  in  ('^  auf  ebenao  schneiden  sich  a^'  und  ßi^  noch  in  (/ m(  %*, 
Wenn  wir  je  swei  Cunren  der  Btt«cbel 

nnd  {J^,,,  J^ß^CDS), 

die  sieh  in  einem  Punkte  von  schneiden ,  einander  snwdsen ,  so  sind 
diese  Bflschel  projectivisch  auf  einander  besogen  und  Je'  swei  homologe 
Curven  schneiden  sich  in  drei  Punkten  einer  Geraden.  Alle  diese  Ge* 
raden,  g^g^g^ji-i  •  ■■>  schneiden  sich  (vergl.  24)  in  einem  Punkte,  der  hier« 
da  und  s^^  und  «|,  und  ansammenfallen,  der  Punkt  S  sein 
musa.   Da  aber 

(«0^       . .)  Ä  (V^,'. . .)  Ä  S{s,s,  . . .)  Ä  S{,j,n^ . . .) 
ist,  so  nniss  g.^  mit  .'«3,  g^  mit  .f,,  ...  zusammenfallen  und  es  fallen  die 
Schnittpunkte  von  ß.^''  und        ß^  nnd  y, .  ...  mit  lKi^\ß\y  ■■• 

zusammen.  Mau  kann  also  das  Büschel  (J,  . . .  ersetzen  durch  ein 
anderes  {.1^  . ..  Arji.,(' I>  K)^  in  welchem  der  eine  Grundpunkt  beliebig 
gewählt  war.  Setzt  man  dasselbe  Verfahren  lort,  so  erkennt  man,  dass 
man  noch  sechs  von  den  Grundpnnkten  wählen  kann,  nnd  erhält  als 
Resultat : 

Legt  man  durch  ßJ\J)Q^  i^jt', /), ,  ...  und  durch  sechs  be- 
liebige Punkte  von  Curven  dritter  Ordnung,  so  schnei- 
den sich  dieselben  noch  in  drei  Punkten  von 

Es  sei  nun  X  dn  ganz  beliebiger  Punkt  von  iC\  XqX^x^,,.  Strahlen 
durch  ihn.   Diese  schneiden      noch  in         If^,        0"^,        '^ti  •  * 
Man  lege  durch  ÜqV^H^qB^CqÜ^  eine  Curve  xq'  dritter  Ordnung,  welche 
K*  noch  in  sechs  Punkten  Z,  ...Z,  schneidet,  welche  auf  einem  Kegel- 
schnitte liegen.   Nach  dem  Vorigen  giebt  es  nun  eine  Cnrve  dritter  Ord- 
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nuug        welobe  dvrch  die  awölf  Paukte  ü;»  ff' ^    ^\  O^Z^...Z^  geht, 
bosielieii  die  Cnrveiibfiscliel  dritter  Ordnnng 

{B,V,D,Z,,..Z,)  und  {B,i\U,Z,.,.Z^) 
projectivisch  Tladiircli  aufeinander,  dass  wir  je  Bwei  Cnryeii  einander  sn- 
onlnen,  die  sich  noch  in  oiuem  und  daher  nach  dem  vorigen  Satze  noch 
in  zwei  anderen  Punkten  vun  h'^  schnoidi  u.  In  diesen  Hü8eheln  ent- 
sprechen äieh  dirjenigcn  Curven,  welche  in  den  Kegelüclinitt  Z-,  auf  dein 
/|...Z,3  liegen,  und  in  eine  der  Oeraden  /»'„^o'^o  odf^x  By(\0^  zerlallen. 
Sie  erzeugen  dalier  eine  Curve  sechster  Ordnung ,  die  aher  in  Z- und  A'* 
zerfallt.  Je  zwei  homologe  Curven  schneiden  sich  aher  in  drei  Punkten 
oiiicr  Geraden  und  alle  diese  Geraden  müssen  sich  in  einem  Punkte  von 
A  *,  also  in  X  treffen.    Wendet  man  nun  den  vorigen  Satz  an,  so  fol};t : 

26.  Legt  man  durch  einen  beliebigen  Punkt  <i'von  A'*  Strab> 
len  XqX^x^,,,^  welche  if^  in  V^Vq^^'^o  ^i^t^i*  ^t*^»''^»  •• 
sehneiden,  ferner  durch  je  drei  susammcngehörige 
Schnittpunkte  und  irgend  eeche  feete  Punkte  von 
Curven  dritter  Ordnung,  so  schneiden  sieh  diese  noch 
in  drei  anderen  Punkten  von  X\ 

27.  Curvenneti  dritter  Ordnung. 

Die  drei  Curven  dritter  Ordnung  if^iTjA',,  welche  nicht  su  einem 
Bflsehel  gehören  sollen,  bilden  drei  Bflschel  (üTo'^i)»  C^i^)»  C^fl^oh  Wir 
beliehen  die  beiden  ersten  projectivisch  so  auf  einander,  dass  ATj  sieh 
Nlbgt,  Kq  der  Curve  IT,  und  irgend  eine  Curve  if',  des  ersten  einer  A''^ 
des  zweiten  entspricht,  so  schneiden  sieb  die  homologen  Cnrveu  dieser 
Biischel  auf  einer  Curve  sechster  Ordnung,  die  in  K^  und  eine  andere 
Curve  dritter  Ordnung  ^^  zerlallt,  woraus  also  folgt: 

Die  Schnittpugkte  der  Curven  Äq  und  Ji\  liegen  mit  den 
Sehn  it  t]»  u  n  k  t  en  zweier  be  Ii  eh  igen  Curven  der  beiden  Bü- 
schel {A\^A\)  und  {h\A\^)  auf  einer  Curve  dritter  Ordnung. 

Bringt  man  jede  Curve  von  {h'^A\)  mit  jeder  von  {  Ji\  h'S)  zum  Durch- 
schnitt und  legt  durch  die  Schnittpunkte  die  durchgehende  Curve  von 
■  ^0^2)1  so  erhält  man  alle  Curven  dieses  Büschels.  Sind  01  ^  01  ^^^^ 
Curven  des  ersten  Büschels,  K\<^K'\^  zwei  des  sweiten,  so  liegen  die 
Schnittpunkte  von  K\i  und  mit  denen  von  K''^^  nnd  h  "\^  auf  einer 
Curve  dritter  Ordnung.  Halten  wir  iT'^g  nnd  A",5j  fest  und  lassen  A'^j 
nnd  K'\^  die  Biischel  (A'oifi)  nnd  (A^iAT,)  durchlaufen,  so  erhalten  wir 
alle  Cnrven  des  Büschels  -^^f  di^«       erhalten  wir  alle 

Corren  aller  Büschel,  deren  Gmndpunkte  die  Schnittpunkte  von  irgend 
swei  Cnrveu  der  Büschel  (AToA",)  und  sind. 

Verwenden  wir  die  Büschel  (AiA^)  und  (i^M  oder  (K^iCJ^  und 
i^o/^i)  snr  Herstellung  neuer  Curven  in  der  angegebenen  Art,  so  iMsst 
(ich  zeigen,  dass  ausser  den  schon  erhaltenen  keine  neuen  Cnrven  auf- 
treten. Denn  nehmen  wir  eine  Curve      aus  (/^^Aq)  nnd  eine  beliebige 
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K  aus  (A\,(iAoj)  und  beziehen  (Ä'qÄ'jj)  und  (Ä'^A',)  projecttvisoh  aaf  ein- 
«nder,  indem  wir  i^o  sich  selbst,  h'^^  und  und  swei  Carven  einander 
entsprechen  lassen,  welche  sich  in  einem  Punkte  von  *  schneiden,  so 
erzengen  diese  eine  Cnrv^e  dritter  Ordnong,  welche  mit  %  zehn  gemein- 
schaftliche Punkte  hat  und  also  mit  ihr  susammenfHUt.    Wenn  A',  nnd  » 

sich  in  P  schneiden  nnd  es  ist  kjX^  diejenige»  Cnrve  ▼on  (AoATi),  welche 
durch  P  geht,  so  folgt,  dass  k  auch  eine  Cnrve  des  Bfisebels  (A'^A'uf')  ist. 
Dieses  Bttschel  erhalten  wir  aVer  anch  ans  den  Becheln  (A'^Ai)  und 
{A\A\),  in  denen  wir  die  projectiTische  Beziehung  nur  so  feststellen 

diirlen,  dass  Ä',  üicli  selbst,  A'df'  der  Curve  Ä'g  ent-spi irlit.  Somit  erhal- 
ten  wir  alle  Curveu   des  Netzes  [k^h^Ji'^],  wenn  wir  allt'  Curveu  der 

Büschel  uns  vorstellen,  welche  eine  veränderliche  Curve  A,'.{'  des  Bü- 
schels (i^o^i)  ^'^^^  verXnderlichen  ülf  des  Bttscbels  (ATiAT,)  oder 
jede  dieser  Teränderlicben  Cnrven  mit  einer  verftnderlichen  ifjs^  des 
Bflschels  (A^jiT^)  bestimmt.    Daraus  aber  folgt: 

Je  Bwei  Bfiscbel  des  Netzes  haben  eine  Cnrve  gemein. 

Man  leitet  ans  diesem  Satse  leicht  einige  Hanpteigensebaften  dM 
Netaes  ab,  so: 

a)  Alle  Carven  des  Neties,  welch'e  durch  einen  Punkt 
geben,  bilden  ein  Bflscbel. 

b)  Schneiden  Curveu  eines  Bttscbels  dritter  Ordnung  eine 
beliebige  Curve,  dritter  Ordnung  und  man  legt  durch 
die  einseinen  Gruppen  von  Schnittpunkten  und  einen 
beliebigen  Punkt  andere  Curven  dritter  Ordnnng,  so 
bilden  auch  diese  ein  Bttscbel. 

Haben  alle  Curven  eines  Bttscbels  sechs  Punkte  eines  Kegelscbnittee 
gemeinsam,  so  liegen  die  anderen  drei  Grundpunkte  auf  einer  Ge> 
reden  g.  Legt  man  durch  die  ersten  sechs  Grundpunkte  eine  beliebige 
Curve  dritter  Ordnung,  so  constituirt  sie  mit  dem  Bttscbel  ein  Nets.  Sie 
schneidet  jede  Curve  des  Bttscbels  in  drei  Punkten  einer  Geraden.  Jede 
derselben  bildet  mit  eine  Cnrve  des  Netaes.  Die  ein^  von  ihnen,  /, 
schneidet  g  in  P\  alle  durch  P  gehenden  Curven  des  Netaes  bilden  ein 
Bttschel.  .Zwei  dieser  Curven  sind  {i^*g)  und  (A^*/)«  bestehen  alle 
ttbrigen  auch  aus  IT*  und  einer  Geraden.  Hiermit  ist  der  Sati  21) 
von  Neuem  abgeleitet 
Ebenso  folgt: 

c)  Haben  die  Curven  eines  Büschels  dritter  Ordnung  drei 
Grundpunkte  A^A^A^  anf  einer  Geraden  und  legt  man 
durch  sie  ein  e  he  Ii  eb  i  ge  Curve  d  r  i  1 1  c  r  O  rd  n  u  n  g,  so  wird 
sie  von  j  e  d  e  r  C  u  r  v  e  d  e  s  B  ü  s  c  b  e  1  s  i  n  s  e  c  b  s  P  u  n  k  t  e  n  c  i  n  e  s 
Kefrelscbnitte«  getroffen.  Alle  diese  Kogels  cbnittc 
bilden  ein  Biibcbel,  2U  wclchcui  auch  der  KegeUcLuilt 
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gehdrt,  auf  dem  die  ftbrigen  aechs  Grtmdpunkte  des 
Bttschels  dritter  Ordnimg  Hegen. 
28.  8i]id(Ko'V  •*)  «Dd(W***)  projeetiviBclie  Bttschel  drit- 
ter Ordnung,  so  bestimmen  die  Schnittpunkte  homo- 
loger Elemente  neue  Bflaehel  dritter  Ordnung  von  der 
Eigenschaft,  dass  sich  ihre  Ourven  unendlich  oft  so  su 
neuen  BUscheln  ordneui  dass  in  Jedem  derselben  aus 
jedem  der  ersten  Bttschel  eine  Curve  vorkommt. 
Durch  die  Schnittpunkte  P| . . .  /^^  irgend  iwner  homologen  Curven 
x%  und  i%  lege  man  swei  beliebige  Cnrven  dritter  Ordnung  if'  und  X\ 
Die  Bttschel  (Af*»o'^)  und  (ilf'V)  scheiden  JT*  in  denselben  Pnnktgrup- 
pen,  wie  {»qXi)  und  (A^^il^^).    Ordnen  wir  Je  awei  Curven,  die  sich  in 
denselben  neun  Punkten  von  X*  schneiden,  einander  su,  so  ist 

(xo^W')  Ä  (Ho^x^^),    WAP)  Ä  {k^H,') 

und  also 

Da  in  den  lotsten  Bflscheln  sich  selbst  entspricht,  so  erseugen  sie 
eine  Gurve  dritter  Ordnung,  welche  JC^  in  den  neun  Punkten  ...  Qq 
schneidet,  in  denen  diese  Curve  von  der  Cnnre  geschnitten  wird, 
welche  von  den  Bttscheln  (Vx^^)  und  (A^^Aj^)  eneugt  wird.  Diejenigen 
Cunren  der  Bttschel  {kq^M^)  und  (Ao^i/^),  welche  den  Cunren  x^^  und  A^' 
der  Bttschel  (x^^^x^^)  und  (Aq^A^^)  entsprechen,  seien  und  L^.  Die 
Bttschel  (xu^A()^)  und  (A'j'Z.^^)  kann  man  projectivisdi  so  auf  einander 
beliehen,  dass  sie  die  Cnnre  {M^N^  ersengen,  wenn  man  und 

und  einander  und  sich  selbst  entsprechen  iKsst.  Da  «j*  und 
IT,*  sieh  in  neun  Punkten  von  X*  und  ebenso  A|'  und  L^*  sich  auch  19 
nenn  Punkten  von  X^  schneiden,  so  treffen  die  Cnryen  der  Bttschel 
(h^^L^^  die  Curve  X^  in  denselben  Pnnktgruppen.  Beasiehen  wir  nun 
dio  Büschel  (xo^Af»*)  und  (xj^Aj')  projoctivisch  so  auf  einander,  dass  Xq' 
und  X,  ',  A,;'  und  A,  \  und  die  beiden  Curven  einander  entsprechen,  welche 
sich  in  /\  trcft'en ,  so  erzon};on  sie  eine  Curvc  /fj^  sechster  Ordnung, 
welche  A'^  in  denselben  runkteu  schneiden  niuss,  wie  (M^N^)  und  also 
Ä'*.  xVuf  dieselbe  Weise  folgern  wir,  dass  k''  und  Ä'^*^  sich  in  zwölf 
Punkten  jeder  Curve  des  Büschels  fx'p/.'^,!  schneiden  und  daher  zusam- 
menfallen müssen.  Also  lä.sst  sich  J\  '  auch  durch  liie  Büschel  (x,;''A,;*), 
(xj^A,'),  (xjj^A/),  ...  erzeugen  und  durch  die  neun  Punkte,  in  denen 
eine  Curve  des  ersten  Büschels  h*'  schneidet,  geht  aus  jedem  der  anderen 
Büschel  eine  Curve. 
Hierau.s  folgt: 

a)  Schneiden  die  Curven  x,,'' x,^  x^' . .  eines  Büsch  el.s  dritter 
Ordnung  einen  Kegelschnitt  A  -  und  legt  man  durch  zwei 
8  c  Ii  n  i  1 1  j»  u  n  k  t  s  g  r  u  |>  |i  e  n  zwei  beliebige  Curven  dritter 
Ordnung  A^^  und  Aj^^,  so  treffen  die  Curven  des  Büschels 


Digitized  by  Google 


222  Zur  synthetischen  Behandlung  etc. 


(Iq^^i^)  den  KegeUchniCt  if^  in  denselben  Scbnittpunkts- 
grnppen* 

Die  Carren  x,,^  und  Iq^  schneiden  sicli  noch  in  drei  Punkten  einer 
rirradon  und  ebenso  x,^  und  Aj'  in  drei  Punkten  einer  Geraden  ^j. 
Es  bilden  also  V*,  A„^  (A^f^)  ein  Büschel  und  x,^,  Aj^,  (A  ^jjTj)  ein  anderes 
Btts«hcl.  Ordn  on  wir  Xy^  und  X|^,  Ay"*  und  A|^,  {^'{Jo)  und  einender 
8Q|  so  sind  die  Büschel  projectivisch  auf  einander  bezogen  nnd  erzeugen 
ausser  eine  Curre  vierter  Ordnung  A'  ^  Diese  Curve  kann  nach  dem 
obi^  Salae  ancb  durch  die  Bttschel  (no^Hi^...)  und  (VV*--)  erzeugt 
werden,  so  dass  sich  also  bomologe  Onrven  dieser  Bttschel  in  je  sechs 
Punkten  von  iC*  schneiden. 

If)  Legt  man  dnroh  awei  Ornndpunkte  eines  Bflscbels  drit- 
ter  Ordnung  einen  Kegelschnitt  nnd  durch  je  vier 
Punkte,  in  denen  er  von  einer  Gurve  des  Bttscbels  ge- 
schnitten wird,  und  durch  irgend  einen  festen  Punkt 
Kegelschnitte,  so  bilden  diese  ein  Bttschel. 
e)  Ist  eine  Ourve  iC^  fttnfter  Ordnung  durch  ein  Bttschel 
dritter  Ordnung  («o'«!****)  ^»d  ein  projectivisehes  Bfl- 
scbel  sweiter  Ordnung  (V^i****)  «ra^ugt  und  man  le^t 
durch  die  Schnittpunkte  von 

«SlS    «SlS  «fSlS 

"ü    0  »  "l  *i  «  *2       >    •  •  • 

und  drei  beliebige  Punkte  von  Ä'^  Onrven  dritter  Ord- 
nung, so  treffen  sie  sich  noch  in  seclis  Punkten  von  A'*, 
ti)  Ist  eine  Curve  A*  vierter  Ordnung  durcii  ein  Büschel 
dritter  Ordnung  (x^^x,',..)  nnd  ein  p  roj  ecti  visclies  Bü- 
schel erster  Ordnung  (A^A^...)  erzeugt  und  mau  legt 
durch  die  Schnittpunkte  von 

'*o''^»  ''i^^i»  ••• 
und  sechs  beliebige  Punkte  von      Cnrven  dritter  Ord- 
nung, so  treffen  sie  sieb  noch  in  drei  Punkten  von  A'^ 

29.  Haben  awei  projectiviscbe  Bttschel  dritter  Ordnung 
drei  Punkte  A^A^A^  einer  Oeraden  g  gemein  und  ent- 
sprechen sich  diejenigen  Curven,  velche  g  als  einen 
Bestandtbeil  beben,  so  treffen  sich  alle  Kegelschnitte, 
auf  denen  sich  je  swei  bomologe  Cnrven  in  sechs  Punk- 
ten schneiden,  in  denselben  vier  Punkten. 

Die  projecti vischen  Bttschel  und  Ao'A^^...  haben  ausser 

A^A^A^  noch  die  Grundpunkte  A^,,,Af  und  B^..,B^^  von  denen  die 
ersten  auf  einem  Kegelschnitte  x^,  die  anderen  auf  einem  Kegelschnitte 
liegen.  Dann  sind  (x**;)  und  {i^^g)  entsprechende  Curveu.  Die  Curve 
»„•  wird  von  allen  Curvcn  des  Büschels  (A^^. .  )  in  je  sechs  Punkten  ge- 
schnitten, die  stets  auf  einem  Kegelschnitte  liegen,  und  alle  diese  Kegel- 
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schnitte  bilden  nach  27c)  eiu  Büschel,  dessen  Basis  (ATy)  auf  lifgt. 
Wenn  Xq^  das  Büschel  (x„^...)  dmcliläuft,  so  durchlaufen  die  Basen  (A,), 
(/r^).  . . .  die  Quadrupel  einer  biquadratischeo  Invulutiony  sn  welcher  aueh 
die  vier  Schnittpunkte  von  und  il*  gehören.  Die  Curve  Aq*  wird  von 
allen  Cnrven  des  Büschels  (x„^. . .)  in  je  sechs  Punkten  eines  Kegelechnit- 
tes  geschnitten  und  olle  diese  Kegelschnitte  bilden  ein  Büschel,  dessen 
Basis  {Iiq)  auf  liegt.  Wir  lassen  Xq^  das  Büschel  (^Aj^...)  durchlaufen, 
dann  durchlaufen  die  Basen  {Lg),  (X,),  ...  auch  die  Ouadrapel  einer  nur 
ersten  projectivischen  biqiftidratischen  Involution.  Je  swei  entsprechende 
Quadrupel  liegen  auf  einem  Kegelschnitte  und  alle  diese  Kegelschnitte 
müssen,  wie  ans  den  Eigenschaften  des  Kegelscbnittneties  Yolgt,  ein 
Büschel  bilden. 

Mit  Hilfe  dieses  Satzes  .iMsst  sich  28  c;  auch  auf  folgende  Art  be- 
weisen. 

Die  Grundpunkte  beider  Büscbel  seien  A^..,J^  und  Bi,,,B^^  und 
die  Schnittpunkte  homologer  Gurren  seien 

•  ^^O'^'o^o'o^o^o»  ^i^i^i^i^i^ii  ^^^'fCi^a»  •••• 
Die  Gerade  ^1^%  schneide  die  erseugte  CurVe      noch  in  CmCnCp, 

Man  lege  durch  A^A^Dm  und  die  beiden  ersten  Gruppen  swei  Cnrven 
dritter  Ordnung      und  l^^  welche  die  Cnrven  «q*  und  %^  noch  in  den 
Punkten      und       der  Geraden  A^A^  schneiden  müssen.   Die  Cnrven 
und      constituiren  ein  Büschel,  von  welchem  eine  Curve,  A'm,  durch 
den  Punkt  Cn  geht,  welchen  auch       trifft.   Ordnen  wir  nun  die  Cnr- 
ven »o'  und  und  A|',  »'»  und  A\i  einander  su,  so  sind  die  Bü- 
Bebel  (»'...)  nud  (!'...)  projectivisch  auf  einander  besogen.   Je  swei 
homologe  Curven  schneiden  sieb  auf  A  ^      und  daher  noch  in  sechs 
Funkten'  eines  Kegelschnittes.   Diese  sttmmtlichen  Kegelschnitte  müssen 
aich  in  B^,,,B^  treffen,  da  swei  von  ihnen      und  A,'  sind.   Die  Cur- 
ven x'm  und  A'm  müssen  sich  auf  dem  Kegelschnitte  A'«,  schneiden,  da 
derjenige  Kegelschnitt,  auf  welchem  die  'Schnittpunkte  dieser  Cnrven 
liegen,  durch  B^B^B^B^  and  />„,  gehen  muss.    Da  nun  die  Kegelschnitte, 
auf  denen  sich  je  swei  homologe  Curven  der  Büschel  («'...)  und  (i'...) 
Bchneidenv  ein  zu  beiden  und  daher  auch  zum  Büschel  (A'. ..)  projectf- 
visches  Büschel  bilden,  und  da  dreimal  homologe  Kegelschnitte,  V^i'^'m» 
zusammenfallen,  so  fallen  alle  homologen  Kegelschnitte  zusammen  und 
irgend  zwei  homologe  Curven  x  ^  und        schneiden  sich  in  sechs  Punk- 
ten von  A^.r.    Daher  kann  A'^  durch  die  projectivischen  Büschel  (A*.  .) 
und   (a,-...)  erzeugt  werden.     Im  ersteren  ist  />,„  ein  beliebiger  (rrund- 
punkt.     Da  in  gleicher  Weise  sich  zeigen  läsut,   da^s  man  statt  und 
/i.^  zwei  beliebige  ruuktc  von  A als  Grundpunkte  substituiren  kann,  so 
ist  der  8atz  bewiesen. 
30'.   1.  Gegeben   seien  die  l'uukte  v^,  ..  //^ />,.  ..  A'^ -S;   man  soll  zwei 
Punkte       finden,  so  dass  die  Büschel  dritter  und  erster  Ordnung 
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{Ji,.,ji,XF)\Bi...Bf^\  und  S{B^,..B^) 

iu  projeetiTlscher  Besiehnng  sich  befinden. 
Es  seien  Ii\  und  B^^        neunten  Grundpnnkte  der  Bfischel  dritter 

Ordnung  (./,  . . .  B\)  und  {A^ . . .  ^-  IK^  />'.,).  Man  ordne  die  durch 
B^/>.j^/>\  gelionden  Curven  des  ersten  Büschelis  den  Strahlen  '^B^, 
SB^  zu  und  construiro  diejenige  Curve  des  Büschels  dritter  Ordnung, 
welche  dem  Strahl  entspricht;  dann  ist 

(^1 . . .        ^j)  I B^ B^B^\Ä  6iß^  B^ , 

ebenso 

{A^,.,  A,  B,  B\)  I  B^  B,  B^  B^\  A        B^  B^  B,), 
also  anch  _ 

(^1  ,»mJ^JB^B^)^B^,,,  B^\  a  (^|  •  •  •     ^%B'^\Bg . , .  B^\, 

Diese  Bttsehel  erzengen  eine  Cunre  AT*  sechster  Ordnung,  welebe 

A^...  A^  sn  Doppclpunkten  hat. 

Legt  man  durch  A^*,.A^  und  die  Schnittpunkte  sweier  homologen 
Gurren  irgend  eine  Gurre  dritter  Ordnung,  so  schneidet  sie  in  einem 
Punktpaare  AT,  so  dass 

{A,...A,XY)\B,.,.B,\r^S{B^...B;). 

Es  kaun  auf  H^'  nur  ein  Puuktpaar  -V^ ^'obeu,  so  da&s 

wenn  B^  ein  ausserhalb  if*  liegender  Punkt  ist;  denn  gftbe  es  noeh  cb 
Puuktpaar  i\    ,  fttr  welches 

{A^...A,A\Y,)\B,...B^\7^Si,B^...B^), 

80  würden  die  prtgectivischen  Büschel 

(^1 . . .  i^o)  ^^'^  (^1  •  •  •      '^l  F|) 

die  iV*  ersengen,  auf  welcher  dann  auch      liegen  mtlsste. 

Um  das  Punktpaar  -^o^o  *^  erhalten,  bestimme  man  eine  Curve 
durch  die  projectivischen  Büschel 

{A^...A^D^B\)\B^B,B^B^\  und  (A^,..  AtB^B'^)\B,B,B^B^\. 

Die  beiden  Curven  haben  gemeinsam  dio  sieben  D(»ppel{>unkte  A^...A^ 
und  die  Punkte  i^\i^\B.^fi\^B^l>\^^  wenn  /'  .,  dt  r  neunte  Schnittpunkt  der 
durch  gehenden  Curven  dritter  Ordnung  ist.  Die  beiden  letaten 
Schnittpunkte  sind  die  verlangten  Punkte  Iq. 

II.  Gegeben  sind  die  13  Punkte  A^. J^B^,.,  B^S.  Man  soll  drei 
Punkte  FZ  finden,  so  dass  die  projectivischen  Bfischel  dritter 
und  erster  Ordnung 

...A,^Ä'rZ)\B^...B^\  und  S(B^...  B^) 

in  projectivischer  Beziehung  sind. 
Nach  der  vorigen  Aufgabe  bestimmeu  wir  Punkte  B\B'\  und  B'^B'^^ 

(i^, . . .  A^B^  S j  iT'j)  I  B^B^ B^  ^8  Ä  B^  B^  B^  B^ , 
(ilj . . .  A^B^B^ff*^  \  B^  B^  B^  B^B^7\  S{B^  B^  B^  B^  B^) 
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ist  und  bettimm«n  in  beiden  Btiscbeln  dritter  Ordnung  diejenigen  Cnr- 
Ten,  welebe  den  Strahlen  SB^^  resp.  SB^  entsprechen.    Dann  ist 

{Jg...  ji^B^ß  ^B\)\Bi,. .  Bq\  a  (^1  ,.»A^BgB  ^  B'\)  \B^,.,  BJ^ , 

d«  beide  in  proJeetiTiflcber  Beziehnng  su  ${B^,..B^  ateben.  Beide 
BtlBchel  ersengen  eine  Cnnre  sechster  Ordnung  K^.  Legt  man  durch 
irgend  drei  Schnittpunkte  sweier  homologen  Gurren  und  A^,.,A^  eine 
Cnrve  dritter  Ordnung,  welche       noch  in  XYZ  schneidet,  so  muss 

.    (J, . . .  A^XYZ) }     . . .  tfg}  Ä  6(^1 . . .  ^g) 

sein. 

LSsst  man  das  Tripel  XYZ  die  Curve  durchlaufen,  so  erceugen 
die  beiden  Bflschel  dritter  und  erster  Ordnung  Gurren  vierter  Ordnung, 
die  alle  durch  die  13  Punkte  Ai,,,A^B^,,.  B^S  gehen.  Von  ihnen  geht 
nur  eine  einsige  durch  einen  Punkt  B^,  Denn  gXbe  es  awei  Gruppen 
JT]  F|Z,  uod  Ä^y^Z^  von  der  Beschaffenheit,  dass 

( ^, . . . .-/, y, z,)\fi^...p,\  A >s ( . . .  , 

so  müssten  die  beiden  projectivischen  Büschel  eine  Ourve  sechster  Ord- 
nung erzeugen,  welche  durcli  ß-  gellt.    Da  aber  die  erzeugte  (Jurve 
ist,  so  ist  dies  unmöglich,  weun  B.j  ausserhalb  gewählt  ist.  Also: 

III.  Es  giebt  nur  eine  einsige  Gruppe  XYZ  von  der  Be- 
schaffenheit, dass 

(A^,..A^JFZ){Bi,.,Bj\KS{B^...B,) 

ist. 

Hiermit  ist  die  Aufgabe  gel$st: 

IV.  Durch  14  gegebene  Punkte  vermittelst  sweier  pro- 
jectivischen Büschel  dritter  Ordnung  und  erster  Ord- 
nung eine  Ourve  vierter  Ordnung  su  legen. 

Eine  andere  Auflösung  dieser  Aufgabe  findet  man  in  „Atmali  äi 
Malemalica^*  Serie  Ilt  Tomo  II,  in  der  Abhandlung  Siebeck*s:  „De  Ui- 
angulo  chordale  quahior  seeHonum  eoniearum." 

Aus  dieser  Aufgabe  ergicbt  sich  in  Verbindung  mit  26  der  Satz: 

31.  Durch  14  Punkte  lasst  sich  vermittelst  zweier  projec- 
tivischen Büschel  dritter  und  erster  Ordnung  nur  eine 
Curvc  vierter  Ordnung  legen. 

Im  Vorigen  ergab  sich,  dass  sich  durch  die  13  Punkte  A^.„AgB^..,ß^S 
unendlich  viele  Ourven  vierter  Ordnung  legen  lassen.  Sollten  ^wei  dieser 
('Urven  noch  einen  Schnittpunkt  P  gemeinsam  haben,  so  folgt  unmittel- 
bar aus  ihrer  Erzeugung,  dass  4i*sämmtlichen  Curven  gemeinsam  ist  und 
auf  A''^  li^gt  Man  findet,  wie  Kortum  a.  a.  O.  geseigt  hat,  dass  die 
Anzahl  der  .Schnittpunkte  zweier  dieser  Curven  ausser  den  gegebenen  13 
noch  3  ist,  nnd  hat  den  Sats: 
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32.  Alle  Cnrrpn  yierter  Ordnanff,  welche  rermittelst  iweier 
projectiyifcheu  Bflschel  dritter  and  erster  Ordnang 
darch  13  Pankte  gelegt  werden  können,  echneiden  sich 
noch  in  drei  Pankten. 

Wenn  min  erwXgt,  deu  man  darch  swei  projectiyische  Bfiscbel 
dritter  and  enter  Ordnang  Carven  vierter  Ordnang  herstellen  kann ,  die 
in  eine  Cnrve  dritter  Ordnang  and  eine  solche  erster  Ordnung  oder  in 
iwei  Canren  sweiter  Ordnang  serfallen,  Ton  denen  jede  wieder  aas  swei 
Oeraden  bestehen  kann,  so  folgt: 

33.  a)  Sehneiden  sich  swei  Gnrven  vierter  Ordnang  in  vier 

Pankten  einer  Geraden,  so  liegen  die  tthrigen  Schnitt- 
pankte  aaf  einer  Carve  dritter  Ordnang. 
h)  Schneiden  sich  swei  Carven  vierter  Ordnang  in  acht 
Pankten  eines  Kegelschnittes,  so  liegen  die  übrigen 
Schnittpankte  anch  aaf  einem  Kegelschnitte. 
Es  sei       eine  Cnrve  vierter  Ordnang,  welche  darch  swei  projec- 
tivische  Bflschel  dritter  and  erster  Ordnang  erseogt  ist;  femer  seien 
ABCD  vier  beliebige  Pankte  von  KK 

Die  Oeraden  AB  and  CD  treffen  noch  va  EF  nnd  GH\  die  Oe- 
raden EG  and  FE  treffen  noch  in  }\  nnd  Cj  .  Legt  man  dann 
dnreh  A^h^C^Uy  einen  Kegelschnitt  V»  welcher  noch  in  i/,) -V^,  Z^, 
schneidet,  so  liegen  nach  33  die  acht  Punkte  J^C/>ro.\'o  J'^Z^  aaf  einem 
Kegelschnitt  Dnrchllaft  alle  Kegelschnitte  de»  Bttschels  {A^  h\  i\  />J, 
so  darcLläaft       alle  Kegelschnitte  des  Büschels  (ABCD).  Abo: 

34.  Eine  Curve  Ä'*  vierter  Orduung,  welche  durch  «wei  pro- 
jectivische  Büschel  dritter  und  erster  Ordnung  erzeugt 
ist,  kann  auf  unzählige  Arten  durch  swei  projecti- 
vische  Kegelschnittbiischel  erzeugt  werden.  Die  Grund- 
punktc  des  ciucu  und  ein  Gruudpuukt  des  andern  sind 
beliebig. 

In  der  Abbandlunp;  ,,Ueber  geometrieche  Aufgaben  dritten  und  vier- 
ten Oradeg"  bat  Ivoituin  gezollt,  wie  Kicli  vci inittcl.st  zweier  projeoti- 
viscbcn  liii.schcl  zweiter  Ordnung  durcli  14  Punkte  -Z^..../,,  eine  Curve 
vierter  Ordnung  legen  liisst.  Nehmen  wir  .-/j  .  . .  zu  (J  rundj»unkt (  n  des 
einen  Büschels  und  Ar^  als  einen  Grundpunkt  den  zweiteu,  so  giebt  es 
nur  drei  l'unktc  X  KZ  von  der  Beschaffenheit,  dass 

(.-/,...  A,)  \A^...A,,\f^  {A,  X  YZ)  \  A,  . . .  .-/,,}. 
Da  nach  dem  vorigen  Satze  diese  drei  Punkte  X  Y Z  aucli  auf  der  T^urve 
A'"*   liegen   niiisseu ,    welche    vermittelst   zweier   projectivi.-^cheu  Büschel 
dritter  und  erster  ( )rdnung  erzeugt  istj^so  folgt  unmittelbar: 

35.  o)  Die  Curve  A^,  w e l  eii  e  vermittelst  zweier  p r o j  e c  t i  v i - 

sehen  B  n  .s  c  h  e  1  dritter  und  erster  Ordnung  durch  14 
Punkte  gelegt  werden  kann,   ist  identisch  mit  der 
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Garve  vierter  Ordnung,  welebe  durch  dieselben  14 
PvnlLte  TermitteUt  sweier  projectirisehen  Kegel- 
schnittbfisehel  gelegt  werden  kann. 
b)  Jede  CnrTe  vierter  Ordnnng,  welche  durch  swei  pro- 
jeetivische  KegelBchnittblisehel  erseugt  ist,  kann  auf 
unaählige  Arten  durch  awei  solcher  Bflschel  erseugt 
werden. 


36.  Btfsehel  vierter  Ordnung. 

Es  seien  . . .  die  Grnndpnnkte  eines  Büscliels  vierter  Ordnnng, 
desfien  Curven  x^/x,*...  sein  mögen.  Wir  denken  uns  diese  Curvon 
erzengt  durch  ein  Büschel  erster  Ordnung  (^ig)  und  projectiviscbe  Bü- 
schel dritter  Ordnung 

(     . . .  AqX^  J o'^c)  1  ('^1 ' .  •     \  yV j  Zj) ,  . . . , 
fio  liegen   alle  Punkte  \\^Y^^7.^^X  ^  )\Z^  . . .  auf  einer  (hirve  sechster  Ord- 
nnng, die  Ay  . . .       zu  Doppelpunkten  hat.     Eine  Gerade  g  werde  von 

X,*,  x^^  ...  in  ^o^'i^o^o»  ^i^^i^i^it        and  von        in  Pi-^-P^  ge- 

scbDitten. 

Durch  PqCqDqEq  und  B^C^D^E^  legen  wir  awei  Curven  A«* 
vierter  Ordnung,   die  sich  in  16  Punkten  schneiden,  welche  man  als 
Grandpunkte  eines  Büschels  von  Curven  vierter  Ordnung  A/A/...  an- 
sehen kann.  —  Wir  legen  durch  die  Gruppen,  in  welchen  g  durch  die 
Gnrven  der  Büschel  , 

geschnitten  wird,  und  durch  irgend  drei  feste  Punkte  il^C  Curven  drit- 
ter Ordnung,  welche  einen  gemeinsamen  Doppelpunkt  J  haben,  so  bil- 
den diese  unendlich  viele  BOscbel  dritter  Ordnnng  (vergl.  13) 

die  wir  projectiviscb  auf  das  Strahleubüschel  {J)  dadurch  bezieben  kön- 
nen, dass  wir  dieses  vennittelst  der  Geraden  g  perspectivisch  auf  (A^^) 
belieben.    Diese  Büschel  erzeugen  Curven  vierter  Ordnung,  welche  i^i^C 
Sil  Grundpnnkten  und  J  als  dreifachen  Punkt  habcu. 
•  Die  beiden  Büschel 

{/ldABCX\r\)  und  {J^IABCX\Y\) 

sind  vermittelst  des  Büschels  (z/)  projectiviscb  auf  einander  besogen  und 
erzeugen  eine  Curve  sechsler  Ordnung,  welche  J  inm  vierfachen 
Puukte  hat.  Legt  man  durch  die  Schnittpunkte  irgend  zweier  homologen 
Curven  der  beiden  Büschel  und  durch  ABC  irgend  eine  Curve  dritter 
Ordnung,  die  ^  zum  Doppelpunkt  hat  und  noch  in  .1'"^  F%  schnei- 
det, so  geben  die  Curven  des  Büschels  {y  .dABCX'\^y'\)  durch  die 
Schnittpunkte  der  homologen  Curven  der  vorigen  Bttschel  und.  schneiden 
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g  in  einer  kubischen  Involution,  welche  mit  den  Involatioiicn ,  die  durch 
die  ersten  Bühchel  auf  g  ausgeecbnitten  werden,  in  projectivischer  Bo- 
siebnng  steht  und  mit  ihnon  dieselben  Doppelpunkte  /',...  /',,  hat.  Sie 
inuss  mit  einer  der  Involutionen  zusammenfallen,  die  durch  eines  der 
Büschel  .1  1  h' ä'^  }".,) ,  ...  auf  5/  irohildet  werden.  Denn  schneidet 
die  durch  gehende  Curve  des  Büschels  {^J .1  fi  ('.\''\^  y^)  g  noch  in 
Ä|,  so  inuss  es  unter  den  unendlich  vielen  Curven  der  l^iischel 
{d^A  fiCA"^  y\)y  welche  durch  /*,  gehen,  eine  geben,  die  durcli  (>, 
gebt.  Sie  gehöre  dem  Büschel  {JJ^ßCÄ\y\)  an.  Da  sich  also  in 
sieben  Punkten  P^...P^Q^  von  g  homologe  Curven  der  projectivischon 
Büschel,  (JJABCX\}"q)  und  {^JAßCJ[\y\)  treffen,  so  treffen  sich 
je  iwei  homologe  Curven  in  je  drei  Punkten  von  g,  d.  b.  je  swei  solche 
Curven  fallen  snsammen  und  alle  Funkte 

V'  V'  V'  y* 

liegen  anf  —  Daher  bilden  alle  Curven  vierter  Ordnung  K^^^h\y..^ 
welehe  durch  {/!)  und  die  BOsebel  {Jd4BCX\y\),  (JJABCA\y\), 
{Jd  ABCä\  y"^) ,  ...  enseugt  werden,  ein  Büschel;  sie  schneiden  g  in 

den  Gruppen  //„ />p  r,^ //„ ,  ..  ,  iu  denen  diese  Gerade  von  den  Curven 
X(,*x,*x/...  geschnitten  wird.  Auf  dieselbe  Weise  können  wir  ein  Bü- 
schel von  Curven  L^^L*L^...  vierter  Ordnung  herstellen,  dessen  Curven 
A  zum  dreifachen  Punkte,  A  liC  als  Orundpunkte  haben  und  g  in  den- 
selben Gruppen  schneiden,  in  deuen  diese  Gerade  von  k^k^^k^^...  ge- 
schnitten wird. 

Vermittelst  einer  St  ein  er' sehen  Verwandtschat  t  mit  den  liaupt- 
pnnkten  A  U/i  verwandeln  wir  erstens 

V^i*^«'   •         L^L*^L^...  in  l{,?h\^h^\..  und  Lq^L^L^..., 
Curven  dritter  Ordnung  sweier  Büschol,  die  J  zum  gemeinsamMi  Dop* 
pdpunkt  haben,  aber  Tiiclit  durch  A  und  Ii  gehen,  und  zweitens  g  in 
einen  Kegelschnitt  y^,  welcher  durch  d  geht  und  von  den  Curven 

V^i'A',».  .  und  L^^L^^L*... 
in  den  Punktquadmpeln 

«o^<So^oi  91ilBi(Si^i,  9t,8s<l,!3>„  ... 

und 

... 

geschnitten  wird.    Nach  2Shj  müsKen  * 

5l2:ü,e>^5^s,  ...  piit  r.,33',^'^2)'g,  ... 
«usammenfallen  und  daher  schneiden  sich  die  Curven  der  Büschel 

*o**i* *»*•••  WV'" 
paarweise  in  je  vier  Punkten  von      d.  h.: 

Wird  eine  Oerade  g  von  den  Curven  eines  Büscbels  vier* 
ter  Ordnung  geschnitten  und  man  legt  dnrcb  die  Schnitt- 
punkte sweier  dle^'er  Curven  mit  g  awel  andere  Curven  V 
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und  Aj*  viorter  Ordnung,  so  treffon  die  Cnrven  d  es  B  ii  s  c  Ii  el  s 
die   dos  ersten  paarwoise  in  je  vier  Punkten  von  g. 
(Involution  des  vierten  Grades.) 

37.  Zwei  projectivische  BUschel  vierter  Ordnnng  eraengen 
eine  Curve  achter  Ordnung. 
Die  Bttschel  seien  (x^'x^^...)  und  (VV***)        «ehneiden  eine  be- 
liebige Oerade  g  in  den  Pnnktquadmpeln 

^^B^C^D^t  ^i^i^i^xr  •••  ^o^o^o^o»  ^i^i^'i^i»  •••• 
Man  lege  dnreb  diese  nnd  Tier  fette  Pnnkte  EFGH  Cnrven  vierter  Ord- 
nnng, die  einen  gemeinsamen  dreifacben  Punkt  ^  beben,  so  bilden  dies« 
zwei  projectiviscbe  Bflscbel  (^o^m/  ••)  vnd  {y^v^^...)^  nebme  HFJ  sn 
Hauptpunkten  einer  Steine  raschen  Verwandtschaft,  so  entsprechen  die- 
sen Büächeln  zwei  projectiviscbe  Büschel  dritter  Ordnung  (fi^^fi,^. . .)  und 
(vq-'vj^.  . .),  welche  den  Kegelschnitt  y*,  der  der  Linie  g  entspricht,  in 
zwei  projectivischcn  Reihen  von  Punktquadrupeln  treffen,  die  nacii  28 
anch  durch  zwei  projectiviscbe  Kegelschnittbüschcl  ausgeschnitten  werden 
können.  Da  die  von  letzteren  erzeugte  Ourve  vierter  Ordnnng  in  acht- 
l*iuikten  schneidet,  so  mnss  auch  die  von  den  Büscheln  (x,,'y.,'. . .)  und 
(A.,,*' A,^. . .)  erzeugte  Curve  die  Gerade  g  in  acht  Punkten  schneiden. 

'6^.  Netz  vierter  Ordnung. 

Drei  Curven  vierter  Ordnung  eonstituiren  ein  Nets«    Wie  in  27, 
leitet  man  folgende  Eigenschaften  desselben  ab: 

a)  Je  zwei  Bttschel  des  Netses  haben  eine  Ourve  gemein. 

b)  Alle  Curven  des  Netzes,  welcbe  dnrcb  einen  Punkt 
geben,  bilden  ein  Bttscbel. 

c)  Schneid en  die  Curven  eines  Büschels  vierter  Ordnnng 
eine  beliebige  Curve  vierter  Ordnung*  und  man  legt 
dnrcb  die  Scbnittpnnkte  nnd  einen  festen  Punkt  an» 
dere  Cnrven  vierter  Ordnnng,  so  bilden  ancb  diese 
ein  Büscbel. 

Haben  die  Cnrven  des  Netzes  vierter  Ordnnng  swölf  Punkte  geroein, 
die  auf  einer  Curve  dritter  Ordnnng  liegen,  so  giebt  es  im  Netze 
nnendlicb  viele  Cnrven ,  die  ans  C  nnd  einer  Geraden  besteben.  Sebnei- 
den  sieh  swel  dieser  Geraden  g  nnd  g^  in  einem  Pnnkte  so  geben 
dnrcb  P  nnendlicb  viele  soleber  Geraden,  denn  alle  Cnrven  des  Netzes, 
welche  dnrcb  P  geben,  bilden  ein  Bfisebel,  nnd  da  zwei  Cnrven  desselben 
{C\g)  nnd  {C\g^  sind,  so  müssen  alle  ans  nnd  einer  Geraden  be- 
stoben.   Dies  giebt  den  Satz: 

h')  Haben  die  Cnrven  eines  Bttscbels  vierter  Ordnnng 
zwölf  Grnndpnnkte  anf  einer  Cnrve  dritter  Ordnnng 
nnd  man  legt  dnrcb  diese  eine  beliebige  Cnrve  vier- 
ter Ordnnng,  so  wird  sie  von  jeder  Cnrve  des  Btt- 

SallMiilft  f.  Maibtatllk  «.  Vkjilk.  XZnt.  4.  17 
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selieli  in  einer  Oeraden  gesebnitten.  Alle  diese  Oe- 
raden selineiden  Bieli  in  einem  Punkte,  welcher  anf 
der  Oeraden  Hegt,  auf  welcher  die  übrigen  Tier  Ornnd- 

pnnkte  des  Bttuchels  liegen. 
Wenn  ferner  die  Carven  des  Netzes  vierter  Ordnung  acht  Pankte 
eine«  Kegelschnittes  gemein  Imben,  so  giebt  es  im  Nets  nneadlieh 
viele  Cnrven,  welche  ans  C*  und  einem  Kegelschnitt  bestehen.  Schnei- 
den sich  zwei  dieser  Kegelschnitte  in  P,  so  gehen  wegen  h)  unendlich 
viele  rlerselben  durch  P  und  bilden  ein  Büschel.    Hierans  folgt: 

b")  Haben  die  Cnrven  eines  Büschels  vierter  Ordnung 
acht  O  rn  n  d  p  u  n  k  te  eines  Kegelschnittes  gemein 
und  man  legt  durch  diese  eine  beliebige  Curve  vier- 
ter Ordnung,  so  wird  sie  von  jeder  Cnrvc  dos  Bfi- 
schels  in  aclit  Punkten  eines  Ko preise hnittes  getrof- 
fen. Alle  diese  Kegelsclinitte  bilden  ein  Büschel,  zu 
welcliora  auch  der  K  e  ge  1  h  c  h  ii  i  1 1  {gehört,  auf  welchem 
die  anderen  aciit  Grundpunkte  liegen. 
In  gleicher  Weise  folgt: 

h'")  Haben   die   Cnrvon    eines   Büschels   vierter  Ordnung 
vier  G  r  u  n  d  p  u  n  k  t  e  auf  einer  Geraden   und  man  legt 
durch  diese  irgend  eine  Curve  vierter  Ordnung,  so 
wird  sie  von  j  e  d  e  r  ( '  u  r  v  e  d  e  s  B  ü  s  c  h  e  1  s  i  n  z  w  ö  1  f  P  u  n  k  - 
ten  einer  Curve  dritter  Ordnung  geschnitten.     Alle  ^ 
diese  Curve  n  dritter  Ordnung  bilden  ein  Biiscliol,  zu 
welchem  auch  diojcMiigeC'nrvegeliört,  auf  welcher  die 
zwölf  übrigen  Ci  r  u  n  d  p  u  n  k  t  e  liegen. 
39.  Sind  fx,,*«,"*. . .)  un  d  (Ao^^i*- •  • )  projectiviscbe  Büschel  vier- 
ter Ordnung,   so   bestimmen    die  Schnittpunkte  homo- 
1  o  >r  e  r  K 1  e  m  e  n  t  e  neue  Büschel  vierter  O  r  d  n  ti  n  g  von  der 
i  ge  n  8  eil  af  t ,  dass  sicli  ilire  Curven  unendlicli  oft  so  zu 
neuen   Büscheln    ordnen,    dass  in  jedem  derselben  aus 
jedem  der  ersten  Büschel  eine  Curve  vorkommt. 
Beweis  wie  in  28. 
Folgerungen.    (Vergl.  28*-/)  etc.) 

a)  Schneiden  d  i  e  O  u  r  a  e  n  e  i  n  «'  s  H  ü  s  c  h  e  1  s  v  i  e  r  t  e  r  O  r  d  n  u  n  g 
eine  Curve  dritter  Ordnung  und  man  legt  durch  die 
S  ch  n  i  tt  pun  k  ts  gr  u  j>  p  e  n  und  zwei  feste  Punkte  andere 
Curven  dritter  Ordnung,  so  bilden  diene  ein  Büschel. 

b)  Schneidon  sich  je  zwei  homologe  Curven  zweier  pro- 
jectivischen  Büschel  vierter  Ordnung  in  zwölf  Punk- 
ten derselben  Curve  dritter  Ordnung,  so  treffen  sich 
die  Geraden,  auf  denen  sie  sieb  ausserdem  schneiden, 
in  einem  Punkte. 

% 
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Folgt  aus  39. 

c)  Schneiden  die  Curven  eines  BUschoU  vierter  Ordnung 
einen  Kegelschnitt  und  man  legt  durch  die  Scbnitt- 
punktsgrnppen  und  sechs  feste  Pankte  andere  Curven 
vierter  Ordnung,  so  bilden  diese  auch  ein  Bttschel. 

d)  8chn|iden  sich  je  zwei  homologe  Curven  iweier  pro- 
jectivisehen  Bflsehel  vierter  Ordnung  in  neht  Punk- 
ten desselben  Kegelsehnittes,  so  treffen  sich  die 
Kegelschnitte,  auf  deifen  sie  sich  ausserdem  schnei- 
den, in  denselben  vier  Punkten, 

e)  Legt  man  durch  vier  Qrundpnnkte  eines  Büschels 
vierter  Ordnung  einen  Kegelschnitt  und  durch  die 
Schnittpunktsgruppen  und  einen  festen  Punkt  A  Ke- 
gelschnitte, so  bilden  diese  ein  Bttschel. 

Dies  folgt  unmittelbar  aus  h)y  wenn  man  jeden  der  letzten  Kegel- 
schnitte in  Verbindung  mit  einem  festen,  durch  die  vier  genannten 
Grundpunkte  gelegten  Kegelschnitt  als  eine  Curve  vierter  Ordnung  be- 
trachtet. 

40*0^  Haben  zwei  proj ecti viache  Büschel  vierter  Ordnung 
zwölf  Grundpunkte,  die  auf  einer  Curve  dritter 
Ordnung  liegeui  gemein  und  entsprechen  sich  dabei 
diejenigen  Curven,  von  denen  ein  Bestandtheil 
ist,  so  ist  der  Ort  der  Schnittpunkte  homologer  Cur- 
ven eine  Curve  fttnfter  Ordnung.  Je  swei  homo- 
loge Curven  sehneiden  sich  in  vier  Punkten  einer 
Geraden  und  alle  diese  Oeraden  treffen  sich  in  einem 
Punkte  von  K\ 

Der  Beweis  wird,  wie  in  22,  mit  Hilfe  von  37  und  38^/;  geführt. 
b  uiid  c)  Analoge  Sätze,  wenn  die  projectivischeu  Büschel  vierter  Ord- 
nung acht  Grundpunkte  eines  Kegelschnittes  oder  vier  einer 
Geraden  gemein  haben. 

Ersetzt  man  in  37  und  39  das  eine  Bttschel  vierter  Ordnung  durch 
ein  Bttschel  erster  Ordnung  und  eine  Curve  dritter  Ordnung,  so  folgt: 

41«  Zwei  projectivische  Bttschel  vierter  und  erster  Ord- 
nung erseugen  eine  Curve  fttnfter  Ordnung. 

42.  Ist  eine  Curve  IT^  fttnfter  Ordnung  durch  ein  Bttschel 
vierter  Ordnung  und  ein  projectivisehes  Bttschel  {ß) 
erster  Ordnung  erzeugt  und  legt  man  durch  die  Schnitt^ 
punktsgruppen  der  Strahlen  von  {S)  mit  und  durch 
zehn  feste  Punkte  von  Ä'*  Curven  vierter  Ordnung,  so 
bilden  diese  ein  Büschel,  dessen  übrige  Grundpunkte 
auf  liegen. 
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Der  Idtste  8ats  länt  sieb  aaeb  auf  folgende  Art  beweisen.  Es  sei 
AT^  dnreb  die  projectiviscben  Bflschel  {^nf'x^  ••)  '^(^offiS^fO  ^* 
sengt.  Die  Omndpnnkte  des  ersteren  seien  A^,.,Ay^\  je  swei  bomoioge 
Onrven  scbneiden  sieb  in  ^o^o^o^«  ^t^t^t^«  ••••  Dnreb 

A^  ist  eine  Cnnre  dritter  Ordnung  bestimmt;  es  sei  ein 
Scbnittpnnkt  dieser  Cnrve  mit  A^.  Dann  legen  wir  durcb  ff^C^DoS^t 
resp.  B^C^D^^E^  nnd  die  sebn  Punkte  J^,,.A^Cx  swei  Cnnren  V  nnd 
Ij^  vierter  Ordnung.  Diese  bestimmen  ein  Bttscbel,  von  welcbem  eine 
Gurve  i^«  durcb  gebt  Da  und  sowie  und  x/  sieb  in  je 
Tier  Punkten  einer  Oeraden  scbneiden,  so  liegen  ibre  Übrigen  Scbnittpunkte 
auf  Desbalb  müssen  nacb  39  a)  sieb  aucb  l*,  und  %*s  und  flberbaupt 
die  Curven  der  Bfiscbel  (s*...)  und  (A^..)  paarweise  auf  ^  scbneiden. 
Dadureb  aber  sind  diese  Bflsrbel  projectiviscb  so  auf  einander  besogen, 
dass  sie  eine  Curre  fünfter  Ordnung  erseugea.  Die  Scbnittpunkte  bomo- 
loger  Cnnren  liegen  auf  Geraden  |  die  «in  su  beiden  Curvenbüscbeln 
projectiviscbes  Strablenbüscbel  bilden  (vergl.  39''^)»  in  welcbem  den 
Strablen  goOtQ«  die  Curven  x^^x/x^«  und  l^*k*k*J.  ontsprecben.  Daber 
müssen  sieb  irgend  swei  entsprecbende  Curven  x^^  und  X*m  auf  dem 
Strable  gm  scbneiden,  weleber  der  Cnrve  x^m  in  der  ursprüiiglichen  Pro- 
jectivitiU  derBfisebel  (x*...)  nnd  (5)  enUpiidit,  d.  b.  die  Curve  AT^  kann 
aucb  durcb  -die  ]>iojectiviscben  Bfiscbel  {l*  .  )  nnd  {S)  erzengt  werden. 
Von  den  Orandpunklen  des  ersten  ist  6*«  beliebig  auf  gewSblt  Auf 
dieselbe  Art  kann  man  noeb  A^...A^  durcb  neun  beliebige  Punkte  von 
ersetsen. 

43.  Ist  X  ein  beliebiger  Pnnkt  von  und  legt  man  durch 
die  ScbnitipunktKgruppcn  der  Strahlen  von  (  V)  mit  A'^ 
und  durcb  zehn  feste  Punkte  von  Curven  vierter 
Ordnung,  so  treffen  sich  dieselben  uoci»  in  vier  Punk- 
ten von  Jf*. 
Beweis  wie  in  26. 

Mit  Hilfe  dieses  Satzes  und  einer  Stein er'sclien  Verwandtschaft 
läagt  sich  der  Satz  '^5'/)  (die  Umkehrunfij  von  i)  beweisen. 

Die  projectivischon  KegelschnittbüKclH'l 

{AnCD)\x,^...\  und  (A/-^//) 
erzeugen  die  Cnrve  A'*.    Man  nelime  r1  B  C  zu  Hauptpunkten  einer  Stei- 
ne r' Kchen  Verwandtschaft ,  so  entspn  chen  den  Kegelschnittbüsciieln  zwei 
projectiviscbe  Büschel  erster  und  vierter  Ordnung 

und  {r-/iH'^-{5-7l®^>)lia*---\. 
welche  eine  Curve  mit  den  droi  1  >(^])|)<'lj)unkf oii  .7 /? T  erzeuj^on.  Durch 
einen  beliebigen  Punkt  ®  von  lege  man  eine  (M'iadc  und  dun  h  deren 
vier  Scbnittpunkte  mit  M  '  nnd  einen  festeTi  Punkt  l'i  eine.  Curve  , Vi '  vier- 
ter Ordnung,  welche  .1 /H'  zu  nopp<'lpnnkten  hat  und  jene  noch  in  SiOzIi 
trÜTt.    Dann  lässt  sich       durch  die  piojccti vischen  Büschel 
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(6)  and  (^Ä»C*ÜR9lO«), 
also      darch  die  verwandtcoi 

(AB CS)  und  {MWQR) 
Bweiter  Ordnung  enengen.   Auf  gleiebe  Art  gelangt  man,  wenn  StSf'ST 
drei  gana  beliebige  Punkte  von      aind ,  au  awei  projectiviseben  Kegel» 

sebnittbüsebeln  .  ^. . ./       .      ,  , 

{SS6  S  )  und  {m  A  (>), 

die  Ä'*  erzeugen  und  bei  denen  SS^S"S"'  iV'  beliebig  j<ind. 
44.  aj  Aufgabe.    Gegeben  seien  die  Punkte  A^...  .iy,R^. . .  B^S-^  mali 
soll  vier  Punkte  X^».,      finden ,  so  dass  daa  Bfiacbel  vierter 
Ordnung    {A^,,,A^^_x^...X,)\B,...B^\'j{S{B^...  Ii,). 

Durch  SB^B^L'^B^  ist  ein  Kegelschnitt  S"  bcbtimmt ;  wir  nehmen 
^,  . . .  ."/j^ />!  und  -/j  ..i4^.,B.,  zu  (JiundpunktPn  zweier  Bü.->t  iit  l  vierter 
Ordnung,  deren  übrige  (Jrundpunkte  B\B'\B'\  und  Ii\,B'\B"\  sein 
mögen,  und  ordnen  die  durch  '^._» '^j,  resp.  />'i  />'.|  gehenden  Curven 
derselben  den  .Strahlen  ^  /A»!  -^'^^31  ^B^^  resp.  ^ ,  ^^B^^  SB^  zu.  Darauf 
bestimmen  wir  die  Curven  jener  Büschel,  welche  den  Strablen  i^B^^  reap. 
6'^^  entsprechen.    Dann  ist 

(A,..,A,^B,  B'^B\B'\)\B^B^B^B^\  Ä  (.^,  •  •  ß',^\^'\mJ9t^z^<i 

Der  Ort  der  SchDittpunkte  der  homologen  Curven  der  beiden  Bdacbel 
vierter  Ordnung  ist  eine  Curve  A**  achter  Ordnung,  welche  A^...A^^  zu 
Doppelpnnkten  hat  und  AxiTc)i  B^^B^B^Bj^^ ^l^\Bf'\B\ff\Bf'\  geht.  In 
gleicher  Weise  finden  wir  eine  Curve  h'^  achter  Ordnung  als  Ort  der 
Schnittpunkte  homologer  Curven  der  projectiviseben  B<iaehel  vierter  Ord- 
nung 

(^1 . . .  J„  B,  h\  B  \  B"\)  I B,  B^  B^  B^\ 

{A^,,.  A^^Bf  tl ,  B\  Bf I  i?|  ^öl  * 
die  beide  aum  Bttsebel  S(B^  B^  in  projeetiviacher  Beaiehung  ateben. 
Die  Curven  und  haben  die  awdlf  Funkte  A^.,,A^2  an  Doppel- 
punkten und  schneiden  sieh  auaaerdem  in  B^Bf^^B'\Bf'*^^ 
B^  B\  B'\  B"\ ,  wenn  die  letaten  drei  Punkte  die  Schnittpunkte  der  durch 
gebenden  Curven  aind.  Dies  aind  im  Ganaen  60  Schnittpunkte;  die 
ftbrigen  vier  Schnittpunkte  aind  die  gesuchten  Punkte  XiX^X^A'^. 

b)  Aufgabe.    Gegeben  sind  die  Punkte  A^,,,  A^^B^...  B^S\  mau 
soll  fHnf  Punkte  .Y, . . .  X^  finden ,  so  daas  das  Büschel  vierter 
Ordnung  {A^.,.  A,^X^...  X^)\B^,..  B^\J{  S(^B^,..  B^)  ist. 
Nach  der  vorigen  Aufgabe  findet  man 

...  J,,     B\  n'\  H'\  B"\i\B,B^B,BM  Ä  S{B,B,B,  ß,BJ, 
(/,...  .7,,  B,  }^,B\B:\b;"';) \B,  B,B,B,B,\7^S{ß,B,B,B,B,). 
Man  bo>tiiinne  die  beidrn  Curveu,  welche  den  Strahlen  SB^^  resp.  SB^ 
eutsj^rechen ,  und  bat  daun 
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Beide  Bflscbel  eneagen  eine  Cnnre  eebter  Ordnung,  auf  welcher 
liegen  mtiisen.  Die  durch  gehenden  Cnrven  echneiden  eich 
in  vier  Punkten  PiQ^R^Sn  welche  mit  Ji»,.X^Ji,„J^^  in  einer Corve 
vierter  Ordnung  liegen  rntticen,  und  die  durch  gehenden  Cnrren 
sehneiden  sich  in  P^QfB^S^t  gleichfalls  mit  l'i ... Jj^j ...  auf 
einer  Gnrve  vierter  Ordnung  liegen  müssen.  In  gleicher  Weise  findet 
man  swei  Büschel  vierter  Ordnung 

{j,...A,,B,  ß\  ß'\  ß"\  r\)  I     «4  ^5  ßi\ 

a,,  ß,  ß\  r>    Iß,  «1    ß,  j. 

Diosc  erzeugen  auch  eine  Curve  auf  welcher  ....V^  liegen  inüshcn. 
Die   durch  reap.         gehenden  Ourven   mögen   sich   echneiden  in 

/''i  ()',/?',  ^»'j ,  resp.  f*\0'2  ^  2^2>  dann  müssen  diese  Punkte  auf  solchen 
Cnrven  vierter  Ordnung  liegen,  welche  durcli  A'j  ...  gehen. 

Daher  findet  mau  die  gesuchten  Punkte  .Vj  ^  r,  f^^s  Schuittpuuktc  zweier 

Curveu  vierter  Ordnung,  welche  durch  die  Punkte 

^i...AiiI\Q^R^S^P\Q\R\S\  und  A^..,  A^^P^Q^R^S^P\Q\ir^i^^ 

bestimmt  sind. 

Man  vergl.  Über  diese  Auf Idsung:  „Kortnm,  Aufgaben  dritten  and 
vierten  Grades". 

e)  Aufgabe.  Gegeben  sind  die  Punkte  A^ ...  ^lo^i ...  B^8-^  man 
soll  sechs  Punkte  X^,,,X^  finden,  so  d*ss  die  Büschel' vierter 
und  erster  Ordnung 

(^1 , . .  y/jy  .\  j ...  Ag)  { 5,  . . .  B9  j  und         . . .  ßj) 

in  projectivischer  Beziehung  sich  befinden. 
Mittelst  der  vorigen  Aufgabe  findet  man 

(^1  ...  .^,oJ3,ß',  ...  ßjt"^')!  ßjj  ...ß,ßgi;^S(  ß,  ...ß-ß^>, 
K  . . .  A,,  ß,  B\...  ß/^))  { ß,  . . .  5,  ß,|  Ä  ^^(ßi  ßa  •  •  ßi  ßg)- 
Man  suche  in  beiden  Büscheln  die  den  Strahlen  SP^,  resp.  f^B.,  ent- 
sprechenden Curven  nnd  erhält  dadurch  zwei  dem  Büschel  S{R^...B^ 
und  daher  sich  selbst  projectivische  Büschel  vierter  Ordnung,  welche  eine 
Curve  mit  den  Doppelpunkten  ...  A^^  ersengen,  auf  der  A\,.,Xt 
liegen.  —  Legt  man  durch  die  Schnittpunkte  zweier  homologen  Cnrven 
und  durch  A^...J^q  irgend  eine  Curve  vierter  Ordnung,  so  bestimmen 
ihre  Schnittpunkte  mit  nnd  die  Punkte  A^...A^^^  die  Omndpnnkts 
eines  zum  Büschel  (S)  projecti vischen  Büschels  vierter  Ordnnng,  wekhei 
mit  diesem  eine  Curve  fünfter  Ordnung  durch  die  19  Punkte 

il|  • .  •  A^B^ . . .  B^S 
erseugt.    Die  auf  diese  Art  erhaltenen  Curven  fünfter  Ord- 
nnng,  welche  durch  dieselben  19  Punkte  gehen«  schneiden 
if'  in  -denselben  Punkten.   Oder:  Durch  die  Schnittpunkte 
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sweier  CtttTen  fttnfter  Ordnung  lassen  sich  unendlich  viele 
loleher  Cvrven  legen. 

Die  durch  £|  nnd  gehenden  Cnrven  der  Bflschel  vierter  Ordnung, 
welche  IT^enengen,  sehneiden  sich  noch  in  PiOiRiS^Ti  und  P^Qi^S^T^» 

In  gleicher  Weise  suche  man 

(./,  ...A,^B,ß^,...  ßj'^)  I  /3,  k, . . ,  B,  a.l  Ä  S{B^  B,...B^  ß,), 
ferner  die  den  Strahlen         und  SB^  eutöpicchendcn  Curveu,  so  wird 

Beide  Büschel  eraeugen  eine  Gurve  M^^,  auf  der  JT,  ...JT^  liegen.  Die 
durch  nnd  B,  gehenden  Cnrven  treifen  sieh  noch  in  P\(/i^\S\T\ 
und  P\Q\l^^S^%T\,  Man  findet  dann  die  gesuchten  Punkte  X^^.^X^ 
ftls  Durchschnitte  sweier  Curven  vierter  Ordnung,  welche  durch  die 
Punkte 

^%"*^viPiQi^i^t'P\P^\Q'i^i^i'^\ 

nnd 

^1  •••  A^^P^Q^H^S^T^  P^ %Q ^S' %T 2 

hiudurchgt'lien. 

Hieraus  folgt  in  Verbindung  mit  43: 
Ab,  u)  Durch   20  Punkte    las  st   sicli   vermitt(^lHt  zweien-  lUi- 
schel   erster   und   vierter  Ordnung  nur  eine  Curve 
fünfter  Ordnung  legen. 
^^•Von  den  unendlich  vielen  Cnrven  fünfter  Ordnungi 
welche  dUrch  19  Punkte  gehen,  geht  nur  eine  durch 
einen  swansigsten. 
46.  o)  Aufgabe.   Oegeben  seien  die  Punkte  Ji,,,JjBi.,.B^S^,„S^i 
man- soll  swd  Funkte  X^X^  finden,  so  dass  die  Büschel  dritter 
nnd  iweiter  Ordnung 

...ßj}  und  (5,  ...5J|ßjj...ß4| 

sich  in  projectiviselier  Beziehung  befinden. 
h)  Aufgabe.    Gegeben  seien  die  Punkte  /f^  ...  J^^B^  ...  B^S^,..S^'^ 
mau  soll  drei  Punkte  ä\Ä^Jl^  Enden,  so  dass  die  Büschel  dritter 
und  zweiter  Ordnung 

(Ji,..  J^J[^^X^){Bi...      und  {Si.,.S;i{Bi...Bj\ 

in  projectivischer  Beziehung  sich  befinden. 
e)  Aufgabe.    Oegeben  seien  die  Punkte     ...  i#(B| ...  B.jS^ . . . 
man  soll  vier  Punkte  'ViA^.VgA'^  finden,  so  dass  die  Büschel 
dritter  und  zweiter  Ordnung 

A'J{ßi...ß9}  und  (.^1  ...SJißi...  ßg} 

in  projectivischer  Beziehung  sich  befinden. 
d)  Aufgabe.    Gegeben  seien  die  Punkte         ^^ßi     ß||£| ...  ^4; 
man  soll  Äi»,,X^  so  bestimmen,  dass 
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vj  Aulgabe.    (Jof^obcn  sind  die  Punkte  --^i -^i-';} •  •  •  ^u'^S  •••  ^41 
man  80II  die  »eclis  I'nnktp  A',  . . .       so  bestiininen,  dasä 
f  .1, .V,  . . .  .\-,)  Iß,..  B,,  ]     ( . . .  -S)  {B,...B,,]. 
Man  löst  die  letzten  fiinl'  Aufgaben  wie  die  vuihergebenden. 

47,  Die  durch  piojectivi.'-clie  Hüscliel  vierter  und  erster  Ordnung  er- 
zeugten Curvcn  tüntter  ( )rdnung  können  zerlallen  in  eine  Curve 
erster  und  vierter  Ordnung  oder  zweiter  und  dritter  Ordnuufr. 

Ist  A'^  eine  Curve  fünfter  Ordnung,  welche  durch  zwei  projecti- 
vische  Büschel  vierter  und  erster  Ordnung  erzeugt  ist ,  so  lege  man  durch 
vier  beliebige  Punkte  A IW  l>  zwei  Kegelschnitte  -/^  und  A"',  welche  A"^ 
noch  in  ...  ^;  und  ß,  ...  B^  schneiden.  Durch  Jj  ...  und  drei  Punkte 
6\  6'^  63  von  A  lege  man  eine  Curve  V  dritter  Ordnung  und  betrachte 
(A-A^)  auch  als  eine  Curve  fünfter  Ordnung,  so  lassen  sich  durch  die 
Schnittpunkte  von  und  (A^A^)  nach  dem  Satze  in  AAc)  unendlich  viele 
Curven  fünfter  Ordnung  legen.  Die  eine  derselben  besteht  aus  Jt*  und 
einer  Curve  x-'  dritter  Ordnung,  welche  daher  A*  ausser  in  C^t\C^  noch 
in  sechs  Punkten  . . .  Cg  schneiden  muss.  Lftsst  man  Alles  fest  bis  auf 
den  Kegelschnitt  A*,  so  ändert  sich,  während  dieser  das  Büschel  {AHCD) 
durchläuft,  auch  x*,  welche  Curve  das  Büschel  (^^...6',^)  durchläuft.  Die 
Giinren  der  Büschel  (i^***)  und  (»^...)  schueidea  sich  daher  etete  *uf  A'^ 
und  es  folgt: 

Ist  eine  Curve  A'^  fttnfter  Ordnung  durch  swei  projecti- 
vische  Bttsch  el  vierter  und  erster  Ordnung  erzeugt,  so  kann 
sie  auf  unzählige  Arten  durch  zwei  Bttschel  «weiter  und 
dritter  Ordnung  erzeugt  werden.  Von  den  Gruud punkten 
sind  die  des  Büschels  zweiter  Ordnung  und  drei  des  Büschels 
dritter  Ordnung  beliebig  auf  der  Curve  zu  wählen. 

48.  Eine  Curve  sei  dureh  swei  projectivische  Büschel  fünfter  und 
erster  Ordnung  erzeugt.  Dann  leiten  wir  mit  Hilfe  derselben  Me- 
thoden den  Sati  ab: 

a)  Legt  man  durch  einen  Punkt  iS  von  einen  variablen 
Strahl  or,  welcher  in  fünf  Punkten  sebneidet,  und 
durch  diese  und  15  feste  Punkte  von  AT*  eine  Curve 
fünfter  Ordnung,  so  durehlftuff  dieselbe  die  Gurven 
eines  Büschels  fünfter  Ordnung,  dessen  sKmmtlicbe 
Orundpnnkte  auf  liegen. 

b)  Jeder  Kegelschnitt  IC*  wird  von       in  swölf  Punkten 
geschnitten. 

Fünf  Schnittpunkte  seien  A^„,A^ß,  Man  eneuge  durch  die 
projectivisehen  Bttschel  fünfter  und  erster  Ordnung  {A^,>,A^,,^  und  (if)* 
Jede  Curve  des  ersten  schneidet  K*  in  sechs  Punkten.'  Durch  diese  und 
drei  feste  Punkte  legen  wir  Gurven  dritter  Ordnung,  die  ein  Büschs] 
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bilden  nnd  projectiviscb  anf  (B)  besogen  nind.    Beide  ersengen  eine 
Curve  vierter  Ordnung,  welche  IC'  in  echt  Punkten  schneidet. 
Hieran*  folgt,  wie  in  47: 

c)  Die  Gnrve  AT'  kann  anf  nnvftblige  Arten  dnrch  swei 
projectivisehe  Bttschel  aweiter  nnd  vierter'Ordnnng 
eraengt  werden. 
ä)  Die  Cnrvelf'  wird  von  einer  beliebigen  Curve  dritter 

Ordnung  £^  in  18  Punkten  geschnitten. 
Es  seien  AB  CD  vier  Schnittpunkte  von  Jf'  und  K*.    Wir  denken 
ü*  eraengt  durch  ein  Kegelschnitthflschel     BCB)  und  ein  projeetivisches 
Bflschel  vierter  Ordnung.   Die  Kegelschnitte  von  {AB CD)  treffen  ff'  in 
je  awei  Punkten,  deren  Terbindungslinien  sich  in  einem  Punkte  B  von 
schneiden  und  ein  au  (AB CD)  projeetivisches  Bfischel  (£)  bilden. 
Dieses  eraengt  mit  dem  Büschel  vierter  Ordnuug  eine  Curve  fünfter  Ord» 
nung,  welche       in  15  Punkten  schneidet,  die  bis  auf  B  gleichaeitig 
Schnittpunkte  von      und  sind. 
Wie  in  44)  folgt: 

e)  Durch  26  Punkte  lassen  sich  unendlich  viele  Ourvan 
sechster  Ordnung  mittelst  projectivischer  Bttschel 
filnfter  und  erster  oder  vierter  und  aweiter  Ordnung 
legen.  Dnrch  die  Schnittpunkte  aweier  von  ihnen 
gehen  alle  übrigen. 

f)  Durchs?  Punkte  Iftsst  sich  vermittelst  projectivischer 
Bttschel  fünfter  und  erster  oder  vierter  und  «weiter 
Ordnung  nur  eine  Curve  sechster  Ordnung  legen. 

g)  Alle  Curven  sechster  Ordunng,  welche  durch  17  Punkte 
einer  Curve  dritter  Ordnung  gelegt  werden  kön- 
nen, treffen  diese  noch  in  einem  festen  18.  Punkte. 

Man  nehme  ausserhalb  A'^  beliebige  neun  Punkte,  so  bestimmen  sie 
mit  jenen  17  die  Grnudpunkte  eines  Büschels  sechster  Ordnung.  Da  zu 
dou  Curven  desselben  auch  diejenige  gehört,  welche  aus  und  der 
Curve  besteht,  welche  duicii  die  angenummeueu  ueuu  Puukte  gelegt 
werden  kann,  so  ist  der  Satz  bewiesen: 

h)  Wenn  zwei  Curven  A  *'  und  A,**  sechster  Ordnung,  die 
mittelst  projectivischer  Büschel  fünfter  und  erster 
oder  vierter  und  zweiter  Ordnung  erzeugt  sind,  sich 
i  n  1 8  P  u  n  k  t  e  u  e  i  n  e  r  C  u  r  v  e  A  s  c  h  n  e  i  d  e  n ,  s  o  1  i  e  g  e  n  i  h  r  e 
übrigen  Schnittpunkte  auch  auf  einer  Curve  dritter 
Ordnung. 

Eine  auf  die  genannte  Art  erzeugte  Curve  sechster  Ordnung  kann 
xerfallen  in  zwei  Curven  dritter  Ordnung.  Man  betrachte  A'*^  und  eine 
beliebige  Curve  A dritter  Ordnung  als  eine  Curve  sechster  Ordnung, 
dann  lacscn  sich  durch  die  Schnittpunkte  von  A'*'  und  (A^A'^}  unendlich 
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viele  Curveu  eechiter  Ordnung  legen.    Da  es  aber  durch  18  Punkte 
ebensoviele  Curven  sechster  Ordnung  giebt,  als  Ourven  dritter  Ordnung 
in  einer  Ebene  (nämlich  oo^) ,  so  mnss  unter  ihnen  auch  vorkommen. 
%)  Die  Gurve  IC\  welebe  durch  swei  projectivisehe  Bfl- 
schel  fünfter  und  erster'oder  vierter  und  «weiter  Ord- • 
nung  eriengt  ist,  kann  auf  unsfthlige  Arten  durch 
swei  projectivisehe  Bttschel  dritter  Ordnung  eraeugt 
werden. 

Wir  nehmen  auf  sieben  beliebige  feste  Punkte  ...  und  einen 
beliebigen  achten  variabel  und  betrachten  A^,,.A^  als  Basis  eines 
Bfischels  dritter  Ordnung,  dessen  neunter  Grundpunkt  A^  sein  mag. 

Wenn  A^  die  Curve  iT*  durchlftnft,  so  durchliuft  (vgl.  Grell  e*s 
Journal  Jahrg.  1873,  „Bemerkung  lu  der  Geis  er*  sehen  Abhandlung**, 
von  Hilinowski)  eine  Gurve  it.  Diese  schneidet if*.  Dadurch  erbftlt 
man  ausammengehSrige  Punkte  A^  und  und  also  auf  IT'  die  Basis 
eines  Bflscheis  dritter  Ordnung. 

Durch  Ai,.,A^  legen  wir  swei  Curven  IT*  und  dritter  Ordnung, 
welche  IT'  noch  in  B^...^^  und  C,  ...T,  schneiden.  Dann  lassen  sieb 
wegen  c)  und  g)  durch  die  27  Punkte  A^...  J^B^ ...  B(C| ...  unendlich 
viele  Curven  sechster  Ordnung  legen,  die  wegen  h)  noch  in  neun 
Piukten  ifj...  schneiden,  welche  sowohl  mit  B^,.,B^  auf  einer  B^^ 
als  mit  C|  auf  einer  Gurve  liegen.  Daraus  folgt,  dass  X^,,,X^ 
Grundpnnkte  eines  Bfischels  dritter  Ordnung  sind.  Jede  durch  X^,,.X^ 
gelegte  Gurve  dritter  Ordnung  mnss  noch  in  solchen  nenn  Punkten 
Zi,,,Zf  schneiden ,  welche  mit  A^*,,A^  auf  einer  Gurve  dritter  Ordnung 
liegen. 

Daher  kann  A'*  durch  die  Bttschel  dritter  Ordnung  {A^,.,A^  und 
(A'^ . . .       erzeugt  werden. 

Yen  den  Grundpnnkten  sind  A^»,,A^  und  einer  der  neun 
Punkte  X  beliebig. 
49.  Wenn  wir  die  angewendeten  Methoden  weiter  benutzen ,  so  gelangen 
wir  zu  analogen  Sätzen  über  Curven  höherer  Ordnungen  und  k$n* 
nen  schliesslich  folgende  ganz  allgemeinen  Sätze  aufstellen: 

a)  Wenn  eine  Curve  C  w*'"^  Ordnung  durch  zwei  projec- 
tivisehe Büschel  orstor  lind  (;j  —  1) Or d n u n g  erze n g t 
ist  und  man  legt  durch  einen  b  e  1  i  e  b  i  g  e  n  P  u  n  k  t  .V  v  0  n 
t'"  einen  variablen  Strahl  welcher  O  in  h  — 1  Punk- 
ten schneidet,  durch  diese  und  ^^^'^ ^      feste  Punkte 

von  C"  Curveu  (/i  — l)*'"^  Ordnung,  so  bilden  diese  ein 
BüBchel,  dessen  (t  r  im  d  puukt  c  auf  A  liegen. 

b)  Diese  Curve  A'^  kann  auch  a  n  f  u  n  /  a  h  1  i  ge  A  r  t  e  n  durch 
siwci   projectivisehe  Büschel    zweiter   und    (n  — 2)'*' 
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Ordnung  oder  dritter  und  (n— 3)^*'  Ordnnng  ersengt 
werden. 

Sie  ist  durch       ^ —  Punkte  bestimmt. 

Dass  man  den  Satz  h)  nicht  erweitern  und  alsD  nicht  beweisen  kann, 
liass  C"  durch  zwei  projcctivische  Büschel  .v**'  und  («  —  a)'*'^  Ordnung 
erzeugt  werden  kann,  wenn  ./  >3  ist,  liegt  daran,  dass  man  die  An- 
zahl der  Schnittpunkte  von  Curven  höherer  ab  der  dritten  Ordnung  mit 
Canren  liöberer  als  der  vierten  Ordnung  niclit  bestimmen  kann. 


n. 

Polareigenschaften. 

50.  Auf  einer  Cure  nebmen  wir  einen  beliebigen  Punkt  A  an  nnd 
legen  dnreb  A  die  Strablen  aa^,,.^  von  denen  jeder  noeb  in 
drei  Punkten  scbneidet  Dureh  Je  drei  soleber  Sehnittpunkte  und 
seehs  feste  Punkte  von  denken  wUr  uns  die  Cunren 
gelegt,  so  müssen  diese  ein  Bttscbel  bilden»  welches  mit  y^iaa^ ...) 
in  projeetiWscher  Besiehung  sieh  befindet. 

Sind  a*a^*,,.  die  conischen  Polaren  Ton  A  nach  «'oj^...,  so  ist 
auch  (oa^  ,..)  /\  («-«,*...).  Diese  beiden  Büschel  erzeugen  eine  Curvo 
dritter  Ordnung,  die  erste  Polare  von  j4  nach  C^.  Sie  berührt  6'* 
in  wie  «ich  unmittelbar  aus  ihrer  Entstehung  ergiebt.  Auf  dieselbe 
Art  conetruiren  wir  in  jedem  Punkte  von  C  *  die  erste  Polare  desselben, 
j^chneidet  eine  Gerade  y  die  in  j^BC'Ify  so  schneiden  sich  die  ersten 
Tnlaren       Bi^  dieser  vier  Punkte  in  neun  Punkten.     Denn  ist  /' 

•  Iii  Schnittpunkt  von  und  B'\  so  treffen  die  Geraden  AP^  BI\  CP^ 
l'P  die  Curve  6"*  in  zwölf  Punkten  A^A^A^B^B^B^t\C,C^D^D^D^,  die 
auf  einer  Carre  dritter  Ordnung  liegen.  Uie  Gerade -«^/^  gehört  zu 
den  Geraden  a...  und  P  ist  daher  einer  der  Punkte,  in  welchen  die 
<  nische  Polare,  welche  dem  Strahl  AP  homolog  ist,  diesen  schneidet. 
Daher  muss  die  gerade  Polare  von  P  nach  der  Curve  aus  dem  Biischel 
t'...,  welche  dureh  A^A^A^  geht,  und  daher  anch  naeh  K\  durch  A 
gehen.  Indem  man  auf  gleiche  Art  schliesst,  dass  die  gerade  Polare  von 
P  naeh  auch  durch  B  gehen  muss,  dass  also  ^B  die  gerade  Polare 
von  P  nach  IT'  ist,  so  folgt  umgekehrt,  dass  die  conischen  Polaren  Ton 
C  und  D  nach  auch  dureh  P  gehen  mfissen»  und  dann  weiter,  dass 
sich  in  P  die  Curven  A^B*(fiJ3^  schneiden,  und  weiter  folgt  dann,  dass 
diese  vier  Curven  aUe  Schnittpunkte  gemein  haben. 

51.  Hat       einen  Doppelpunkt,  so  geht  die  erste  Polare 
eines  beliebigen  P.uuktes  von      durch  denselben. 


Digitized  by  Google 


^  240  Zur  synibeiitfcheu  Behandluug  etc. 


Ist  «tf  derjenige  Strahl  des  Bttsehek  welcher  durch  den  Doppel» 
pnnkt  gebt,  bo  moss  die  ihm  entsprechende  Curve  o'^  ihn  im  Doppel- 
punkte herühren  und  daher  geht  auch  die  coniBche  Polare  a*«f  von  A 
nach  durch  den  Doppelpunkt  hindurch.  Da  eich  also  «4  und  im 
Doppelpunkte  schneiden,  so  ist  dieser  ein  Punkt  von 

52.  Besteht  aus  einer  Curve  C  dritter  Ordnung  und  einer 
Oeraden  y,  so  aerfftUt  die  erste  Polare  eines  Punktes 
A  yon  g  in  diese  Oerade  und  einen  Kegelschnitt. 

Die  Cunren  a',..  haben  in  diesem  Falle  drei  ihrer  Orundpunkte 
auf  g  und  die  fibrigen  sechs  9  die  auf  einem  Kegelschnitte  ft'  liegen 
müssen,  auf  C\  und  dem  Strahl  q  von  [A)  entspricht  im  Büschel  (a'...) 
die  Cnrve  (ft',  g\  Weiter  ist  die  conische  Polare  von  A  nach  (iE*,  ein 
Oeradenpaar  {ji%g).  Da  dieses  im  Kegelschnittbüschel  («'...)  dem  Strahl 
g  von  {A)  entspricht,  so  ist  g  ein  Theil  der  ersten  Polare  von  A, 

53.  Besteht  aus  Tier  Oeradeo  gx9%9t9^y  so  serfftUt  die 
erste  Polare  A^  eines  Punktes  A  von  y,  in  g^  und  einen 
Kegelschnitt  91*. 

Das  Büschel  (o*...)  serfüllt  in  diesem  Falle  in  ein  StrahlenbOschel 
dessen  Scheitel  auch  auf  liegen  mag  und  jeder  beliebige  Punkt 
dieser  Geraden  sein  kann,  und  in  swei  feste  Oerade  g^  und  g^.  Es 
sind  die  StrablenbÜschel  ^(a...)  undJ3(j3...)  in  projectivischer  Besiehung 
und  perspectivischer  Lage ,  weil  sie  g^  erzeugen.  Jeder  Strahl  ß  bestimmt 
mit  g^g^  eine  dreiseitige  Cnrve  und  die  conischen  Polaren  a'  von  A  nach 
diesen  simmtlieheB  dreiseitigen  Curven  bilden  ein  Büschel,  von  dessen 
Omndpankten  awei,  M  und  iV,  Kfd  AB  liegen.  Zieht  man  von  A  nach 
(^3^4)*  welchen  Punkt  wir  J  nennen  wollen,  die  Oerade  a  und  ist  g^g^ 
durch  aa  harmonisch  getrennt,  so  berühren  alle  «x*  die  Gerade  a  In  4m 
Dem  Strahl  AB  von  {A]  entapricht  im  Büschel  (tt^*..)  das  Geradenpaar 
{AB^u)y  BO  dasB  eIbo  m  AB  und  einen  Kegelschnitt  serfallen 
muBS,  welcher  durch  die  drei  Schnittpunkte  vou  g./j^gj^  geht. 

Nehmen  wir  jetzt  an,  g^  gehe  durch  /i^^^  so  dass  also  die  drei  Ecken 
des  Dreiseits  g^t/'^Oi  iu  vereinigt  sind,  so  mUbscn  alle  Schnittpunkte 
von  iV'"'  mit  O^Os'Jx  liegen  und  dies  ist  nur  niöglicli,  wenn  %^  i\i  ein 

Geradenpaar  zert'iillt,  dessen  Scheitel  in  //..,  liegt.  In  diesem  Falle  cut- 
spricht nämlich  dem  .Strahl  .1  J  von  (>/)  das  (ieradenpaar  zi.V  uud^/.V, 
öü  dass  31'-  in        einen  Doppelpunkt  hat  und  also  ein  (  ieradenpaar  wird. 

Wenn  wir  endlich  noch  annehmen,  dass  auch  g^^  vlurch  J  geht,  so  folgt: 

54.  Besteht  6'*  aus  vier  ^  ich  in  einem  Punkte  schneidenden 
Geraden  g^g^g^gx^  8«  zerfällt  die  erste  l'olare  eines 
Punktes  A  einer  derselben  in  diese  und  zwei  andere 
Geraden,  die  sich  in  ^  schneiden. 

Wenn  eine  Curve  (^  einen  dreil'aehen  l'unkt  J.^  hat,  so  kann  man 
Bich  dieBelbe  erzeugt  denken  durch  ein  Str^hlcubüschel  ^ («...)  und  ein 
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projoctivißchos  kubisch  -  involntoriechpß  8trahlr»nbii8chol  (^;,).  Die  coni- 
scben  Pnlaron  von  nach  den  oinzrlnon  Stra)iloii<;ru|)|)«Mi  »les  involnto- 
rischon  Büschels  liiMon  oine  q'iaHratisclio  Sl vahh'ninvolution ,  wolcho  zu 
(//)  in  projoctivischcr  liozichunj^  st«>lit  und  mit  dieRcm  UUsckel  die  üurve 
erzeugt,  die  in        i-incn  I  )<)j»|i<dj)unkt  liat.  Also: 

55.  Hat  ofno  Curvo  6''  einen  dreifachen  Punkt,  so  iiat  die 
erste  J^olare  eines  Punktes  A  derselben  jenen  znm 
Doppclpunkte. 

Dieselbe  Curve  C*  können  wir  uns  erzeugt  denken  durch  ein  Strahlen- 
btttchel  /S^{a.  .)  und  ein  projectivisckes  Büschel  von  Carven  dritter  Ord- 
niiDg  (o^«*.)>  c^io  '^s  gemeinschaftlichen  Doppelpunkt  haben.  Den 
Tangenten  r  T|  von  in  entsprechen  diejenigen  Cnnren  des  Bü- 
schels t'tj'tj^  welche  in  herflhren.  In  dem  Büschel  eonischer  Po- 
lsren («'...),  welche  ans  den  Paaren  von  Doppelpnnktttangenten  der 
Conren  o^...  bestehen,  sind  die  Polaren  ^ti^^  von  nach  «*T,'r,'  die 
drd  Paare  von  Doppelpunktstangenten  dieser  Cnrven,  Ton  denen  je  der 
eine  Theil  berühren  mnss.  Da  sie  den  Geraden  t  Tg  entsprechen» 
so  folgt: 

56.  Die  erste  Polare  des  dreifachen  Pnnktes  /l^  besteht  ans 

den  drei  Tangenten,  die  man  in  diesem  Punkte  an 

ziehen  kann.  ' 

57.  Sind  y^,)  und  //j   zwei  beliebige  Punkte  von  C^^  y/^ '  und 
y^^'ihrc  ersten  Pol  aren  ,  sn  fällt  die  con  i sehe  Polare 
von         nach         mit  der  couischen  Polare  A^^^^  von 
nach  AJ^  zusammen. 

Durch  Aq  ziehen  wir  eine  beliebige  Gerade  </q,  welche  f  noch  in 
^0^0  ^'o  schneidet,  und  verbinden  mit  y/^  und  diesen  Punkten  durch 
die  Geraden  ^o^'o^o'^o*  Diese  schneiden  C*  noch  in  acht  Punkten,  die 
nnf  einer  Cnrve  liegen,  welche  mit  C*  in  eine  vierpunktige  Be- 
rührung hat.  Wir  betrachten  («□''o^o^o)  i9o^^)  Curven  vierter 
Ordnung,  sie  bilden  mit  ein  Büschel,  welches  von  jeder  Geraden 
durch  Aq  sowohl,  wie  dnrch  A^  in  den  Pnnktgntppen  einer  kubischen 
Involution  geschnitten  wird,  weil  A^  und  A^  in  den  Gmndpnnkten  dieses 
Büschels  gehören.  Deshalb  treffen  die  ersten  Polaren  von  A^  nach  die* 
sen  drei  Cnrven  Jede  dnrch  A^  gelegte  Gerade  in  drei  Pnnktpaaren  einer 
quadratischen  Involution  und  bilden  deshalb  selbst  ein  Bflschel.  (Vergl. 
diese  Zeitschrift  Bd.  XIX,  3,  „Zur  Theorie  der  kubischen  und  biqnadra- 
tischen  Involution".)  Diese  ersten  Polaren  nach  C\  (Oo^'o^o^o)  (9o^') 
seien  j4q\  .t^^  und  (^o^  o")-  Die  Curve  besteht  aus  drei  in  A^  susam- 
menstossenden  Geraden  und  die  conische  Polare  A^^^  von  A^ 

nach  /^^^  mu88  mit  der  conischen  Polaren  von //^  nach  (^q^q*)  zusammen- 
fallen und  deshalb  durch  die  Schnittpunkte  von  fir„  und  T,)*  gehen.  — 
Weiter  muss  die  erste  Polare        von       nach       mit  der  ersten  Polare 
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vier  Geimden  ^o'^o^o^o  flcbneiden,  und  deshalb  dvrcb  die  Schnittpunkte 
▼on  nnd  C  gehen.  Die  coniiehe  Polue  von  nach  mnia 
daher  die  eoniaebe  Polare  von  A^  nniA  {g^C^  in  denselben  beiden  Punk- 
ten Ton  Po  treffen,  so  dass  also  A^^  nnd  anf  jeder  durch  A^  goleg> 
ten  Qeraden  iwei  gemeinsame  Punkte  haben  und  daher  suiMmmenfallen. 

Dieser  Beweis  ist  schon  tou  Cremona  gegeben  und  nur  der  Voll« 
stindigkeit  wegen  angeftihrt. 

Wenn  wir  jedem  Punkte  von  seine  erste  Polare  anordnen ,  so  sind 
die  Punkte  von  projectivisch  auf  ihre  ersten  Polaren  besog^.  8ohnei> 
det  nun  eine  Oerade  g  die  Curve  in  ABCD  und  sind  A^f^C^lfi  ihre 
ersten  Polaren,  so  ist 

(i^JI  CD)  ^(-^jPJI»  <?«/>»). 

Einem  beliebigen  Punkte  P  von  g  entspricht  eine  Curve  des  Blischela 
(^ü*...)-  Nennen  wvt  A^B^C^ß^  die  ersten  Polaren  eines  beliebigea 
Punktes  Q  von      nach  A^^C'IJ^P\  so  ist 

(A'B*C^I>^f^)]\{A'BH:^n-'P^). 

Nach  dem  vorigen  Satze  sind  A^R'C'O'  auch  die  conischen  Polaren 
von  AHCD  nach  der  ersten  Polare  Q"^  von       also  ist  auch 

{A*B*C^D*g>)7\iABCJJP),  also  auch  {A*B»C*J^*(^)/{iA*B*C»J>^J*). 

Mithin  fallen      und  /*  ausammen. 

,  Durch  P  sieben  wir  eine  andere  Gerade  ^'q,  welche  C*  in  A^B^C^D^ 
schneidet.  Die  ersten  Polaren  dieser  Punkte  A^B^C^B^  bifden  ein 
Büschel,  in  ihm  sei  P^  diejenige  Curve,  so  dass 

K      Co  />o  P)  Ä  ( A '  ^^u  (  ?  Po')' 

Ganz  wie  oben  folgt  dann,  dass  die  couische  Polare  0^  von  F  nach  ()* 
mit  der  conischen  Polare  P^^^  von  Q  nach  /'„'  zusammenfallt.  Die  Stelle 
von  (>  kann  jeder  Punkt  von  oinnelunon.  Üahcr  haben  /'^  und 
die  Eigenschaft,  dass  die  conischeti  Polaren  eines  jeden  Punktes  von  (  * 
nach  diesen  beiden  Curven  in  einen  Kegelschnitt  zusammenfallen ;  des- 
halb müssen  und  P^j^  aucij  zusammenfallen  und  die  Büschel  (.P  B-^  C^.  .) 
und  {A^j^  Bq^CJ^  ...)  haben  die  Curve  /* '  gemeinsam,  welche  in  jerlem  Bü- 
schel dem  Schnittpunkt  P  von  fj  und  (/„  entspricht.  Da  Qq  eine  beliebige 
Gerade  durch  P  war,  so  folgt  allgemein: 

58.  Eine  variable  Gerade  (/  durch  P  schneide  C*  in  ARCD^ 
die  ersten  Polaren  dieser  Punkte,  A'^^  bilden  ein 
Büschel,  in  welchem  dem  Punkte  /'  eine  bestimmtö 
Ourve  /'  entspricht,  die  also  s ii m m  t Ii c Ii e n  Büscheln 
gemeinsam  ist,  welche  durch  die  Drehung  von  (j  um  P 
hervorgerufen  werden.  Wir  nennen  /'^  die  erflte  Polare 
von  /*  n  a  c  h  C  *. 

59.  Die  ersten  Polaren  aller  Punkte  nach      bilden  ein  Netli. 
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Es  seien  P,j  und  P,  zwei  beliebige  Punkte,  und  /*,'^  ihre  ersten 
Polaren,   /''^„^  und  conischen  Polaren  von       nach        und  von 

nach  Pf'\  80  soll  gezeigt  werden,  dass  P^^^^  und  P'jy  zusammenfallen. 
Die  Gerade  /^Pj  schneide  in  p2^\^\^*h\  ^'^  ersten  Polaren  dieser 
Paukte  seien  i\x^  P^,  dann  ist,  wenn  P'iy>P'\s^*'n\P^oh  ^''^  conischen 

Polareu  von  nach  diesen  Caiveu  sind  und  /^qq  die  coniscbe  Polare 
Ton      nach  P^^  ist, 

Co^  ^V^  ^^'^ ^5^)  A  C^Oa ^01         ^08  '*04 ^ 06)' 

Ferner  seien  l*oo  '"lo  '*«  ''V contechen  Polaren  von  Pq  P,  f,  P,  P4  P, 
nneh  P^',  so  iat  aneh 

Da  P%  mit  P^»,  mit  P*3o,  /"^  mit  P'iq,  P*!^  mit  P'go  susammen- 
Allt,  weil  P^P^P^Pi  Punkte  von  C*  sind;  da  ferner 

(Po  Py  P,  P,  P,  P5)  Ä  (^0'  ^1^^  f'.'V  'V) 

ist,  80  mnss  anch 

(^*00  ^01  ^^02  ^03  ^^04  ^05)  A  {P^iXi  P^iO  P^'sK)  P'io  ^  "40  '^"öo) 

sein  und  P\i  mit  P^^q  zusammenfallen.  Also: 

62.  Sind      u  n  d  l\  zwei  ganz  b  e  1  i  e  b  i  g  c  P  u  u  k  t  e ,  /  ^ '  und       i  h  r  o 
ersten  Polaren,  so  fallen  die  conischen  Polaren  /'-,„  von 
Pq  nach  P^^  und  P®,,,  von  Pj  nach  Pf^^  in  einen  Kegelschnitt 
zusammen,   weicher  die  gemischte  conische  Polare  von 
pQ  und  /'j  heibst. 
Jeder  Geraden  g  entspricht  das  Büschel  der  ersten  Polaren  ihrer 
Punkte;  man  nennt  die  neun  Schnittpunkte  dieser  ersten  Po- 
laren  die  Pole  von  '/  und  y  die  letzte  oder  gerade  Polare 
eines  jeden  dieser  neun  Schuittpunkte  bezüglich  C*. 

Ein  Punkt  Pj  liege  auf  der  letzten  Polare  p^^  von  P^  nach  seiner 
kubischen  Polare  Z^',  dann  muss       auf  der  conischen  Polare  P'^^q  von 
Pi  nach  P„'  liegen.     Diese  fallt  aber  nach  dem  letzten  Satze  mit  der 
conischen  Polare  /^^^i  von  P^  nach  der  kubischen  Polare  Pj^  von  Pj  zu- 
sammen und  daher  liegt  Pq  auf  seiner  conischen  Polare  P^^i  nacl^  Pi\ 
muss  also  der  Berührungspunkt  dieser  beiden  Curven  sein,  B(i  dass  also 
die  kubische  Polare  von       durch  Pq  geht.    Aendert  sich  Pj  auf  Pqq^ 
80  ändern  sich  auch  seine  kuhischen  Polaren  .  gehen  aber  sämmtlich  dnrch 
Pq  und  bilden  dalier  ein  Büschel,  so  dass  also  p^^  die  gerade  Polare  yon 
Pq  nach       ist.    Nacli  der  Voraussetzung  ist  aber       auch  die  gerade 
Polare  von      nach  P^^  und  daher  folgt  : 
61.  Die  -gerade  Polare   eines  Punktes   nach  seiner  kubi- 
sehen  Polare  fttllt  mit  seiner  geraden  Polare  nach  C* 
snsammen. 

Jetit  soll  angenommen  werden,  dass  Pj  anf  der  conischen  Polare 
P^  Ton       nach       liege,  dann  mnss  P^  anf  der  geraden  Polare  von 
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P,  nach  P^^^  oder,  wae  ilas.selbo  ist,  auf  der  Polare  von  Pj  bezüglicb  ß«5i»w 
conischen  Polaro  P^^f^  nach  P(^^  liegen.  Die  coni^che  J^olare  f^^^  fällt  mit 
der  conipchen  Polare  von  Pq  nach  P^^  zusammen,  also  liegt  P,^  auf 

dor  Polare  von  /*j  nach  /'"oi  •     Diese  Oillt  aber  mit  der  Polare  von  /' 
nncli  /'"],,  d.  h.  nach  der  conischen  Polare  von  I\  bezüglich  seiner  ko 
biseben  I\)lare  P^^  zusammen .  in  die  gemischte  Polare  der  Punkte  /*|  und 
P^^  nach  P^^  und  daher  Hegt  Pq  auf  der  Polar«  von      nach  P*^^,  also 
auf  P'^^^  selbst,  und  bieraus  folgt: 

62.  Liegt  ein  Punkt  auf  der  conischen  Polare  P-f^  eine? 
andern      nach  seiner  kubischen  Polare  Pq^  so  liegt 

#  anf  der  conischen  Polare  P^n  des  ersten  nach  seiner 
kubischen  Polare  P^K 

Man  nennt  die  conische  Polare  P^^f^  eines  Punktes  Pq  nach  aeinff 
kubischen  Polare  conische  Polare  von  Pq  nach  C\ 

Liegt  ein  Punkt  P|  .aaf  der  geraden  Polare  von  Pq  nach  Po't 
mnsfl  Pq  auf  der  cönischen  Polare  von  P,  nach  Pq\  d.  i.  auf  /^,o  lieges. 
Diese  Ourve  fUlt  aber  mit  der  eonischen  Polare  P^Q^  von  P^  nach 
zusammen  und  da  also  Pq  auf  seiner  conischen  Polare  nach  P^  Hegt,  lo 
rauss  es  auf  P^^  selbst  liegen.  Also: 

63.  Liegt  ein  Punkt/',  auf  der  geraden  Polare  eines  andern 
Pq^  so  liegt  der  letzte  auf  der  ersten  Polare  von  /j  uud 
11  m  g  e  k  e  h  r  f. 

Denn  liegt  ein  Punkt  /'o  auf  der  ersten  Polare  /^^  von  ,  sn  geht 
7^,^,   oder  P'^^^^  durch  Da  also  die  conisclie  Polare  von  P,  nach  P} 

durch  Pq  gebt,  so  muss  die  gerade  Polare  von  Pq  nach  Pq^  durch 
gehen. 

Ist  /  eine  Tangente  in  einem  Punkte  P,  von  und  P^^  ein  beliebi- 
ger Punkt  derselben,  so  rauss,  wie  sich  unmittelbar  aus  der  Entgtehnag 
der  ersten  Polare  ergiebt,  die  Polare  die  Gerade  i  in  berühren. 
Femer  ist  i  die  gerade  Polare  Ton  Pj  nach  6^,  also  mnss  Pq^  daich  Pt 
gehen,  woraus  sich  ergieht: 

64.  Die  Punkte,  in  denen  die  erste  Polare  eines  Puak- 
tes  Pq  die  Curve  schneidet,  sind  die  Berfibrnngs- 
punkte  der  Tangenten,  die  sieh  von  Pq  an  siebea 
lassen.  Daher  lassen  sich  von  einem  Punkte  an  eine 
Curve  yierter  Ordnung  sw6lf  Tangenten  sieben. 

Tn  ganz  analoger  Art  lassen  sich  mit  Hilfe  der  im  eisten  TbeSe 

abgeleiteten  Sfttze  auch  einige  Polareigen scbaften  einer  allgemeines  Oarve 

w''"'^  Ordnung  ableiten. 
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Ueber  das  gleichseitige  hjrperbolische  Faraboloid  und 
ein  ans  ihm  abgeleitetes  Strahlsystenu 

Von 

Dr.  Abthur  Schoenflies 

iB  Itariin. 


8  ». 

Dftr  Ort  aller  Pnnkte  de«  Ratimes,  welche  von  zwei  windschiefen 
Geraden  gleichweit  entfernt  sind,  ist  bekanntlich  ein  gleichseitiges  bjrper- 
bolisches  Paraboloid.    Sind  nämlich 

die  Gleiebnog«n  der  beiden  gegebenen  Geraden  g  und  A,  so  ist 

die  Gleiebung  des  betracbteten  Ortes.    Setst  man  noch 

and 

ff 

80  Terwandelt  sich  die  Gleichung  des  Paraboloids,  wenn  wir  die  Striche 
bei  den  neuen  Coordinaten  wieder  weglassen,  in 
4)  — y^ÄÄpt. 

Die  Gleiebnngen  der  beiden  Geraden  g  nnd  A  sind  in  dem  neuen 
Coordinatensystem 

•  «-ac=0,   y(l-ir)-«(l  +  «r)«0, 

'  t^a  =  0,    y(l  +  „)-.a:(l-«)=sO. 

Sie  «eigen  unmittelbar,  dass  die  Polarebene  eines  jeden  beliebigen  Punk- 
tes P  der  Geraden  y  in  Bezug  auf  das  Paraboloid  durch  die  Gerade  h 
Iii  n  durch  geht.    Daraus  folgt: 

Z«iUohrift  f.  M««bamfttik  n.  Phyrik,  XXIll,  4.  18 
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Die  Gemdea  g  und  h  rfnd  PoIaiUnien  ▼an  Baader  in  Being  auf 
du  Pamboloid. 

Die  Avfjg;abe,  >u  einem  ipegebenen  gleiebieitigen  Pafaboloid  die  Ge- 
raden g  und  h  an  finden,  UM  unendlich  viele  Löaongen  an.  Zwisehen 
den  geraebten  GrViien  a  nnd  «  beiteht  nSmlieh  nnr  die  Gleicbnng  3), 
daber  ezistiren  nnendlich  viele  Geradenpaare  der  betracbteten  Art.  Da 
diese  Gleicbnng  in  a  vom  ersten,  in  a  vom  aweiten  Ckade  ist,  sc  folgt, 
dass  dnreb  Jeden  Pnnkt  der  2r-Aze  awei  Strahlen  9,  reip.  h  laufen, 
welche  simmtlieb  die  nnendlich  ferne  Gerade  der  xy*  Ebene  schneiden, 
in  einem  Pnnkte,  welcher  durch  «^bestimmt  isL  Demnach  aeigt  die 
Gleichung  3),  dass  die  Schnittpunkte  der  Geraden  9,  resp.  h  mit  der 
z-Axe  eine  einfache  Punktreihe  bilden,  wihrend  ihre  Schnittpunkte  mit 
der  unendlich  fernen  Geraden  dne  Involution  von  Punkten  eraengen. 
Der  Ort  dieser  Geraden  ist  daher,  wie  Oremona  geaeigt  hat,*  eine 
Regelflftche  dritter  Ordnung,  welche  jene  bdden  Geraden  au  LdtUniea 
und  die  t-Axe  aur  Doppclgeraden  haL 

Die  Gleichung  dieser  Fliehe  findet  man  durch  Blimination  von  m 
aus  dea  Gleiehnngen 

««m.  yU~«)-«(i+«)  =  Oj 

man  erhält  i-r«" 

,6)  2t(x«H-y*)H-/>(x«-y*)-o 

nls  den  Ort  der  Geraden  gj  als  Ort  der  Geraden  h  ergiebt  sich  ganz 
dieselbe  Fläche. 

Bringen  wir  die  letzte  Gleichung  in  die  Form 

so  finden  wir,  dass  x—O  nnd  ^  =  0  die  Doppelebenen  der  Involntion 
von  Ebenen  sind,  welche  mit  der  Flüche  ansammenbingt.**   Die  s-Axe 

P  P 

ist  nur  zwischen  den  Puukieu  ^  =  w  ^^^^  ^  ^  — ö*  ^^^^^^  Gerade  der 

m  m 

Flüche.  In  diesen  beiden  Punkten  liegen  auch  ihre  Cnspidalpunkte. 
Demnach  eigiebt  sich: 

Zu  jedem  gleichseitigen  hyperbolischen  Paraboloid  ge« 
bSrt  eine  unendliche  Menge  von  Paaren  gerader  Linien  von 
der  Eigenschaft,  daas  alle  Punkte  des  Paraboloids  von  bei- 
den Geraden  eines  jeden  Paares  gleicbweit  entfernt  sind. 
Die  Gesammtheit  dieser  Geradenpaare  bildet  eine  Bogel- 
flüche  vom  dritten  Grade,  deren  Eraeugenden  auf  der 
Doppelgeraden  senkrecht  stehen.  Je  awei  Geraden  »inea 
Paares  sind  Polarlinien  von  einander  in  Beaug  auf  das  Pa- 
raboloid. 


♦  Aiii  (hl  Ii.  Mit.  J^imh.  Ikl.  2,  S.  291. 
**  Salmon,  Aoaljrt  Qeometrie  dei  Baamea      2,  8.  ai6. 
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§2. 

Wir  bttrachten  irgend  eine  belieUge  Gerade  g  der  Fliehe  irad 
eine  der  beiden  G^radentehenren  des  Pamboloids«  Anf  Jeder  dieser  Oe- 
raden giebt  ee  einen  Pnnkt,  weleber  von  g  den  iKttrsesten  Abstand  hat, 
vnd  dasn  einen  Strahl,  welcher  diesen  Pnnkt  mit  dem  entspreehenden 
Punkte  von  g  ▼erbindet,  der  also  die  kttneste  Entfernung  beider  Geraden 
entbftlt.  Die  Gesammtheit  dieser  Plinkte  bildet  eine  Cutve  nnd  die  Ge- 
sammtheit  jener  Strahlen  eine  geradlinige  Fliehe. 

Um  diese  Gebilde  sn  nntenuchen,  stellen  wir  das  gleichseitige  Para- 
boloid  dar  dnrch  die  Gleichungen 

<^  u4-v  u  —  ü  UV 

Dftnn  giebt  u  =  consl.  das  eine  System  der  geraden. Liuien  und  vs=const, 
das  andere.    Die  Gleichungen  einer  Geraden  u  sind 

tt  _  p 

u 

und  die  der  Geraden  g 

r  — 0  =  0. 

Beseichnen  wir  nun  dnrch  d  die  Entfernung  des  Punktes  r  =  0  der 
Geraden  g  vom  Punkte  r^  =  0  der  Geraden  w,  durch  r',  reap.  r\  die 
Abscissen  derjenigen  Punkte  beider  Geraden,  welche  den  kttrsesten  Ab- 
itand von  einander  haben,  so  gelten  folgende  Gleichungen:* 

und  swar  ist  in  dem  hier  betrachteten  Falle,  wie  sieh  ohne  Hohe  ergiebt, 
mit  Rtteksicht  auf  Gleichung  3),  §  1 , 

Ä  Ii* 
cotiug)  =  -  «  ^ »     9it(^{ug)  =  ^\ , 


*  Uesse,  Aaalyt  Geometrie  dei  Raumes,  2,  Aufl.,  S.  79. 
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u  au 

wo 

geaetet  ist   Daher  wird 
6) 

7)  rV-0. 

Die  letste  Gleichang  lehrt,  daas  r\  von  a  und  «  gans  nnabbliifpg 
ist,  d.  h.  der  Werth  Ton  /,  Hadert  sieh  nicht,  wenn  wir  g  darch  eine 
andere  Gerade  der  FlXehe  eisetsen.  Anf  jeder  Geraden  u  faUen  ibo 
die  Punkte ,  welche  von  den  einzelnen  Geraden  der  RegelflSche  den  k6^ 
zcsten  Abstand  haben ,  in  einen  einzigen  zuBammen.  Seine  Gleichungen 
ergeben  sieb  in  der  Form 

II  II 

Die  Gcßainmtheit  dieeer  Punkte  bildet  eine  gerade  Linie,  nämlich  die 
Gerade  v  =  0.  Analoge  Kesnitate  gelten  für.  die  Geraden  r=conf(.  Dem- 
gemäss  ergicbt  sich: 

Auf  jeder  Geraden  des  Paraboloids  giebt  es  einen  be- 
stimmten Punkt,  welcher  zugleich  von  allen  Geraden  der 
Fläche  ^3  die  kürzeste  Entfernnng  hat.  Die  Gesammtheit 
dieser  Punkte  bildet  für  jede  Rcgelschaar  des  Paraboloids 
eine  gerade  iiinie,  nKmlich  für  die  Geraden  u  die  Oerade 
9ssO,  und  für  die  Oeraden  v  die  Gerade  «»0. 

Seien  nnn  «i,  |}|,  die  Bichtungscodnns  des  Strahles  t,  der  die 
Punkte  kfirsesten  Abstandes  auf  g  nnd  einer  Geraden  u  mit  euiaader 
▼erbindet,  so  ist 

nnd  da  die  Gerade  t  dnreh  den  Punkt  r^sO  anf  w  hindnrcbgcbt,  so 
sind  ihre  Glidehungcn 

Eliminiren  wir  aus  ihnen  »  und  s,  so  erhalten  wir  die  von  den 
Strahlen  «  gebildete  Fläche,  deren  Erzeugungslinien  also  zngleidi  wi9 
nnd  je  einer  Geraden  u  senkrecht  stehen.   Es  ergiebt  sich  snnleiMt 

(l-«)«  +  (l  +  «)l^-u  =  0, 

nnd  hieraus 

9)  («-'y)j»  +  «[(l-«)«  +  (l+«)»]«=0, 

d,  h.  die  Fläche  ist  wieder  ein  Paraboloid.    Also  folgt: 
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Alle  Strahlen,  welche  angleleh  auf  der  Gereden  g  nnd 
je  einer  Oereden  u  des  gleichseitigen  Peraholeida  tenk- 
recht  stehen,  bilden  wieder  ein  Paraboloid. 

Bbensc  ezistirt  ein  Paraboloid,  gebildet  von  den  Strahlen  r^,  die 
auf  Q  nnd  je  einer  Geraden  e  senkrecht  stehen.   Seine  Gleichung  ist 
10)  (.x  +  y)  ap  -  c  [(1  -  a)x  +  (H-o)y]  =  0. 

Die  Dnrßlidringungscurvo  beider  Paraboloide  bestebt  aus  vier  geraden 
Linien}  diese  sind 

I.  «=0,  y  =  0, 

Z.  s  =  e.  (l+a)x-(l-«)y  =  0, 
4.     <=0,   (l-«)x  +  (l  +  a)y  =  0. 

Von  diesen  vier  Geraden  geboren  jecloch  nur  zwei,  nämlicb  die  beiden 
ersten,  gleichzeitig  zu  den  Strahlen  s  und  s^.  liier  bedeutet  /  =  0,  wie 
gewöhnlich,  die  Gleichung  der  unendlich  fernen  £bene. 

§3. 

Betrachten  wir  in  den  Gleichnngen  8)  des  lotsten  Paragraphen  ausser 
t»  nnd  s  auch  «  als  Tariabel,  so  liefern  sie  die  sftmmtlichen  Paraboloide, 
welche  snr  Begelschaar  u  und  den  einsdnen  Geraden  der  Flüche 
gehören,  d«  h.  sKmmiliche  Strahlen,  deren  jeder  gleichsmtig  auf  einer 
Geraden  u  nnd  auf  einer  Geraden  g  senkrecht  steht.  Diese  doppelt  un- 
endliche Strahlenmenge  bildet  ein  Strahlsysteoi  in  dem  Ton  Herrn  Kum* 
mer  definlrten  Sinne,*  welches  wir  das  Strahlsystem  £  nennen  wollen. 
DassellA  ist  in  der  Weise  gegeben,  wie  es  a.  a.  O.  ▼oransgesetst  wird, 
nlmlich  der  Punkt  x,^,  z  und  die  Richtungscosinus  |, «}»  welche  jeden 
einseinen  StraU  bestimmen,  sind  FunctAnen  sweier  nnabhingigen  Ya- 
riabeln  u  und  0.   Wir  snbstituiren  noch 

1)  (l  +  «)u^»/,    {l—a)uz=v\  2//«=y, 

80  werden,  mit  Unterdrückung  der  Striche  bei  den  neuen  Variabein,  die 
Gleichungen  des  Strahles  s 

M+P  u 

2)  .  =  'i±^-  " 


9 


Die  Ordnung  des  Strahbystems  ist  bekanntlich  die  Anzahl  der 
Strahlen ,  welche  durch  einen  beliebigen  Punkt        Z|  des  Baumes  hin- 


*  Borchardt*B  JoumaL  Bd.  57,  S.  189  Agg. 
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durchgehen;  diese  Anzahl  ist  identisch  mit  der  Aniahl  der  WerthepMxe 
II,  9,  welche  sieh  ans  den  Gleiebuogen  2)  ergeben,  wenn  wir  in  ihnen 
or,  y,  z  dareh  y,,  s^  enetaen.  Wir  erhalten  für  m  und  e  die  Gleich- 
angen 

d.  h.  es  geb<>rt  im  Allgemeinen  nn  jedem  Weithepeere  x^Ji^z^  meh'&nr 
ein  Werthepanr  «,  e,  eleo  geht  aneh  nnr  ein  Strahl  dnreh  einen  beliebi- 
gen Punkt  des  Banmee.  Das  Strahlsystem  ist  daher  Ton  der  ersten  Ord- 
nung.  Nnr  in  dem  Falle,  dass  angleicb 

4)  »i«0  nnd  ar^— =  0 

ist,  wenn  also  der  Punkt  x^y^z^  auf  der  durcli  diese  Gleichungen  dar- 
gCbtclUen  (M'raden  liegt,  kann  eine  Au8uahnie  eintreten.  Die  Unter- 
suchung dieses  Falles  kann  einfach  in  folgender  Weise  geTührt  werden. 
Das  Strahlsystem  2.  wird  gebildet  von  der  Gcsammtheit  der  im  vorigen 
Paragraphen,  Gleichungen  8)  und  9)  erwähnten  Paraboloide.  Suchen 
wir  nun  diejenige  Gerade  s  eines  dieser  Paraboloide,  welche  durch  ein«'n 
bestimmten  Punkt  der  Geraden  4)  hindurchgeht,  so  haben  wir  in  den 
Gleicliungen  8),  §2,  nur  u  als  constant  zu  betrachten;  dann  stellen  sie 
den  verlangten  Stialil  *  dar.  Eliniiiiiren  wir  nun  aus  ihnen  «  und  so 
erhalten  wir  den  geometrischen  Ort  aller  Strahlen  von  2^,  welclie  durch 
den  Punkt  x^y^z^  hiudurchgeheu.    Die  sich  ergebende  Gleichung  ist 

5)  (•T-y)p  +  w«  =  0, 

also  gehen  dnreh  jeden  Punkt  der  Geraden  4)  nnendlieb  viele  Btrableo 
des  Strahlsystems,  welche  eine  Ebene  bilden.  In  ihr  liegt  auch*  die  Go- 
lade  4)  selber. 

Die  Glesse  des  Systems,  \*  b.  die  Ansah!  der  Strahlen,  welche  in 
einer  beliebigen  Ebene  des  Raumes  liegen,  wird  gefunden,  indem  wir 
^,  {  in  die  Gleichung  einer  beliebigen  Ebene 

einsetaen  und  die  Bedingung  aufs'lellen,  dass  »die  linke  Seite  fBr  jeden 
Wertb  von  s,  d.  b.  identiseb  veisehwindet.  Dies  giebt  fttr  ti  und  e  die 
Gleichungen 

ci^TW«      »  K+Ä?  ' 

d.  b.  im  Allgemeuien  liegt  in  jeder  Ebene  des  Baumes  nur  ein  Strahl, 
das  Strablsystem  ist  also  von  der  ersten  Glesse.  Eine  Ausnahme  kann 
nur  dann  eintreten,  wenn  sugleicb 

t)  «1  +  ^  =  0,    dj  =  0 

oder 

8)  aj  =  0.   A  =  0 


» 
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iit  Aneh  die  Untertaehmig  diaBer  Fille  gestaltet  deh  am  einfaehitea, 
wean  .wir  anf  die  Paiaboloide  sturflakgelien.  Den  Gleiehvngea  7)  ent- 
fpnehen  alle  Bbenen  toh  der  Form 

9)  «  — y-Ä«BaO, 

wo  k  ein  variabler  Parameter  ist.  Eine  beliebige  derselben  —  sie  heisse 
(  —  schneidet  das  durch  die  Gleichungen  9),  §  2,  dargestellte  Parabo- 
loid  in  den  beiden  Geraden 

x  —  y  =  Oy    r  =  0, 
a?-y-.A«  =  Ü,    (l-«)a?  +  (H-a)y  +  Ä/>  =  0, 

TOD  denen  jedoch  nnr  die  letalere »  deren  Gleichungen  sich  auch  in  die 

Form 

10)  »— y  — AxssO,   os+jf  +  ip  — a(«— y}»0 

bringen  laaaen«  dem  System  Z  angehört.  Die  Gesammtheit  der  Strahlen 
des  System^ ,  welche  in  der  Ebene  •  liegen ,  wird  von  ihrem  Dnrehsehnitt 
mit  dem  Ebenenhttsehel  gebildet,  welches  die  zweite  der  Gleichnugen  10), 
ff  als  variahel  betrachtet,  darstellt.  Diese  Strahlen  bilden  also  einen 
Strahlenbfischel  und  ihre  Envcloppe  ist  ein  Punkt,  welcher  anf  der  Ge- 
radeu  4)  liegt. 

Die  Kbeucn,  welche  den  Gleichungen  8)  entsprechen^  worden  dar- 
gestellt durch 

11)  z- (/  =  (), 

sie  schneiden  das  Paraboloid  in  den  beiden  Geraden 

(aj-y)/»  +  d[(l-a)«  +  (l+«)y]  =  0, 

TOD  denen  jedoeh  nnr  die  erstere  dem  System  £  angehdtt.  Da  dieselbe 
von  «  nnabhängig  ist,  so  folgt,  dass  alle  Paraholoide  von  den  Ebenen 
11)  in  derselben  Geraden 

12)  ««0,    1  =  0, 

d.  Ii.  der  unendlich  fernen  Geraden  der  ay- Ebene,  geschnitten  werden; 
also  enthalten  diese  Ebenen  nur  eine  Gerade. 

Bedienen  wir  uns  nun  der  von  P lücker  für  die  Strahlsystemc  erster 
Ordnung  eingeführten  Bezeichnungen,'''  so  ergeben  sich  folgende  üe- 
soltate : 

Alle  Strahlen,  welche  sngleich  auf  einer  Geraden  ti  des 
(gleichseitigen  Paraboloids  und  auf  einer  Geraden  g  der 
Segelfläche  i2g  senkrecht  stehen,  bilden  ein  Strahlsystem  £ 
erster  Ordnung  nnd  erster  Classe.  Es  enthält  nnr  eine  Di* 
rectrix,  nimlieh  die  Gerade  «  — ye=0,  s^O.  Alle  Strahlen, 
welche  durch  einen  ihrer  Punkte  gehen,  bilden  einen  ebenen 
Strahlenbttschel,  und  jede  Ebene,  welche  dnreh  diese  Ge- 


*  Flacker,  Heoe  Geometrie  des  Baumes,  §  61  Agg. 
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rado  hindurchgellt,  enthalt  unendlich  viele  Strahl eUi  welche 
sich  in  einem  Punkte  derselben  schneiden. 

Ilicraus  folgt,  dass  das  Strahlsystein  £  mit  demjenigeu  identisch  ist, 
welches  Plückor  a.  a.  O.  §  68  behandelt. 

Man  kann  auch  umgekehrt  aus  dem  Strahlsystem  2^  das  gleichseitige 
Paraboloid  ableiten;  jeder  Punkt  der  Geraden  x — y^sQ,  ze=0  kann 
Bum  Scheitelpunkte  desselben  gewählt  werden. 

Von  den  mit  dem  Strahlsystem  verbundenen  Flächen,  welche  Heir 
Kammer  in  seiner  oben  erwähnten  Arbeit  behandelt  hat,  gestatten  auch 
die  Ozemfläclieii  eine  einfache  Behandlung.  In  der  quadratischen  Gleich- 
ung, von  deren  Wuraeln  sie  abhängen,  wird  nämlich  der  Coeffieieut  dei 
mittleren  Gliedes  gleich  Null,  und  daher  gelin^^t  ilire  Bestimmung  ohne 
grosse  Schwierigkeit.  Sie  sind  vom  sechston  Grade.  Sie  besitzen  eine 
vierfache  Gerade  a?  — y  =  0,  «  =  0  und  eine  Uoppelgerade  j  =  0,  (—0. 
Sie  können  als  das  Erzcngniss  zweier  projectivischen  Flächenbüschel 
betrachtet  werdeU)  nämlich  einer  Involution  von  Ebenen,  deren  Axe  die 
Qerade  x  =  0,  z  =  0  ist,  und  eines  BUschels  von  Flächen  vierter  Ord* 
nung  mit  doppeltem  Kegelschnitt.  Dieser  doppelte  Kegelschnitt  besteht 
aus  den  beiden  Geraden  x  — ye=0,  2s=0,  und  sssO«  1  =  0. 

Ebenso  existirt  ein  analoges  Strahlsystem  erster  Ordnung  und 
erster  Classe,  gebildet  von  den  Strahlen  f^,  welche  aus  der  Begelschaar 
p  des  ursprünglichen  gleichseitigen  Paraboloids  entspringen.  Die  Gleidi- 
ungen  der  Geraden  f,  sind 

'  "—BIT''- 

Hier  ist  su  snbslitutren 

14)  (l  +  «)9  =  ati',    (l-a)0»«ir',  ^p^q, 

so  werden,  mit  Ünterdrfickung  der  Stricbe  bei  den  neuen  Variabein,  die 
Gleichungen  des  Strahlsystems 

u  —  v  u 
u—v,  V 

16)  jr« — + 


Dasselbe  besitst  gans  ähnliche  Bigenschaften ,  wie  das  Strahlsystem  X 
An  die  Stelle  der  Geraden  x—p^fi,  tesO  tritt  die  Gerade  x-^-yzsO, 
s«0. 
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Die  Frage,  welehe  an  dieser  Stelle  noch  bebandelt  werden  mll,  be> 
trifft  die  gemeinsamen  Strahlen  beider  Systeme.  Die  Löanng  ergiebt  sieh 
an  einfachsten  durch  folgende  Ueberlegnng.  Die  Strahlaysteme  £  und 
^1  sind  identiaoh  mit  der  Gesammtheit  der  in  den  Gleiehnngen  9),  reap. 
10),  §  2  behandelten  Paraboloide.  Die  gesuchten  Strahlen  werden  daher 
▼on  denjenigen  —  den  Systemen  2  und  2^  angehttrigen  —  Strahlen 
gebildet,  welche  je  ein  Paraboloid  der  einen  Schaar  mit  je  einem  Para- 
boloid  der  andern  Schaar  gemein  hat.  Nun  haben  swei  Paraboloide, 
welche  an  demselben  Werthe  von  a  gehören,  vier  Geraden  mit  einander 
gemein  [§  2, '11)],  yon  denen  nur  die  beiden  Strahlen 

beiden  Systemen  £  und  2^  angehören.  Da  aber  die  Gleichungen  der^ 
selben  Ton  a  unabhängig  sind,  so  sind  diese  beiden  Strahlen  sugleich 
gemeinsame  Geraden  irgend  sweier  Paraboloide  der  bdden  Schaaren* 
Wenn  endlich  irgend  swei  Paraboloide  sich  ausserdem  in  noch  awei  Ge- 
raden durchdringen  sollten,  so  sind  dieselben  nicht  unter  den  Strahlen 
▼on  S  und  Hg  enthalten.   Daher  folgt: 

Die  geradlinige  Flftehe,  welche  yon  den  gemeinsamen 
Strahlen  der  beiden  Systeme  £  und  2\  gebildet  wird,  redu- 
eirt  sich  auf  swei  windschiefe  gerade  Linien,  ntmlich  d^sO, 
y  =  0  und  ««0,  l«=0. 

§4. 

Betrachten  wir  in  den  Gleichungen  2),  §  3  auch  q  als  variabel,  so 
stellen  sie  eine  dreifach  unendliche  Strahlenmeugo  dar,  welche  einen 
Stralilencomplcx  bildet.  Dieser  Complex  enthält  die  sammtlichen  Strahl- 
Systeme  2^^  welche  aus  den  verschiedenen  Paraboloiden  der  Schaar 

1)  x^-y^=2pz 

und  den  entsprechenden  Begelflächen  der  FUtehenschaar 

2)  2«(ap«+y«)  +  p(«»-y«)  =  0 

entstehen,  wenn  wir  darin  auch  p  als  veränderliche  Grösse  betrachten. 
Die  Gestalt  der  genannten  Gleichungen  2)  zeigt,  dass  der  Strahleneom- 
plex  folgende  geometrischen  Eigenschaften  hat:  Erstens  gehen  simmt- 
lishe  Strahlen  desselben  durch  die  Gerade  «  — yaO,  ^sQ;  iweitens 
al»er  gehört  auch  jeder  Strahl,  welcher  diese  Gerade  schneidet,  dem 
Complexe  an.  In  der  That  können  die  Variabeln  v,  q  stets  in  ent- 
sprechender Weise  bestimmt  werden.  Die  Gleichungen  einer  beliebigen 
Oeraden  dieser  Art  haben  nämlich  die  Form 

3)  4e  =  |  +  ir,     i/  —  ^-\-^r,     z  =  vr. 

Soll  dieselbe  mit  einem  Strahl  des  Oomplexes  identisch  sein,  so  müssen 
"i  v>    den  Gleichungen 
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4)  u: —v: =  k  :    :  V.    ^       =  i  • 

4 

gvaligen,  was  ftoto  bewirkt  werden  kAnn.  Sie  seigen,  daei  die  GtOaiai 
«,  —  r,  —q  den  Biehtnngsconnos  proportional  mnd.  Der  Proportionali* 
tStffeetor  beetiDunt  nck  dnieb  den  Punkt  der  Geraden  x~^  =  0,  ss:0, 
in  welchem  aie  Ton  dem  Strahl  getroffen  wird.  —  Nnr  in  dem  Falle,  dam 
ist,  könnte  et  aeheinen,  ab  ob  die  Gleichungen  4)  nicht  befrie- 
digt werden  könnten.  In  dieaem  Falle  ist  aber  die  Gerade  3)  parallel 
an  «-^y»0,  sbsO,  d.  h.  sie  geht  durch  den  unendlich,  fernen  Punkt 
derselben,  und  man  bat,  um  die  Gleichungen  4)  au  erfüllen,  u  einen 
positiven,  v  einen  negativen  unendlich  grossen  Werth  lu  geben. 

Der  betrachtete  Strahlencomplez  ist  von  der  ersten  Ordnung  und 
▼on  der  ersten  Classe.  Denn  alle  Strahlen,  welche  durch  einen  beliebi- 
gen Punkt  P  des  Baumes  geben,  bilden  eine  Ebene,  welche  den  Pnnkt 
P  und  die  Gerade  x  — y<sO,  ta=0  enthklt  Femer  giebt  es  in  jeder 
Ebene  unendlich  viele  Strahlen ,  die  simmtlich  durch  ihren  Schnittpunkt  Q 
mit  der  Geraden  «-'^  =  0,  zsQ  hindurchgehen.   Demnach  ergiebt  sich: 

Die  Gesammtheit  der  Strahlsjrsteme  £,  welche  aus  dea 
FlKchenschaaren  entspringen,  die  durch  Gleichung  1)  und 
2)  dargestellt  sind,  erzeugt  einen  Strablencomplex  erster 
Ordnung  und  erster  Classe.  Er  wird  Ton  sämmtlichen  Strah- 
len dos  Kaumes  gebildet,  welche  die  Gerade  o:  — yaO,  tssO 
schneiden. 

Dieser  Coroplcx  ist  identisch  mit  demjeuigcn,  welchen  Pliicker 
a.  a.  O.  §  45  behandelt  hat. 

Ebenso  existirt  ein  Complex ,  gebildet  von  den  Strahlsystemen  2^; 
er  enthält  sämmtlicbe  Strahlen  des  Raumes,  welche  die  Gerade  o: = 
jt:  B  0  schneiden. 

Beide  Comploxe  haben  ein  Strahlsystem  nullter  Ordnung  und  erster 
Classe  geraein,  nämlich  alle  Strahlen,  welche  zugleich  die  Gerade  x  — y  =  Ü, 
:  =  ü  und  x-\-y—Q^  2  =  0  schneiden,  d  h.  alle  geraden  Linien  der  xy- 
Ebeno.  Diese  beiden  Geraden  sind  die  Directricen  desselben.  Das 
Strahlsystem  ist  sowohl  unter  den  Systemen  2',  als  auch  unter  den  Syste- 
men 2",  ganz  enthalten;  es  entspricht  d(MU  Falle  />  =  (),  in  welcheui  «lai 
Paraboloid  in  zwei  au  einander  senkrechte  Ebenen,  x  — y  =  0  and  x^y 
=  0,  aerffült. 
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xn,  Biaig«  BigwMhiiften  der  ebtMA  luid  fphäriMhai  KagtlNbiiiUo. 

Zwischen  den  ebenen  und  sphärischen  KegelHclmitton  bestellt  be- 
kanntlich eine  grosse  Analogie,  wofür  auch  die  fulgeodea  Sätze  als  bei- 
ipiel  dienen  können. 

lieber  die  Bezeichnang  ist  Folgendes  vorauszuschicken.  Icli  nehme 
keinen  Anstand,  den  sphftrisolieD  Groaakreis  im  Allgemeinen  sphärische 
Gerade  oder  kurz  Gerade  sa  nennen,  wodnreb  die  Analogie  zwischen 
ebenen  und  sphärisehen  Sltien  mehr  heryortritt.  (^i^i)  beseichnet  in 
der  Ebene  den  Abatend  der  Punkte  Ai  nnd  ^tf,,  auf  der  Kugel  den  kttr- 
leiten  epbftriBcben  Abstand  jener  Punkte,  (pig^)  ist  der  von  den  (ebenen 
oder  sphäriscben)  Oeraden  und  oingesebloisene  Winkel  und  (Jg) 
•teilt  den  kinetten  (ebenen  oder  sphtriBchen)  Abetand  des  Punktes  A 
▼00  der  (ebenen  oder  sphiriscben)  Oeraden  g  dar.  Die  Beaeiebnung  für 
den  Inhalt  eines  ebenen  Dreiecks  A^A^A^  ist  A{A^  A^A^).  Auf  der  Kugel 
wird  unter  /j {AyA^A.^)  folgende  Function  der  Seiten  und  Winkel  dea 
sphärischen  Dreiecks  A^A^A^  verstanden: 

^(A^A^ A^  ^9m(A^  A^)  sin A^)  sin {Ay A^ A^) 

^iin{A^A^tin{A^A^)sin(A^A^A^) 

es3  sin  {A^Ay)  sin  {Ay  A^)  sin  {A^  A^  A^), 

Es  sei  in  der  Ebene  ein  beliebiger  Kegelschnitt  K  gegeben  und 
ausserdem  eine  beliebige  Gerade  m,  welche  jedoch  Jt  nicht  schneidet. 
Dann  bilden  die  auf  u  liegenden,  in  Bezug  auf  A'  conjngirten  Punkte- 
p&are  bekanntlich  eine  einstimmige  Involution  und  es  giebt  zwei  zu  u 
symmetrische  Punkte  M  und  M\  von  welchen  aus  jene  Involution  durcb 
zwei  reebtwinklige  involutorischo  Strahlenbüschel  projicirt  wird.  Man 
kann  wegen  dieeer  Eigenscbaft  die  Punkte  M  und  M'  die  ortbopti- 
seben  Mittelpunkte  der  Oeraden  u  in  Besug  auf  den  Kegelsebnitt IT 
nennen.  Ist  ebenso  ein  beliebiger  spbiriseher  Kegelschnitt  AT  gegeben 
uid  eine  spbirische  Oerade  ti,  welche  IC  nicht  sehneidet,  so  bestimmen 
ebenfUls,  wie  in  der  Ebene,  die  auf  m  liegenden  Pnnktepaare,  welche  in 
Besag  auf  IC  conjugirt  sind,  dne  einstimmige  Invohitioni  und  es  giebt 
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aneh  hier  swei  sn  u  ayininetrifich  liegende  Punkte  M  nnd  M\  von  wel- 
chen aus  je  zwei  entsprechende  Punkte  jener  Involution  unter  einem 
•phArifichen  rechten  Winkel  erscheinen.  Es  sollen  deshalb  U  und  M'  die 
orthoptischen  Mittelpunkte  der  Rphärischen  Geraden  u  in  Betug  auf  den 
sphärischen  Kegekchnitt  A  heiesen.  Wenn  Ii  der  Pol  von  u  in  Bezug 
auf  A'  ist,  so  siebt  man  leicht  ein ,  dass,  wenn  einer  der  orthoptischen 
Mttteipnnkte  von  etwa  mit  V  zasammenfMlU,  alsdann  H  (oder  M) 
ein  Brennpunkt  des  -Kegelschnitts  sein  mnss,  nnd  zwar  sowohl  in  der 
Ebene,  wie  auf  der  Kngel,  denn  es  mflssen  jetit  je  iwei  durch  ^  gehende, 
in  Besug  auf  K  eonjngirte  (ebene  oder  sphftrisehe)  Geraden  eenkreeht 
auf  einander  stehen.  »  ist  dann  die  lu  gehörige  Leitlinie.  Es  wer* 
den  also  die  nachher  aufkustellenden  Sitae  von  den  orthoptischen  Mittel* 
punkten  anm  Theil  VeTallgemeinernngen  der  schon  bekannten  SMtae  von 
den  Brennpunkten  und  Leitlinien  sein.  Ein  anderer  Grensfall  tritt  ein, 
wenn  ti  in  eine  Tangente  des  Kegelschnittes  if  Übergeht,  wodurch  M  und 
M*  mit  dem  Berührungspunkte  27  von  u  susammen&llen. 

In  den  folgenden  Sfttaen  ist  gegeben  ein  ebener  oder  sphirischer 
Kegelschnitt  IT,  eine  denselben  nicht  schneidende  ebene  oder  sphSriscbe 
Gerade  tr,  deren  Pol  V  und  ein  orthoptischer  Mittelpunkt  M  der  Geraden  s 
in  Beaug  auf  if.  Die  grosse  Uebereinstimmung  awischen  ebenen  und 
sphftrisehen  Kegelschnitten  macht  es  sugleich  möglich,  je  swei  entspre- 
chende Sittse  in  einen  ausammensnfassen. 

1.  Durch  V  ist  eine  beliebige  Gerade  g  gezogen,  welche  den  Kegel- 
schnitt in  einem  Punkte  A  und  die  Gerade  u  in  (r  schneidet.  Dans 
bleibt  der  Ausdruck 

^^"^^ Ebene 

oder  auf  der  Kugel 

fttr  jede  Lage  von  g  eonstant. 

Man  kann  statt  dessen  auch  'schreiben 

IJJA)  (MG) 


und  auf  der  Kugel 


{Au)  {ÜU) 
tin(ÜJ)  finlMa) 


sin{Auy8in{DG) 

Wenn  M  und  U  zusammenfallen,  also  iu  einen  Brennpunkt  von  M 
übergehen,  so  wird 

(MG)  ^  rin(Ma)^ 
{ÜG)       '     tm{UG)^  * 

d.  h.  man  erhalt  den  bekannten  Satz  vom  cuiibtautcu  VerhältniBse,  io' 
welchem  die  Entfernungen  (auf  der  Kugel  die  Sinus  der  Entfernungeo) 
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eines  beliebigen  Panktee  des  Kegelsebnittes  Ton  einem  Brennpunkte  nnd 
der  sngebSrigen  Leitlinie  stehen. 

2.  Wenn  g  eine  beliebige  Tangente  des  KegelscUnittea  und  G  deren 
Schnittpunkt  mit  m,  so  bat  man 

in  der  £bene  ^  =  cotuL. 

»nf  der  Kngel  ~-  =:am$t. 

3.  Es  sei  A  der  Berttbningspnnkt  einer  beliebigen  Tangente  ^, 
G  deren  Schnittpunkt  mit  h,  g{A)  der  (ebene  oder  sphärische)  Krttm« 
mnngshalbmesser  des  Kegelschnittes  im  Punkte  J,    Dann  ist 

.    j  q(M).{MG)* 

in  der  £bene  =co»s<,. 

tgQ{A).sw{Ma)^ 
tui(AGf 

      • 

Ein  specieller  FsU  ergiebt  sieb,  wenn  u  eine  Tangente  dea  Kegel- 
schnittes ist.  Es  sei  dann  q{U)  der  ErOmmungshalbnieiser  in  ihrem 
Berfihmngspnnkte  U,    Dann  ist 

(AGf 
oder  auf  der  Kngel 

oder 

q{A)^{AG)^  tggjA)  ^sm{A(rf 

^{U)    {UGy         Ig^^U)  siHiUGf* 

d.  h.: 

,,I)ic  Kniminungslialbmosser  in  zwei  beliebigen  Punkten  A  und  ü 
eines  ebenen  Kegelsebnittes  verbalten  sieb  wie  die  dritten  Potenzen 
der  Abscbnitte  {.!(')  und  {UG)  der  in  A  und  ü  an  den  Kegelschnitt 
gezogenen  Taugenten** 
and: 

„In  jedem  sphärischen  Kegelschnitte  verhalten  sich  die  trigono» 
metrischen  Tangenten  der  Krümmungshalbmesser  in  swei  beliebigen 
Punkten  A  nnd  ü  wie  die  dritten  Potenzen  der  Sinns  der  Abschnitte 
(AG)  nnd  (UG)  von  den  in  A  und  U  au  den  Kegelschnitt  gezogenen 
Tangenten." 

4.  Sata  3  kann  als  ein  specieller  Fall  des  folgenden  angesehen 

werden. 

.-/j,  A^  sind  drei  beliebige  Punkte  des  Kegelschnittes  gx^g^y 
die  Verbindungslinien  der  drei  Punkte;       G^^  G^  die  Schnittpunkte  Ton 
9ii  ^2«  9;  Tnit  r/;  endlicb  ist  Q{A^  A^A^)  der  Halbmesser  des  um  das  Dreieck 
AyA^A^  beschriebenen  Kreises.    Die  Ansdrttcke 


^  =cow<.  =  ^(i;) 
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in  der  Ebene»  und 

eoi  t-^i)  cos  ^-'2^  eos  ^^^^  ,tiii(MG,)  sin  {M  C,)  sm  {MG^) 
ig  9  C^i  51«  C^,  (?,)  sin  (^g  C J  $in  {A,  G^) 

«nf  der  Kogel  sind  anabbttngig  Ton  der  Lage  der  drei  Punkte 
und      avf  dem  Kegeleehnitte. 

5.  Von  einem  beliebigen  Punkte  A  giebt  man  die  beiden  Tangenten 
Pi  ond  an  den  Kegelaehnitt  K.  Es  seien  und  deren  Scbnitt- 
pnnkte  mit  m,  und  ihre  Berttbrnngspnnkte.  Es  findet  immer  die 
Besiehnng  statt: 

i„  der  Ebene  idJ>lV«^) ^ijLjllW , 

•of  d«  Kugel   rtTC^  tM(^,C,)  • 

6.  Durch  ciucn  beliebigeu  Punkt  -^f  zieht  man  eine  veränderliche 
Secante  g.  Dieselbe  schneide  den  Kegelschnitt  in  und  die  Gerade 
u  in  G.    Es  besteht  alsdann  die  Gleichung 

oder  anf  der  Kngel  (^i^)C^i^) 

Hn(AJ,')sinCAA,)sm(MGy  _ 

7.  Zwei  beliebige  Punkte  A^  und  A^  liegen  mit  U  auf  einer  Geraden 
nnd  sind  in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt  A  einander  conjngirt.  Man  ver- 
binde und  ^2  mit  einem  bolicbigon  veränderlichen  Punkte  A^  des 
Kegelschnittes  durcli  zwei  Geraden,  welche  u  in  G^  und  G^  schneiden. 
Das  YerhAltniss  der  Ausdrücke 

oder  anf  der  Engel         ^'^^^'^  ^'^«^•^ 

iin{A^A^iin{MG;)  srnjA^A^ihiiMG^ 

9in  {^A^  Gj         '        $in  (a^  G^) 

ist  fBr  jede  Lage  des  Punktes  A^  auf  K  dasselbe. 

8.  Zwei  durch  U  gehende  Secanten  und  bewegen  sich  so,  dass 
das  von  ihnen  anf  11  abgeschnittene  Stück,  von  M  ans  gesehen,  unter 
constantem  Winkel  erscheint;       nnd  g^  schneiden  den  Kegelschnitt  in 

und  A^^  die  Verbindungslinie  a  von  A^  nnd  A^  schneide  u  in  A,  Man 
bat  die  Gleichungen 

auf  der  Kugel  dagegen 
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iht  Hn  (a  u)  sin  {M  Ä) 

—  — —  r  — ^—  r   SSeOHSt,f 

stn  \^J^  u)  sm  \^A^  u) 


und  anf  der  Kugel 


HierauB  folgt  nooh  ^ 

(Utt)  ,      ^  «'it(Cra) 

«w  (a  m)  {MA)  sin  {au)  stn  ( ;»/  A) 

9.  Um  einen  beliebigen  Punkt  des  Kegelecbnittee  drehen  sich  zwei 
Genden  nnd  so,  dass  das  von  ihnen  auf  u  abgeschnittene  Stttck 
▼OD  M  ans  iminer  unter  demselben  Winkel  geseben  wird,  gi  nod  g^ 
nbneiden  den  Eegelsebnitt  snm  sweiten  Male  in  Ji  und  die  Yer- 
Undmigelinie  a  von      nnd      sebneide  ti  in       Alsdann  ist 

iA,A,)sin(au)(MA}_ 

snd  snf  der  Kngel 

sm  {A^  A^)  sin  (a  u)  sin  jM  A)  ^  ^^^^ 
iin{A^u)  sin^A^u) 

10.  Eine  beliebige  Secante  sebneide  den  Kegelschnitt  in  Ai  nnd  A^^ 
die  Gerade  ti  in  J.  Die  Tangenten  in  A^  nnd  A^  scbneiden  ti  in  nnd 
G^.  Es  wird  Winkel  (^i  Jlf<?,)  dnieb  AM  balbirt  (Gilt  fttr  die  Ebene, 
wie  für  die  KngeloberflKebe.) 

11.  Eine  beliebige  Secante  schneidet  Ä'  in  A^  und  A^.  Man  ver- 
bindet A^  und  A^  mit  (/  durch  zwei  Linien,  avpIcIio.  u  in  6'j  und  ('^ 
schneiden.  Alsdann  wird,  in  der  Ebene  wie  auf  der  Kugel,  Winkel 
(G^MG^  dnrch  AM  balbirt. 

13.  Zwei  beliebige  Tangenten      und     des  Kegelsebnittes  sebneiden 

V  in       nnd  G^,    Ihren  Schnittpunkt  verbindet  man  mit  U  dnrcb  eine 

Gerado,  welche  u  in  A  trifft.  Dann  wird  wieder  sowohl  in  der  Ebene, 
als  auch  auf  der  Kugel,  Winkel  (^G^MG^)  durch  (^AM)  balbirt 

13.  Die  Bertthmngspnnkte  sweier  beliebigen  Tangenten  des  Kegel- 
•ebnittes,  sowie  ibren  Scbnittpnnkt  verbindet  man  mit  0  dnrcb  Geraden, 
welebe  CT  in  <r,,      nnd  A  treffen.    Anch  dann  ist 

Winkel  (Ö^^Af^)  =  Winkel  {AMG^}. 

Ii.  rüe  Verbindungslinien  sweier  festen  Punkte  von  K  mit  einem 
▼erilnderiieben  Punkte  desselben  Kegelsebnittes  sehneiden  auf  u  Strecken 
ab,  die  von  M  ans  unter  constantem  Winkel  gesehen  werden.  (Gilt  IHr 
die  ebenen  wie  fttr  die  sphlrisehen  Kegelsehnitte ) 
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* 

15.  Dasjenige  Stück  einer  yerXnclerliclien  Tangente  von  A',  welches 
zwischen  zwei  feste  Tangenten  desselben  Kegelschnittes  fällt,  wird  von 
U  ans  auf  n  projicirt.  Die  Projection  erscheint  dann,  von  M  aas  gesehen, 
unter  constantem  Winkel.  (Gilt  ebenfalls  für  die  Ebene  wie  für  die 
Kugel) 

16.  Dnieh  einen  festen  Pnnkt  A  sieht  man  eine  weiinderMe  8e- 
eante,  welebe  den  Kegelschnitt  in  Ag  vnd  4^  schneidet.  Man  werbnidct 
Ai  «nd  Af  mit  V  dnreh  swei  Oeraden,  welche  u  in  und  treffet. 
Endlich  sei  B  der  Schnittpunkt  von  ÜA  mit  tt.  Es  findet  die  Gleich- 
ung statt 

ig — g — »ig — ^  =  conit. 

17.  Gegeben  eine  beliebige  Gerade  9,  welche  iC  nicht  schoeMtL 
Von  einem  beliebigen  Punkte  A  derselben  sieht  man  an  den  Kegelsehsitt 
die  Tangenten  gg  nnd  g^,  G^  und  Gj^  sind  die  Schnittpunkte  mi 
mit  9i  gi  nnd  g^.   Das  Produet 

^     2  2 
ist  alsdann  nnabbängig  von  der  Lage  des  Punktes  A  auf  g^ 

18.  Man  hat  ein  System  von  ;/  Punkten /Jj ,  yi^,,  ...  An,  weK-lie  eine 
solche  Lage  zu  U  und  u  besitzen,  dass  fUr  jede  beliebige  durch  (/ge- 
zogene Gerade  l  die  Gleichung  stattfindet 

oder  auf  der  Kugel 

sin{AiU) 

Wenn  nun  g  eine  yerftnderliehe  Tangente  des  Kegelschnitte!  sti 
welche  u  in  G  trifft,  so  hat  man  die  Besiehung 

2^  rü-L?^!  ^  — —         =  consi,  a 

auf  der  Kugel  dagegen 

^  [fK^]   1  ^ 

L*»n  (^i  w)  J  *»w    Mj  *i«  (il/  G) 

19.  Bei  derselben  Annahme,  wie  im  Torfaergehenden  Satse,  ta  P 
ein  werlnderlicher  Pnnkt  des  Kegelschnittes,  von  welchem  aus  man  ^ 
Punkte  Aii,..An  nnf  die  Gerade  11  nach  G^,  G^,  ...  G^,  projiciit 
Die  Summe 

^(PA,y(MG,)^ 
(Any^PG,)* 

oder  auf  der  Kugel 
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9m(Auy9m{PG^y 
nnabhlbigig  Ton  der  Lftge  dei  PnoktM  P  aof  den  Kegelaehnitte. 

20.  Ein  System  von  n  Geraden  g^^  g^,  -  »  ffm  bat  eine  aolche  Lage 
sam  Punkte      dass  (ür  Jeden  beliebigen  Punkt  A 

oder  anf  der  Kngel 

st;i(i/</,) 

Wenn  nun  P  ein  veränderlicher  Punkt  des  Kegelschnittes  AT  ist  und 
Q  der  Schnittpunkt  von  /'I/  mit  u,  so  hat  man 

in  der  Ebene  xf^l .  _iM_  =  co««l., 

auf  der  Kugel  £\  .  .  .  , . 7„  -,t  =  eomt. 

Die  meisten  der  Torhergehenden  Slttae  lassen  Umkebmngen  in  Form 
Ton  geometrischen  Oertem  an.  Diese,  sowie  die  sahlreioben  speeiellen 
FSUe,  welche  möglieh  sind,  au  entwickeln,  muss  dem  Leser  tiberlassen 
bleiben. 

Stuttgart.  B.  Mbbmkb, 


XUL  Zu  Biemann*s  Oravitationstlieorid. 

In  Biemann*s  „Neuen  mathematischen  Prineipien  der  Naturphi- 
losophie'* (H.  Weber*8  Ausgabe  der  Werke,  8.  $02)  findet  sich  fol- 
gender Satz:  „Nimmt  man  an,  dass  der  raumerfttllende  Stoff  tone  in- 
compressible  homogene  Flüssigkeit  ohne  Trägheit  sei  und  dass  in  jedes 
ponderable  Atom  in  gleichen  Zeiten  stets  gleiche,  seiner  Masse  pro- 
portionale Mengen  einströmen,  so  wird  offenbar  der  Druck ,  den  das  pou- 
derable  Atom  erfährt  (der  Geschwindigkeit  der  Stoffbewegung  an  dem 
Orte  des  Atoms  proportional  sein?).  Ks  kann  also  die  Wirkung  der 
allgemeinen  Gravitation  auf  ein  ponderables  Atom  durch  den  Druck  des 
Taumorfiillenden  StoflVs  in  der  unmittelbaren  Umgebung  desselben  aus- 
gedrückt und  von  demselben  abhängig  gemacht  werden."  Die  unten 
folgende  Ausführung  dieser  R  i  ema  u  n' sehen  Andeutungen  wird  zeigen, 
dass  die  oben  —  wie  in  der  Web  er' sehen  Ausgabe  —  iu  Klammern 
geschlossenen  Worte  einer  Berichtigung  bedürfen. 

Der  den  Raum  erfüllende  Stofl'  ist  trägheitälos,  also  sind  die  Be- 
^egongsgleichnngou  eines  Punktes  desselben 

IV  dp  dp  dp 

l)  "  — äT.  — ä-z- 
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wo  p  den  am  Orte  xfft  des  Pnnktos  lirrrschenden  DhicIl,  ti'9«r  die  Ge- 
schvindigkeiUcomponcnton  des  Punktes  bedeuten. 

Ferner  ist  jener  Stoff  eine  homogene  incompreisible  Flttuigkeit  Es 
eifiebt  sich  dadurch  die  Bedingong 

du     dv    dfr  ,       .       d*p.d^p  d*p 

gi+¥i  +  Bl  =  "        ^'  =  8l?+ä? + 

fttr  eile  Punkte  des  Raumes  ausserhalb  der  Atome. 

Die  Bedingung,  der  p  innerhalb  des  vom  ponderablen  Stoffe  erfüll- 
ten Baumes  an  gonügen  hat,  muss  mui  auf  yerschiedenem  Wege ahlflitSD, 
je  nachdem  man  sich  die  ponderahlen  Massen  in  discreten,  verschwin». 
dend  kleinen  Körpern  eoucentrirt  oder  stetig  zusammenhängend  denkt. 
Bei  Zugrundelegung  der  ersteren  atomistischen  Annahme  umschliesse  man 
jedes  Atom  durch  eine  kleine  Flftchc,  deren  innere  Normale  n  die  Win- 
kel aßy  mit  den  Coordinatenrichtungen  bilde.  Durch  das  Oberflächen- 
clement ds  der  Fläche  tritt  während  der  Zeiteinheit  die  Flüssigkcitsmeuge 

[(u  —  x')  cos  o     {r—  y)  cos  ß  +  («'  —  ^  )  cosy]  ds 
ins  Innere  ein,  wenn  .t'v'z'  die  Geschwindigkeitscomponcnten  des  Atoms 
bedeuten  und  man  die  Dichtigkeit  der  homogenen  Flüssigkeit  gleich  1 
setzt.    Da  x'y'z'  für  alle  Elemente  der  umschliessenden  Fl&che  constant 
und,  die  Integrationen  über  die  ganae  Fläche  erstreckt, 

^cosa,ds  =  Of  ^cosß.ds^Of  ^cosy,dss=0 

ist,  so  str5mt  ins  Innere  der  Fliehe  in  der  Zeiteinheit 

^ (u  COSA -1-   cosß  -f  w  co*y)d*  =  — J*^dt 

nnd  der  Rieman ansehen  Hypothese  zufolge  darf  man  setzen 

mit  m  die  Masse  des  umschlossenen  Atoms  bezeichnet.  Hieraus  folgt  aber 
bekanntlich  ^ 

j  Jp,dt=^  47COT, 

wenn  diese  Integration  über  das  von  der  Fläche  umschlossene  Volam 
erstreckt  wird.  Letztere  Gleichung  bleibt  bestehen,  wie  klein  auch  die 
Fläche  sei,  und  liefert  daher  fttr  den  Fall,  dass  m  in  einem  Punkte con* 
centrirt  ist,  fttr  diesen  die  Bedingung 

3)  '  dp^inm. 

Bei  der  Annahme  stetiger  Brfttllnng  des  Raumes  durch  die  pon* 
derable  Masse  findet  sieh  die  Flfissigkeitsmenge,  die  in  ein  mit  der  pon- 
derablen Masse  m  erfttUtes  Raumelement  tritt,  ebenfalls  gleich 

(du     dv  dw\ 
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Den  an  p  gestellten  Forderangen  2)  nnd  3)  nebst  den  Beding uugen 
der  Eindeutigkeit,  Stetigkeit  nnd  des  VeibalteniB  im  Unendlichen  genügt 
nur  die  Function 


wo  die  Sumniation  über  alle  Atome  zu  orstrockon  ist.  Nach  der  Sub- 
stitution dieses  Werthes  ergeben  sich  die  vom  N  ew ton' sehen  (Jesetze 
^geforderten  Bewegungsgleichungeu,  wenn  man  der  Kiemann 'scheu  IJypo- 
these  den  Zusatz  anfügt,  dass  jedes  ponderable  Tbeilchen  Trägbeit  beaitst, 
so  dass  seine  Bewegnngsgleicbnngen  sind 

dp  dp 

— ä^'   ^"""äi*   * — äi- 

Die  im  obigen  Citat  eingeklammerten  Worte  würden  bieraach  heissen 
müssen:  „dem  Newton* sehen  Potentiale  an  dem  Orte  des  Atoms  pro- 
portional sein*'. 

Dresden.  G.  ILklm. 


XIV.  Zur  Lehre  Ton  den  Binomialooeffioienten. 

Sind  fl,  A,  c,  ...  die  Anfangaglieder  einer  arithmetiseben  Reihe 

Ordnung  und  ihrer  p  Differenzreihen,  so  hat  mau  liir  die  Summe  der 
ersten  »  Glieder  den  Ausdruck 

1)  S  =  an-i  + 6»-« +  cn-» +,...* 
Sucht  man  dnroh  diese  Formel  die  Beibe 

2)  «  =  li'  +  2F  +  3i»+... 

zu  bummiren,  so  sind  deren  Differenzreihen 

(2/'-l),    (3P-2P),  (4''-3P), 
(3'»-2.2/'4-lP),    (4r-2.3/'H-2P),    (5^- 2. 4''-h3''), 
(4i'-3.3P  +  3.2/'-l),  (5P-3.4i'+3.3''-2), 
{5^-4.4»'  +  6.3i»-4.2J»+l), 

Mittiiu  ist 

ü  =-  IP, 

^  =  2p  - 1 ,  / 
t,-=  3P-2-'.2P-f  1, 

3)  I  »/=4«-3'».3p-H3-^2p  -  1, 
e  =  5''-4  ^4P  +  4  ^3P-4  ^2''  +  l. 


k  =  kP-{fc~i)  i(A_i)p  +  (^-j)-^(A-2)P-...4:l. 
Durch  Einsetsnng  dieser  Werthe  in  1)  folgt 


*  H.  0 rassmann,  Lebrb.  d.  Math.  Tb.  I,  Stettin  1860,  Nr.  864. 
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/  5=  Ii» +  n  *  +  ...) 

+  2P(n-«-2-^/i-3  +  3  -4  ^/»-5  +  .,.) 

H-  

+  AP[;r^  _  Ar- 1. «•<*+•)  +         l)-«.n  (*  +  2)  _     +  2)-». !!•(*+»» 

oder,  wenn  man  zur  Abkürzung  die  Coefficienten  von  l^*,  2^,  ...  mit 
Pg,  P^f  ...  bezeichnet, 

Sabtnhirt  man  mm  2)  tob  5),  so  folgt 

lP(/>,-l)  +  2''(/',-l)  +  3P(/'3-l)  +  ...  =  0. 
Da  diese  Formol  für  jeden  Worth  von  p  gilt,  so  kann  sie  nur  bestehen, 
wenn  die  Coefficienten  sämmtlicher  Potenzen  1'',  2'',  ..    Null  sind.  Ad- 
dernfalls  würde  ans  der  Formel  ein  bestimmter  Wertb  für  p  folgen.  Mto 
hat  ako  fUt  jeden  gannahligen  Wertb  von  k  O»0) 

oder 

6)  n*-*  '.fi  <*+»)  +  (ik+l).». «.(*+») -(*-f. 2).». !!•(*+»>  +  . ..«=1. 
In  dieser  Formel  iat  da«  lotete  Glied  der  linken  Seite 

oder 

+  («-1)1— «. 

Denn  es  ist  «•"  =  1  und  ;)•'«  +  '>  wie  alle  folgenden  Glieder  gleich  Null 
Die  Anzahl  der  Glieder  liukä  beträgt  mitbin  n—k-\-l. 

Waren.  V.  Sohuoil. 


Prelsanfgaben 

der 

FÜTätl.  Jablouowski'ächeu  Gesellschaft  zu  Leipzig, 
mathematiaoli  -  naturwiaaenaoliaftliOhe  Seotion. 

I.  Für  dtt  Jahr  1878. 

Die  Entwickclung  des  reciproken  Wortlu's  der  Eutlornung  r  zweier 
Punkte  spielt  in  astronomischen  uiul  physikalisohcn  Problemen  eiuc  hP^ 
vorragende  Rolle.  In  dor  Theorie  der  '^Fransformation  der  elliptischen 
Functionen  wird  die  zuerst  von  Cauch)^  entdeckte  Gleichung  bewie^eo 
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juifjumfuir«  ~  --^-------^--^  ~  «wv^^t^^t'V'''  *  ^v»^r^^^^^w<«» 

^[l+2e   '^•+2«        +2(f    ^'  +2«  .] 

in  welcher  mit  Kilekiiebt  auf  die  sv  enialeBde  Genauigkeit  die  positive 
wiDküdiehe  Oonttante  a  so  groas  gewihlt  werden  kann,  dass  die  Expo- 

oentialgrGsse  e       yemaehlUmigt  w.erden  darf.   Alsdann  hat  man 

-=:l  +  2r'^  +  2«  "^  +  2«*"^+..., 

r 

eine  Rcihencntwickeluug  von  uiif^emein  rascher  Convergcnz.    Es  steht 
zu  erwarten ,  dass  eine  auf  die  vorstehende  Formel  gegründete  Entwicke- 
luag  der  Störnngsfimction  in  dem  Problem  der  drei  Körper  sich  für  die 
onmerische  Rechnung  als  vortheilhaft  erweisen  werde. 
Die  Oesellschaft  wünscht  eine  anter  dem  angedeuteten 
Gesichtspunkte  ansgeftthrte  Bearbeitung  des  Stdrnngs- 
Problems  in  erhalten. 
Indem  me  dem  Bearbeiter  die  Wahl  des  besondem  Falles  ttberlXsst, 
in  welchem  die  nnmerisehe  Anwendbarkeit  des  Verfahrens  geseigt  wer- 
den soll,  setst  sie  ▼orans,  dass  das  gewählte  Beispiel  hinlSnglichen  Um- 
fang and  Wichtigkeit  besitse,  um  die  Tragweite  der  Torgescblagenen 
Metbode  und  ihr  VerhSltniss  zu  den  bisher  angewandten  hervortreten  su 
lasseu.    Preis  700  Mark. 

2.  Für  das  Jahr  1879. 

Durch  die  in  den  Abhandlungen  der  kSnigl.  sSehs.  Gesellschaft  der 
Wilsenschaften  von  W.  Hankel  Ter0ffentliohten  Untersuchungen  ist 
ischgewiesen  worden,  dass.  die  ThermoelektricitKt  nicht  nur  auf  den 
hemimorphen  Krystallen  auftritt,  sondern  eine  an  allen  Kiystallen  wahr- 
snnehmende  Bigensehaft  ist,  soweit  deren  kiystallinische  Structur  und 
materielle  Beschaffenheit  überhaupt  ein  Entstehen  und  Anhäufen  der 
Elektriettät  bis  zu  einer  durch  unsere  Instrumente  nachweisbaren  Stärke 
gestatten  Die  erwähnten  Abliandlungen  umfaB.sen  ausser  den  hemimor- 
plicn  Krystallen  des  Boracites  und  (Quarzes  die  symmetrisch  gebildeten 
Krystalle  des  Idokrases,  Apophyllits,  Kalkspathes,  Berylls,  Topases, 
Schwerspathes ,  Aragonites,  Gypses,  Diopsids,  (Jrtlioklases,  Albits  und 
Periklins,  und  lehren  nicht  nur  die  Vertheilung  der  Elektricität  auf  den 
iD  den  verschiedenen  Formen  vollkommen  ausgebildeten,  sondern  auch 
auf  den  durch  Anwachsen  und  sonstige  Hindernisse  in  ihrer  Entwiche- 
iQDg  gehemmten  Individuen,  sowie  auf  den  durch  Bruch  oder  Anschlagen 
der  Durchgänge  künstlich  erseugten  Begrenaungsflächen  kennen.  Es 
Mbtinen  nun  unter  allen  awischen  der  Wärme  und  der  Elektricität  be- 
obachteten Besiehnngen  die  thermoelektrischen  Erscheinungen  am  geeig^ 
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netsten,  eine  nähere  Kenntniss  des  Zusammenhanges  zwischen  den  ge- 
nannten beiden  Agenden  zn  ermöglichen,  und  es  wird  daher  von  der 
Fttrstl.  Jablonowski'schen  Gesellschaft  für  das  Jahr  1879  als  Preisaufgabe 

gestellt: 

Auf  streng  physikalische  Versuche  gestützter  Nachweis 
der  Entstehung  der  auf  K  rystal  len  bei  steigender  undsin- 
kender  Temperatur  hervortretenden  Elektricität  (^Thermo 
elcktricitSt,  Pyroelektricität,  Krystallelektricitiit)  und  der  durch 
Bildungsheinmn  isse  oder  Kn  ssero  Vin  letz un gen  derselbeo 
in  der  normalen  Vertheilung  entstehenden  Aendernngen. 
Preis  700  Mark.  • 

8.  EbenfiilU  fDr  dat  Jahr  1879. 

Die  hinterlassene  Abhandlung  Hanseii'ii  „lieber  die  Störungen  der 
grossen  PlanettMi ,  insbosondero  des  Jupiter'*,  abgedruckt  im  XI.  Bande 
der  Abhandlungen  der  mathematisch  ■  physikalischen  Classe  der  königl. 
sächsischen  Gesellschaft  der  Wi.s.soiiöcliaften ,  enthalt  als  Anwendung  der 
daselbst  gelehrten  Methode  zur  Entwickelung  der  planetaren  8t(jrungen 
die  numerische  Berechnung  derjenigen  Störungsglieder  in  der  Bewegung 
des  Jupiter,  welche  unter  der  Berücksichtigung  der  ersten  Cilieder  ihrer 
analytischen  Entwickelung  abgeleitet  werden  können.  Für  die  Berech- 
nung der  durch  den  Saturn  bewirkten  Störungen  der  Länge  und  des 
Radius  vectors  dagegen  erscheint  die  angeführte  Methode  nicht  geeignet, 
und  Hansen  verweist  in  dieser  Beziehung  auf  seine  früliereu  Arbeiten 
aus  der  Störuiigstheorie,  welche  die  erforderlichen  Vorschriften  enthalten. 
Ein  grosser  Theil  der  numeri.sclien  Rechiinngen  lindet  .sich  bereits  in  der 
im  iJahrc  1S3(>  von  der  Berliner  Akademie  gekrönten  Preisschrilt  ,,Ueber 
die  gegenseitigen  Störungen  des  , Jupiters  und  Saturns"  ausgeführt.  Es 
ist  jedoch  der  Theil  der  Rechnung,  welcher  die  Gliiider  höherer  Ord- 
nung iu  Bezug  auf  die  Massen  hetriflt .  nicht  vollendet  worden.  Sulern 
diese  Glieder  von  Einfluss  werden  können  auf  die  vollständige  Berech- 
nung der  Säcularändernngen ,  sowohl  in  Bezug  auf  die  Länge  und  den 
Radius  vector,  als  in  Bezug  auf  die  Breite,  sind  auch  die  in  der  nach- 
gelassenen Abhandlung  Hansen 's  enthalteueu  Werthe  dieser  ääcalar- 
glieder  nicht  als  delinitiv  anzusehen. 

In  den  letzten  Jahren  ist  die  Theorie  der  Jupitershewegung  durch 
die  umfangreichen  Arbeiten  von  Leverrier  ilireni  Abschlüsse  entgegen- 
geführt worden.  D;i  jedoch  der  berühmte  französische  Astronom  sich 
wesentlich  anderer  Methoden,  wie  Hansen,  bedient  hat,  so  bleibt  es 
dringend  wünschenswerth  und  von  hohem  wissenschaftlichen  Interesse, 
dass  die  vollständige  Berechnung  der  .lupitersstörungeu  aul"  Cirund  der 
Hansen 'sehen  Theorie  zu  Ende  geführt  werde.  Die  Geaellschait  stellt 
daher 
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die   e  r  g  H  n  z  p  n  (1 0  B  e  r  p  c  h  n  u  n     der  vollständigen  Jupiters- 
Störungen  nach  den  von  Hansen  a  n  g  e  g  e  h  (*  n  e  n  Methoden 
ali  Preisaafgabe  für  den  Termin  des  30.  November  1879.  Preis  700  Mark. 

4.  Fflr  das  Jahr  1880. 

Nachdem  durch  die  embryologischen  Untersuchungen  der  letzten 
Jahre  der  Nachweis  erbracht  ist,  daas  der  Körper  säninitlicher  Thiere 
—  mit  AnsBchluss  der  sogenannten  Protozoen  —  in  ähnlicher  Weiqe  ans 
einigen  wenigen  Keimhlftttem  sich  anfbant,  entsteht  die  Frage,  ob  der 
Antheil,  welchen  diese  Bl&tter  an  der  Entwickeluug  der  einseinen  Organe 
und  Gewebe  nehmen,  ttberall  genau  der  gleiche  ist  oder  nicht;  eine 
Frage,  die  dann  natnrgemifss  weiter  sn  der  Untersuchnng  führt,  ob  dieser 
Antheil  dnreh  die  specifischen  Eigenschaften  der  Keimblätter  oder  durch 
gewisse  secnndüre  Momente  (etwa  die  Lagenverhftltnisse  der  spSteren 
Organe)  bedingt  sei.  In  Anbetracht  der  grossen  Bedeutung,  welche  die 
£ntflcheidung  dieser  Fragen  für  die  Auffassung  der  tbtorischen  Organi- 
Bation  hat,  wünscht  die  (Josolischat't 

eine   auf  eigene   Untersuchungen    p^egr findete  Kritik  der 

Lehre  von  der  Uomologie  der  Keimblätter. 
Preis  700  Mark. 

5.  Für  das  Jahr  1881 

wird  die,  nrspranglieb  fttr  1877  gestellte,  in  diesem  Jahre  aber  nicht 
beantwortete  Preisfrage  wiederholt. 

Der  nach  Encke  benannte  und  von  diesem  Astronomen  wfthrend 
Bas  Zeitranmes  von  1819~184S  sorgfältig  untersuchte  CometI,  1819,  hat 
ia  seiner  Bewegung  Anomalien  gezeigt,  welche  an  ihrer  ErklKrnng  auf 
«lie  Hypothese  eines  widerstehenden  Mittels  geführt  hahen.  Da  indessen 
pine  genauere  Untersuchung  der  Bahn  nur  iiher  einen  beschränkten  Thcil 
dos  Zeitraumes  vorliegt,  über  welchen  die  Beobachtungen  (seit  1876)  sicli 
erstrecken,  und  die  v.  Asten'schen  Untersucliun^cu ,  wenigstens  so  weit 
dieselben  bekannt  geworden  sind,  nocli  zu  keinem  definitiven  liesultate 
2'tührt  haben,  so  ist  eine  vollständige  Neubearbeitung  der  Bahn  des 
Hncke'schcn  Cometen  um  so  mehr  wünschenswerth,  als  die  bisher  unter* 
sachten  Bewegungen  anderer  periodischen  Cometen  keinen  analogen 
widerstehenden  Einfluss  verrathen  haben.  Die  G^ellschaft  wünscht  eine 
solche  vollständige  Neubearbeitung  herbeisuftihren  und  stelU  deshalb  die 
Aufgabe: 

die  Bewegung  des  Encke*schen  Cometen  mit  Berttcksichti- 
gang  aller  störenden  Krftfte,  welche  von  Einfluss  sein 
können,  yorlinfig  wenigstens  innerhalb  des  seit  dem 
Jahre  1848  verflossenen  Zeitraums  au  untersuchen. 
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Die  eigSoseade  Beirbeitnog  fttr  die  frflhere  Zeit  behlilt  sieh  die 
Geaellichafk  Tor,  erentoell  sam  Gegenstand  einer  spSteren  Preisbewer- 
bvng  in  maclien.   Preis  700  Mark. 


Dio  anonym  oinzuroicliendeii  Boworbungsschriften  sind,  wo  nicht  die 
Gcbt'llhchait  im  l)iB(»iMlern  Fallo,  ;iu8(liiicklicli  den  Gohraucli  einer  andern 
Sprache  j;;e8tattet,  in  deutscher,  lateinischer  o«ler  f  ran  zösi.scher 
Sprache  zu  verfastjen,  müssen  deutlich  geschrieben  und  pagin  irt,  fernor 
mit  einem  Motto  versehen  und  von  einem  versiegelten  Couvert  begleitet 
seiti,  da*8  auf  der  Ausscn.seite  «lau  .Motto  der  Arbeit  trägt,  inwendig  den 
Namen  und  Widmort  iles  Lasser«  angiebt.  Die  Zeit  der  Einsendung 
endet  mit  dem  30.  November  des  angegeb<'nen  Jahres,  und  die 
Zusendung  ist  an  den  Secretar  der  Gesellschaft  (für  das  .Jahr  1878  Pro- 
fessor der  Geschichte  Dr.  Georg  Voigt)  zu  richten.  Die  Resultate  der 
Trüfung  der  eingegangenen  Schriften  worden  durch  die  Leipziger  Zeitang 
im  März  oder  April  des  folgenden  Jahres  bekannt  gt  iuacht. 

Die  gekrönten  Bewerbungsschriften  werden  Eigenthum  der  Gesellscbaft. 
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i  e  §  r  ß  11  (ß 

bei 

(Cllfiiiir  Ulli)  d)rnufd)cii  (ifd)iioloiiiif. 

;^uiii  (^cbrauct)c 
iiU-  Cihunblani'  iH'iin  UmerTict)ii'  iiii 
"ixcal  .  i>'>eiDCX*l>c^  iinv>  "3:^ c  x- 1' li)  ii  l l' n  . 
ioroie  an  allnt  lo(lmiHl)en  uiib  l)0!u'ren  ycliranihittoii 

tJon 

Üt,  Stamm  er. 

..  u;ii    iiciibt'nrbfitctf  ^liiilofli' 


1. 


N«'ut»r  Vorla«  von  H.       Teiilnier  in  Leipzig. 

1878. 

-^iirbc«,  Im   {r,,  mftljobifdi  ßcorbnclr  *ilu|pttbrnfamnilunn,  nnhr  p 

n  cntbflltcitb ,   über  olle  Iljt'ilc  bcr  ßlcmcitlar 

'   ^  •       ^  "iiri)C  ücljvnnftaUcn.    8icbi-nti   ^Ji..,.  ,,i 

2.  75. 

I:  ti  nur  an  tchrei  lU'Ucfcrt,  ircldit  udi  unter  *el(ii9unft  u 

-,it  '.i);u!i.'u.:>i:  iL  .  i.ti  birrtt  an  cir  'J<fT(a0»hatiMurfl  tvrtiten 

Iliir«*tf4'.  Pr.  H..  onl.  Professor  aii  der  Unn  ■  "  ^'  •  '    T'i  -^>ri. 

elliptiHrhen  Functionen.    V't'cauch  einer 
Autl.  VIII  u.  ayo  S.|    gr.  S.    geh.  n.-./i'  v 

I4«hiie*»hi*i-Ki*r.  Dr.  I^eu.  ProtV'ssor  an  der  l  nivürsitüt  zu  Wiru,  Vor- 
lesimgen  über  die  Theorie  der  hyperelliptischen  Integrale. 

'ji-h.  II     /..    1,  8<). 

l4  riUiiili«* .   im.  II.  Civjlinj»enieur  u.  Künigl.  preuan.  LJaumoistor ,  Hand- 

buch zum  Abstecken  von  Curven  auf  Eiaenbahn  -  uud  \Ve(?oliuifn.  Für 
•Ii-  n  Winkel  und  Itudion  ü  '       r<^alti^'Ht«'  bt-i^  Neunt-- 

viifJttf?o.  Mit        r;.',        1    •  viM  >.  •  Ii".  I; 

inden  ,U  1.  80. 

^1  alllii4'«iM<'ii.    Ijiiilwi;;.    >>v\.   Professor  un  der  Universität  ^u  Jm> 

Grundzüge  der  antiken  und  modernen  Algebra  dor  litterulen  (jit'u  ii- 
iing.-n.    |XVI  11.  lodi  <jr.  H.    geh.  n.  .4f  -jo. 

aHltlbf''  "''^'- '        '  ^''o"f(f|en  .^tiftmirur:  unö  ^Irdjitcftciuiüfrcin?.  .v>ivii: 
i  .  bi'-3  "-iHTcin;«.    ".'tnu'  ?io[c\c.    ^(\\n<.}<iu<\  ls77. 

litl}ocjriu»lnneii  iau'ln.    u'»!?  3.'    i\x  s,    (^ct).  n.  Jl 

!<*ulinon.  Iii.,  analytische  Geometrie  der  Kegelschnitte  mit  b».sond<»r>M 
|t  ■■  Kn'i  bearl>oik't  von  T)r.  W.  FiEi>Li:rt. 

I  ;ni  7M  Zürich.    Vii^ti'  Vfrbi'ssert'.'  .\ut- 

U.  40. 

Zchii^c,  (r.  51).,  Cbcrlcljrcr  am  Seminar      '-üJalbciibiirfl  JVrafl=  unb  *Kuf: 

p:        ilc  ^ur  $rud)rrd|nuno  iiiib  bcit  1mm  it  ^Hcriiiuuu^cnutoii.    jvür  ("von 

l  '  '         "  IV  3cmiuar    unb  JKci.- ^.,n.Ua)icn  nad)  iciiicr  „uraflüdictt 


iri     |IV  n       S.t    .//  l. 
,.aru'n  mit  lUu^ctiir.^UT  I-i'cimnlbntdin'rfiniMTii 
M\i\cu  \n  Don  ^UifflnbiMi  tJon  .'f>ctt  i 


I  N  II  A  L  1. 


IX        •  r  die  Theorie  der  Keliexion  und  II<'fr.ictjon  lU'r  Licht- 
H.  A.  LoBENTz.    III.  Xiiliheiltuig 

X.  /.MF  evnthetischeii  BebandluDg  dor  ebenen  Curven  vierter  i^rdnunR 
Mit.iNowtiKt,  Oberlehrer  am  Gytnua»ium  zu  Weissen  bürg  i 
(Kortfietv  '  ^  '  '  K   

\]  T'(  >,(  r   '  1  ,  i  i-rbolische  Paraboloid  und  - 

Von  Dr.  Ahthir  %>rH<)KNKi..: 

Ivieinere  Mi iLhei hinge d. 

•  II.  i.mtgc  KigeuicLiiften  der  ebenen  und  «philritechen  Kt-gti^chiui 

H.  Mkhmkk,  Pi  1  •    '  -     T  in  h^tuttgart  

XÜI   Zu  liiomann'e  (Jra;   "ri.     Von  <».  Hei.M  in  Dreadeu 

XIV   Zur  Lehre  von  den  Binoii  lenten.    Von  V.  Scui.rorr  i 

lufgaben  der  Fürtjtl.  Jablonowski  schen  (ie^^  lNehiift  7.n  ' 
luatisch  naturwiiiäenBchuftliche  Section 

Historisch-literarisch»-  Abtheilnn  '       -^ornl.rs  pa-^i.. 

1  ■     '  I  in«;  Stelle  dea  Pappu«.    Von  .5.  1..  llKiiiKi«.  ,  1  .vi    v  1 1^.  l— fi)  . 

'  i-'-r  •  iiic  Muximumnufgabfv    Vrin  An.  F  •■••."^i-!' .  ^tl^1  t71;-'0i     T.if.  V  V 

I' I'.  I  ).  8ion  en: 

Tif>iMAi.,  L'eber  eine  s{»eri»'1'''  rint.;;«'  .\Jit>l"-:r!ip-  Fun'-tiiitM'n 

H.  Wkiikk  in  K  r  ,; 

Zetzschs,  Dr.  K.  E.,  Handbuch  di.T  eleklriechen  Telegraph 

Dr.  A.  ToBLEH  in  Zürich 
1  LKBARifi,  (Jalileo,  Le  proprict/t  cuniuuiii  diijLi  i-Lrumcnti 

f.>7       ■  «c  elemnUnrc  deUa  ttoria  «//  Gain^  e  u  , 
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XII. 

Heber  ein  speciellea  Hyperboloid  und  andere  mit  ibm 
snaammenhängexide  Eegelflächen. 

Von 

Dr.  A&THUU  SCHO£MFL.I£S 
in  Barlln. 


§  1.  DiMiusion  dei  Hyperboloid!. 

In  mner  frflheren  Abhandlmig,  welehe  ebeDfalls  in  diesem  Jonrnal* 

ftbgednickt  ist,  bin  leb  von  einem  gleicbteitigen  Paraboloid  ausgegangen, 

das  als  geometrischer  Ort  aller  Punkte  des  Ranmes  definirt  wurde,  welche 
von  zwei  windschiefen  Geraden  gleichweit  entfernt  sind.  Die  Untersuch- 
nngen,  welche  den  Inhalt  dieses  Aufsatzes  bilden,  betreffen  ein  ähnliches 
Problem.  Es  ist  bekannt,  dass  der  geometrische  Ort  aller  Punkte  des 
Raumes,  deren  Entfernungen  von  zwei  windschiefen  Geraden  ein  con- 
stantes  Verliältniss  besitzen,  ein  Hyperboloid  mit  einer  Mantelfläche  ist. 
Diei  Hyperboloid  bat  —  waa  bisher  Übersehen  worden  an  sein  scbeint  — 
die  specielle  Eigenschaft,  dass  zwischen  seinen  Hauptazen  eine  einfache 
l'Belation  beateht,  nnd  diese  Relation  giebt  Veranlassung  an  mehreren 
Stni  bemerkenswerthen  Besnltaten,  welehe  Ich  mir  an  dieser  Stelle  mit- 
tathellen erlanbe. 
Es  seien 

x-^a^O,   y  +  «t  =  0 
die  Gleiehnngen  der  beiden  windseblefen  Geraden  g  nnd      nnd  l  der 
I  Werth  des  constanten  Verhältnisses  der  Entfernungen,  so  ist 

die  Gleiehnng  des  Hyperboloids.  Um  dasselbe  anf  die  Hanptaxen  an 
I  tnasformuen,  snbstitolien  wir 


I       *  Bd.  XXm,  8.  S46. 
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1  + 

X  =  x'     a  - — ,    y—y         —  2  sin  d,    z  =  y  sin  &  +  z'  cos  & 

und  erhalten,  wenn  wir  die  Striche  bei  den  neuen  Cooidinaten  wieder 
weglamen,  seine  Gleichung  in  der  Form 

und  als  Gleichungen  der  Geraden  g  und  h 

wenn  die  Werthe  /l',  fi^,  r',  9  darch  folgende  Gleichungen  bestimmt  sind: 


7) 


2«    1  +  1* 


Die  oben  erwähnte  Relation  ergiebt  rieh  unmittelbar  aas  den  Gleich« 
nngen  6);  sie  laatet: 

8)  /^^^B'-C*. 

Forner  zeigen  die  Gleichungen  4)  und  5),  das 8  von  den  beiden  Ge- 
raden (/  und  h  die  eine  die  Polargerade  der  andern  in  Bezug 
auf  das  Hyperboloid  ist. 

Die  durch  den  Mittelpunkt  gebenden  Ebenen  der  Kreisschnitte  haben 
für  unsere  Fläche  die  Gleichungen 

9)  Ctj-Bz  =  0,    Cy-^Bz  =  0; 

daraus  folgt,  dass  die  Kreisschnitte  auf  je  einer  der  beiden  Asjmptoteo 
dos  Hanptschnittes  der  ys- Ebene  senkrecht  stehen. 

Ferner  zeigen  die  Gleichungen  6),  dass  das  Vorlialtniss  der  Grössen 
J\  C  von  Oy  d.h.  von  dem  kiiraesten  Abstände  der  beiden  Geraden 
g  und  unabhängig  ist.  Setzt  man  nun  a&sO,  so  verwandeln  sich  diese 
Geraden  in  zwei  zu  ihnen  parallele  Geraden  g'  and  //,  welche  durch  deo 
Mittelpunkt  des  Hyperboloids  geben.  Dieses  selbst  aber  wird  dadnicb 
^zu.  dem  Kegel 

d  Ii,  es  geht  in  seinen  eigenen  Asymptotenkegel  über.  Folglich  kann 
der  Ayynipf otonkegel  unseres  Hyperboloids  als  der  Ort  aller  Punkte  des 
Raumes  betrachtet  werden,  deren  Entfernnngen  von  den  Geraden  y  uod 
A'  ebenfalls  das  constante  Verhältniss  l  besitsen. 
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Besdehnen  wir  endlich  die  lioearen  ExcentricitäteD  dor  «Irei  Haapt» 
schnitte  unserer  Flftche  durch  e,  c^^  e^^  die  nnmeriseheii  durch  t,  f^, 
so  ergebes  sich  ihre  Werthe  in  der  Form 

und  diese  Oleichnngen  lassen  unmittelbar  die  Ezistens  der  Relationen 
12)  ^t,»  =  l,  . 

erkennen. 


§  2.   Herleituog  der  Aegelfl&ohe  B^, 

Es  entsteht  nun  die  umgekehrte  Aufgabe,  au  einem  gegebenen  Hy- 
perboloid, dessen  Hauptaxen  der  Relation  8)  genfigen,  die  Oeraden  g 
und  h'  SU  finden,  d.  h.  ans  den  vier  Oleichnngen  6)  und  7)  die  vier 
OrSssen  a,  er,  1, 1^  su  bestimmen.  Diese  vier  Oleichnngen  reprisentiren 
aber  wegen  der  Relation  8)  nur  drei  yoneinander  unabhXngige  Beding- 
ungen I  demnach  kann  Ton  jenen  vier  Orössen  eine  gans  beliebig  an- 
genommen werden  und  es  ezistirt  daher  eine  unendliehe  Ansahl  von 
Geradenpaaren  ^,  welche  eine  geradlinige  Flttche  bUden  werden.  Be- 
traebten  wir  aunltehst  die  FlXche,  welche  von  den  Geraden  g  ersengt 
wird,  so  haben  wir  aus  den  Gleichungen  4),  6),  7),  also  aus  fttnf  un- 
abhängigen Gleichungen  die  vier  Grössen  a,  «,  Jl,  9  su  eliminiren;  das 
BliAiinationsresuUat  ist  die  Gleichung  der  gesuchten  FlSche. 

An  die  Stelle  der  drei  Gleichungen  6)  setsen  wir  die  beiden  un- 
abhingigen  Gltiehungen 

Wenn  wir  nun  aus  Gleichung  4)  Ig0  ausdrücken  nnd  den  erhaltenen 
Werth  in  die  Gleichung  7)  einselsen,  so  ergiebt  sich 

\nr)     i:^^  ^r^^X^k^'-'^' 
Ahn  die  UultipUcation  der  Gleichung  4)  (§1)  mit  Gleichung  1)  (§2) 
liefert 

4)  Ax-^X^O. 
80  dass  wir  jetzt  drei  Gleichungen  gebildet  haben,  nftmlich  2),  3),  4), 
in  denen  nur  «  nnd  k  vorkommen.    Um  daher  die  Gleichung  der  Fläche 
zu  bilden,  haben  wir  noch  ans  den  beiden  Gleichungen  2)  nnd  3)  «t  an 
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eliminiren  nnd  dann  in  die  so  entstehende  Gleichnng  Air  X  ■einen  Werfh 
—  ans  Oleiehnng  4)  —  einsnaetaen. 
Wir  f nbatitniren  noch 

5)  -— =  2«, 

B  C 
10  Tenrandeln  rieb,  wenn  wir  angleieh      durch  C|  nnd      dnreh  t  e^ 

aetaen,  die  Gleichangen  2)  nnd  3)  in 

d.  h.  in  zwei  rjloicliungou  zweiton  Grades  in  m,  aus  welchen  sich  u  ohne 
Schwierigkeit  eliminiren  lässt.  Die  resultirende  Gleichung  lautet  nach 
Unterdrückung  der  unwesentlichen  Factoren 

7)  }2 (1  -  il»)  +  (f,  -  f)^r +  {t/-z^?  1(1-      -  (f,  -  0*A'l  =  0 
oder,  wenn  wir  auf  der  linken  Seite  4//^:*  1(1  —  A*)' —  (fj  —  c)*A*|  sabtl»* 
Liren  nnd  addircn,  mit  Uucksicht  auf  §  1,  Gleichung  12) 

8)  (f -  *«)«y»  2»  +  ili'  +      1 1  -  (f,'  -f        +    j  =  0. 

Beizt  man  nun  noch  für  A  den  Werth  — Ax  ein,  so  ergiebt  sich  ab 
Gleichung  der  gesuchten  Fläche 

d.  h.  die  Gesammtbeit  der  Geraden  g  bildet  eine  geradlinige  Fliehe  aeb* 
ten  Grades. 

Dieselbe  Fläche  wird  von  den  Oeraden  h  gebildet,  so  daea  die  Ge» 
sammtheit  der  Geraden  g  mit  der  Gesammtbeit  der  Oeraden  4  ideotiieb 
ist.  Die  Gleichungen  4)  nnd  5)  des  Torigen  Paragraphen  zeigen  nim- 
lieh,  dasB  die  Oleiebnngen  der  Oeraden  g  in  diejenigen  der  Geradea  h 

übergehen,  wenn  man  in  ihnen  gleichzeitig  X  in  y,  n  in  — «,  o  in  — « 

Terwandelt,  und  man  erkennt  leicht,  dass  diese  Snbstitntionen  die  resttl- 
tirende  Gleichung  0)  ganz  nngeSndert  lassen.  Ausserdem  ergiebt  sidi 
die  Identität  beider  Geradenscbaaren  ancb  durch  folgende  Ueberlegung. 
Es  wnrde  im  Beginn  dieses  Paragraphen  gefunden,  dass  von  den  vier 
Grössen  rr,  a,  A,  &  eine,  also  z.  B.  A,  beliebig  gewählt  werden  ksDO. 
Nun  sind  die  Geraden  g  und  h  dadurch  definirt,  dass  in  dem  constanten 
Verbältnisse,  dessen  Werth  A  ist,  die  Entfernung  von  g  den  Zähler,  die 
▼on  h  den  Nenner  bildet.   Es  gehen  also  g  nnd  h  ineinander  Uber,  weaa 

sich  1  in  Y  verwandelt,  und  daher  befindet  sieb  unter  den  zu  ^'=^ 

gehörigen  Geraden  g'  auch  die  Gerade  h.    Demnach  ergiebt  sich: 

Für  jedes  einschalige  Hyperboloid,  dessen  Hanptaien 
der  Oleiehnng  8),  §  1,  i^enUgen,  existirt  eine  nnendliebe 
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Anzabl  von  Paaren  gerader  Linien  von  der  Eigenschaft,  dass 
die  Entfernungen  aller  Punkte  des  Hyperboloids  von  je 
swei  Geraden  eines  Paares  ein  constantes  Verhältniss  be- 
sitzen. Die  Gesammtbeit  dieser  Geraden  bildet  eine  Regel- 
flScbe  .vom  achten  Grade,  B^.  Je  zwei  Geraden  eines  Paa- 
res, welche  conjngirte  Geraden  der  Fläche  beissen  sol- 
ien,  sind  reciproke  Polaren  in  Bezug  auf  das  Hyperboloid. 

Aus  der  Gleichung  9)  ergiebt  sich  unmittelbar,  dass  die  Fläche 
zwei  vierfache  Geraden  y  =  0 ,  2  =  0  und  x  =  0 ,  /  =  0  besitzt ,  wo  ( =  0 
die  Gleichung  der  unendlich  fernen  Ebene  bedeutet.   Sie  gehören  nicht 
an  den  Eraengnngslinien  der  Fl&che. 

§  3.  Dantellimg  der  Fläche      mittelst  elliptischer  Functionen 

nnd  Oiacaiaion  denelben. 

Da  alle  Oeraden  der  Fliehe  anf  der  «-Aze  senkrecht  stehen, 
so  sind  die  Gleiohnngen  einer  belieÜgen  Geraden  von  der  Form 

1)  ^«  +  A«0,   y  =  iJr,   «  =  yr, 
wenn  zwischen  k  die  Relationen 

2)  (?,»-       ß^y^  -f  1  -  (f/- +  A<  =  0 

besteht,  welche  man  erlialt,  wenn  man  in  die  Gleichung  8)  des  vorigen 
Paragraphen  für  fj  und  z  ihre  Werthe  einsetzt.  Betrachtet  man  in  den 
Gleichungen  1)  r,  |3,  y,  k  als  variabel,  so  stellen  sie  ebenfalls  die  Fläche 
dar.  Wir  werden  nun  zeigen,  dass  sich  /3,  y,  iL  mittelst  elliptischer 
Fanctionen  ausdrücken  lassen. 

Wegen  der  Gleichung        —  1  lässt  sieb  die  Gleichung  2)  in 

3)  («i'-  »*)*^y*  +  (1  -  J^*)  (1  -       = 0 

nmformen.  Da  das  erste  Glied  der  linken  Seite  ein  vollstindiges  Qua- 
drat ist,  so  kann  sieh  nnr  unter  der  Bedingnng  fBr  ß  und  y  ein  reeller 
Werth  ergeben,  dass 

4)  (l-iU«)(l-fiU«)<0 

ist,  und  diese  Ungleichung  wird,  weil  «i'<<'  ist,  nur  (ftr  solche  Werthe 
von  X  erfnllt,  welche  der  Bedingung 

6)  «i*^i*^t* 

genügen.    Für  diese  Wertbe  k  ist 

6)  l-£n«>0,  l-B*l^<Q 

und  es  cxistiren  reelle  Geraden  der  Fläche  Äg  nur  dann,  wenn  für  po- 
sitive k  tk  awischen  1  und  liegt,  und  fttr  negative  k  swischen  —1 
and  —  e*. 

Fttr  die  weitere  Darstellung  werde  ich  mich  der  von  Herrn  We i er- 
st rass  eingeführten  Functionen  bedienen.  Die  Bedeutung  nnd  Theorie 
derselben  ist  von  Herrn  Kiepert  bereits  anm  grösseren  Theil  veröffent- 
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licht  worden.*  Aus  der  a.  a.  0.  behandelten  Function  a{u)  entspringen 
drei  neue  Functionen  ö^(m),  ög^w),  a^i^u)  mittelst  der  Formeln 

^  ö(cü) 

und  fwar  bestehen  swisehen  denselben  die  beiden  Belftüonen 

8)  a-'i(.0-ö>00  +  ('l-''^)a^("), 

9)  {e^  -  e^)  ah  (")  +  (et—n)  ö>  ( ")  +  (^^  —  =  ^ . 

in  welchen  fi,  v  die  ludices  1«  2,  3  in  irgend  einer  beliebigen  £eibn> 
folge  bedeuten. 

Wir  setsen  nnn 

11)  ea  =  l,   e,  — = 
also 

12)  *i-e,-l-.«, 

alsdann  verwandelt  sich  die  Gleichung  3)  in 

Nun  ist  wegen  it|8sl 
daher  wird  mit  Bflcksieht  anf  die  Relationen  8),  9) 

alao  gebt  die  Gleichung  13)  schliesslich  über  in 

14)  p^f^t^yii^. 

Hierzu  fügen  wir  die  zwischen  ß  und  y  bestehende  Gleichung  f^-irf^^ 
und  erhalten  demnach 

und  zwar  ist  den  inneren  Wurzeln  in  beiden  Gleichungen  derselbe  Wertk 
SU  geben.   Beseiobnen  wir  noeh  y  durch  t,  so  ergiebt  sieh 

*  Borchardt's  Journal  Bd.  74,  8.  806  Agg.  und  Bd.  76,  8.  Slflgg. 
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nnd  hier  bat  cbeofalls  die  innere  Warsei  im  Zähler  and  Nenner  den 
nämlichen  Werth. 

Die  Gleichung  10)  lehrt,  dass  sa  einem  Wertbe  von  A  auch  nur  ein 

Werth  von     .  , ,  also  anch  nur  ein  Werth  von  —     und      —  ge- 

hört.  Demnach  ergeben  sich  zu  einem  Wertbe  von  A  gemabs  (Gleichung 
16)  vier  Wertbe  von  r,  d.  h.  durch  jeden  Punkt  der  a;-Axo  gehcu  vier 
(Geraden  der  Fläche.  Also  lassen  sich  zu  einem  gegebenen  Hy- 
perboloid vier  Paare  gerader  Linien  bestimme  u  von  der 
Eigenschaft,  dass  die  Entfernungen  aller  Punkte  des  Hy- 
perboloids von  denselben  ein  vorgeschriebenes  conatantes 
Verhältniss  besitzen. 

Es  entsteht  nun  die  Frage,  unter  welchen  UmstHnden  zwei  oder 
mehrere  dieser  Geraden  zusammenfallen,  d.  h.  ob  die  Fläche  fi^  ausser 
den  beiden  schon  genannten  Geraden  noch  andere  vieltacho  Linien  be- 
sitzt. Die  Bedingung  dafür  ist,  dass  die  Gleichungen  15)  zwei  oder  mehr 
gleiche  Wurzeln  für  ß,  resp.  y  liefern,  d.  h.  es  moss  die  Discriminante 
dieser  Gleichungen  verschwinden,  also 

•ein.   Diese  BeUtion  lüist  sich  in 

Vberitthren,  wofsiif  deh  endlieh  fttr  A  die  Bedingnngsgleiehnng 

17}  = 

ergiebt.  Fttr  jeden  der  beiden  Weithe  i,  welche  dieser  Oleiehong  ge- 
nfigen ,  feiton  je  Bwei  Ton  den  vier  ragelftrigeD  Geraden  der  FUldie  in* 
sammen,  so  dase  wir  im  Oanien  vier  Doppolerzengende  erlialten.  Die 
entsprechenden  Werthe  yon  t  genügen  in  beiden  FlÜlen  der  Oleichnng 

18)  T«-1=0. 
Andere  vielfache  Geraden  oder  Doppelcorven  der  Fläche  existiren 
nicht. 

Man  überzeugt  sich  leicht,  dass  sich  auch  zu  einem  Werthe  von  i 
vier  Werthe  von  X  ergeben;  also  liegen  auch  in  jeder  durch  die  ./  -Axo 
gelegten  Ebene  vier  Erzeugenden  der  Flache.  Diese  vier  Geraden  sind 
im  Allgeinoinen  ebenfalls  von  einander  verschieden.  Nur  für  diejenigt^u 
Werthe  r,  welche  die  Gleichung  18)  erfüllen,  lallen  wieder  je  zwei  der- 
selben zusammen,  und  zwar  sind  die  zugehörigen  Werthe  k  durch  die 
Gleichung  17)  bestimmt.    Daraas  folgt: 
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Die  BegelfUebe  besitst  awei  Tierfeche  Linien  y^O, 
2^0  nnd  dpcsO,  IsO  nnd  vier  Doppeleriengende;  diese  geben 
SU  je  sweien  dnreb  denselben  Fnnkt  der  dr*Axe  nnd  liegen 
ebenfalls  zu  je  zweien  in  derselben  dnrch  die  SB^Axe  gehen« 

deu  Ebene. 

§  4  Die  SohMT  der  Onrven  C«. 

Sei  g  irgend  eine  beliebige  Gerade  der  Fläche  nnd  u  eine  Ge- 
rade des  Hyperboloids;  sie  bestimmen  eine  dritte  Gerade  5,  welche  dnrch 
die  beiden  Punkte  G  nnd  ü  auf  g  und  u  hindurchgeht,  die  den  kürze- 
sten Abstand  von  einander  haben.  Bewegt  sich  u  auf  dem  Hyperboloid, 
wftbrend  g  fest  bleibt ,  so  beschreibt  die  Gerade  s  eine  geradlinige  Fläche; 
dieselbe  enthalt  alle  Strahlen,  welche  nigleich  anf  g  nnd  je  einer  Ge- 
raden der  Begelsehaar  u  senkrecht  stehen.  Ebenso  besehreibt  der  Ponb 
ü  eine  Gnrve,  welche  den  gansen  oder  theilweisen  Dnichsehnitt  d« 
Hyperboloids  mit  Jener  geradlinigen  FUohe  ausipaeht. 

Um  diese  Gebilde  sn  nntersnchen,  drücken  wir  das  HypeiboWil 
dnrch  folgende  Gleichungen  ans: 

—  UV  M-fy  u  —u 

14-«f  l  +  ut>  l-{-uv 

wo  bekanntlich  usscwM,  die  eine  Schaar  der  geraden  Linien  liefert  «ad 
9sseon9t,  die  andere.   Setsen  wir  nnn 


9 


2)  u  =  u,  j^.  =  ', 

SO  wird 

Die  Bichtungscosinns  der  Geraden  u  seien  a^,  ßi,  y^^  so  findet 
.  2«  3->/«  1+«« 

V  ^^^nrn'  ^^^^^cT' 

und  zwar  ist  unter  Anwenddhg  der  g  1,  Gleichung  10)  eIngeflIhrtM 
Bezeichnungen 

5)  Ä«  =  V0+«*)  +  2(««+«i*)«'-  • 

Demnach  lassen  sich  die  Gleichungen  der  Geraden  u  auch  folgendenm- 
sen  sehreiben: 

6)  ÄyssM-l-i^rji,  Cz^u^^-^j^r^. 

Die  Gleichungen  der  Geraden  g  seien  wieder  [§  3,  1)J 

wo      /I,  }r  die  Gleichung  $  3,  2)  befriedigen  müssen. 

Den  Strahl  welcher  die  beiden  Punkte  kttnesten  Abstandes  ff 
und  6  miteinander  verbindet,  bestimmen  wir  anf  folgende  Weise.  Ii 
sollen  jetst  r,      die  Abscissen  dieser  beiden  Punkte  bedeuten ,  und  i 
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die  Entfernung  des  Pnnktei  rsO  der  Oeraden  g  Tom  Punkte  r^sO 
der  Geraden  w,  so  gelten  folgende  Oleiebangen:* 

^    th/(ug)  ^^^'^^^  cos{ug)  -  cos{ud)U 
Betaen  wir  nun  nocb 

ß  .  r   _  ß 


9) 


C~ß     ^      C  B 


'0)  S±?=a. 

so  ergiebt  sieb 

d = -  ^  (~  +  s»  +    4-  r,*«') , 
cot(ug)m» — = 

wo 

ist  Demnach  ergeben  sieh,  wenn  wir  die  gefundenen  Werthe  in  die 
Gleichungen  8)  einseteen  nnd  noch  folgende  BeBeiehnungen  einflibren: 

die  gesnebton  ^rüssen  r,      nach  einigen  Vereinfbchungen  iil  der  Form 

Seteen  wir  nnn  diesen  Werth  von  in  die  Gleiclmngon  6)  ein,  so  er- 
halten wir  die  Coordinaten  des  Punktes  U  der  Geraden  w,  welcher  von 
g  die  kürzeste  Eutfemung  hat;  es  ergiebt  sich,  wenn  wir  noch 

setzen , 


*  Hesse,  Aaaiyt  Qeometiie  des  Baomea,  8.  Aufl.,  8. 76^ 
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Betrachttfh  wir  nnn  u  in  dieBen  Gleichungen  als  variabol ,  so  durch- 
läuft der  Punkt  U  die  Geradensobaar  tf  des  Hyperboloide;  daher  stellen 
dieselben  die  im  Eingang  des  Paragraphen  erwähnte  Cnrve  dar.  Da  sich 
ihre  Coordinaten  als  rationale  Functionen  eines  Parameters  ergaben,  ae 
folgt,  dass  die  Punkte  der  Geradenschaar  u«  welche  von  den 
ktirsesten  Abstand  besitzen,  eine  Curve  vierter  Ordnung 
und  iweiter  Gattung  bilden.  Die  Geraden  u  reprftsentiren  die* 
jenige  Begeliobaar  des  Hyperboloids,  welche  von  nur  je  einmal  gesehnit« 
ten  wird;  dagegen  hat  jede  Gerade  r  drei  Punkte  mit  gemoin. 

Es  giebt  zwei  Punkte  des  Hyperboloids,  nfimlich  seine  Schnittpunkte 
mit  der  ar-Aze,  durch  welche  alle  diese  Curven  hindurchgehen.  E« 
sind  dies  diejenigen  beiden  Punkte,  welche  für  jede  Curve  den  Wertben 
«  =  0  nnd  M  =  Qc  entsprechen. 

Die  Coefficienten  M,  welche  die  Curven  bestimmen, 

hängen  ausser  von  d«^  Uauptaxen  des  Hyperboloids  von  1,  d,  Ii. 

von  der  Geraden  g  der  Fläche  ab.  Diese  Curven  werden  sich  daher 
im  Allgemeinen  mit  der  Geraden  g  ändern;  es  entsteht  jedoch  die  Frage, 
ob  vielleicht  zu  mehreren  Geraden  g  eine  und  dieselbe  Curve  gehört. 
Dies  wird  für  diejenigen  Geraden  der  Fall  sein,  welche  für  alle  Werths 

von  u  denselben  Werth  Ton  ^  liefern.    Nun  ist  mit  Benatrang  der 

Baiaiehnangen  14) 

femer  gehöre  sur  Geraden  g'  der  Werth  r\  und  es  sei  % 

•0  ist  stt  nnteitncben,  ob  sich  die  Ghritesen  if,  />,  Q,  Mt^  JV,  i/ 
so  bestimmen  lassen,  dass  für  alle  Warthe  yon  u  die  Gleichung 

B    B  ^ 

besteht.   Als  Bediugungcu  ergeben  sich  die  drei  Gleichnngen 

(;»/+  A  )        0?/'4-  iV')  P  =  0, 

17)  PQ'-^  2(MN''-  ^/'.V)  =  0, 

C^-.V) (/-(;»/'-  N')Q  =  0. 

Ersetzen  wir  in  ihnen  N  nnd  N'  nach  14)  durch  Q\  so  geheo 

sie  in 

MP'- PM'-\-  ^6^(01''- P0')  =  0, 

18)  6HmP^+  0"]  -  Q])  +  QP'-  P0'=  0, 

M 0  -  (JM '  +  j  d-*  (Qf^~  P 0')  =  0 

Aber.  Jetzt  rnultipliciren  wir  die  erste  und  dritte  derselben  mit  d',  die 
Bweite  mit  —  1 ,  nnd  addiren  sie,  so  erhalten  wir 


Digitized  by  Googi 


Von  Dr.  A.  Sobobhflus.  279 

Cid*  - 1)  (ö/^' =  0, 

also,  d»  ^j*— 1  nicht  ▼ersehwindet, 

19)  OP^-Pff^O, 

und  wenn  wir  dies  in  die  erste  und  dritte  der  Gleichangen  18)  ein> 
setzen,  so  folgt  als  Eudbediuguug 

■ 

od«  aneb  aehlienlidi  nüt  Bilebieht  avf  14) 

21)  7-?"?- 

Diese  Duppclgleichung  ist,  wovon  man  sich  leicht  überzeugt,  den  Gleich- 
ungen 18)  vollständig  äquivalent,  so  dass  sie  die  nothweudige  Bedingung 
für  das  ZusaiumentalleD  der  Curveu  C\  ist. 

Es  ist  nun  za  untersuchen,  ob  es  überhaupt  Geraden  g  der  Re- 
gelflfiche  giebt,  deren  Coordinaten  diese  Doppelgleicbung  befriedigen. 
Nan  genflgen,  wie  wir  oben  fanden,  die  OröMen  A,  ^,  /  der  Gieichang 

(fi«  -  e«)«/J«y"  + 1  -  (••+  «lO    +    =  0. 

Ferner  ist  zufolge  .den  Gleichungen  9) 

C      %   '    B       2  * 

also  Terwandelt  sich  dieeelbe,  wenn  wir  noeb  der  Kitne  halber  t^B^C* 
dueh      ersetien,  in 

22)  /)i(P«  (^)t  + 1  _       fj»)  Ät+ =  0. 

Ebenso  besteht  zwischen  den  Grössen  k\  P\  Q'  die  Gleichung 

23)  ^\{P'-  Q'?  + 1  -    +  «i*)  A'*  +  i'*  «  0. 
Buch  Snbtraction  beider  ergiebt  sich 

J4)  _(,i+,,t)(it_i-«)  +  (i4_ji'«)-0, 

d.  h.  eine  zweite  Bedingnngsgleiclmng  zwischen  den  sechs  Grössen  1, 

Oy  1*,  0'.  Wir  bezeichnen  nun  den  Constanten  Qaotienten  der  Gleich- 
nngen  21)  durch  r,  so  haben  wir 

A  =  A',,    P=Pt,  Q^fft 

in  die  Gleichung  24)  einsnsetien  und  sn  untersuchen,  ob  sieh  aus  der 
10  entstehenden  Gleichung  Werthe  r  bestimmen  lassen.  Diese  Gleloh- 
«ng  ist 

25)  I         oy  -       .,«)    + 1 )  I       1) = 0, 

vnd  serfällt  also  in  zwei  andere, 

26)  t»-l=0 

and 

/)l(P'_  Q'y     (,8  +  ,^2)  A'«  +  A'*  (r*  -I-  1 )  =  0. 
i)ie  letztere  verwandelt  sich  noch  mit  Hücksicht  auf  Gleichung  23)  in 
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27)  tU'*-1  =  0, 

Bo  dass  sieb  alio  im  Ganzen  vier  Werthe  von  r  ergeben.  Es  Ut  noii 
noch  sn  untemelion,  ob,  resp.  welche  Geraden  der  Fläche  dm«a 
Weriben  t  entepreeben.   Die  Gleicbong  26)  giebt  die  beiden  Wertki 

Der  ertte  denelben  liefert 

28)  Asr, 

»)  (i-ihii-iy- 

Darch  Addition  und  Subtraction  der  beiden  letzten  Gleichungen  folgt 

C*  C*"^  ß*' 

oder  wegen  der  BeUtionen  1* 

30)  ffi^P,    y'  =  y\    ßY  =  ß'y\ 

uud  zwar  entsprechen  unserem  Problem  nur  solche  Werthe,  welche  di^ 
sen  drei  Gleichungen  zugleich  genügen.  Dies  findet  statt  für  ß  =  t^, 
y=iy  und  für  /3  =  —  /S',  y  —  —  y\  aber  diese  Relationen  ergeben  nur 
selbstverständliebe  Resultat,  dass  die  Curven  snsammen fallen,  wenn 
die  Geraden  g  und  g  identisch  sind.  Demnach  ergiebt  sich,  daM  uoter 
den  vier  Geraden  9,  welche  an  demselben  Werth  ▼on  A  gebSreUi  dt  Ii* 
dnreb  denselben  Punkt  der  a-Aze  geben,  keine  iwei  exiatireni  fir 
welebe  die  Cnrren  C4  snaammenfSülen. 

Bebandeln  wir  anf  dieselbe  Weise  den  Werth  vbb— 1,  so  eigeb« 
sieb  die  Bedingungsgleichungen 

31)  ^\(?    &r  ^  W 

und  man  überzeugt  sich  leicht,  dass  diesem  Werthe  von  t  ttberhaapt 
keine  Lösungen  des  Problems  entsprechen. 

Die  Gleichung  27)  giebt  ftlr  %  die  beiden  Werthe 

32)  t=i,  r  =  -i. 

Die  erste  derselben  liefert 

33)  . 

Durch  Multiplication ,  resp.  Division  der  beiden  letzten  Gleichaogen  e^ 
giebt  sich 
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«•)  (^J)'(l-i)=(f-i)'(l-«- 

Endlich  erhalten  wir  dorch  Snbtraction  derselben  beiden  Qleiehnngen 

und  wenn  wir  hiemnB  den  Werth  von  l'^  in  die  Oleicbung  35)  einsetzen» 

so  folgt 

(S-i)>'-(§-a>'-- 

Nun  hatten  wir  oben  gefunden,  dess  von  den  vier  Geraden,  welche 
durch  denselben  Punkt  der  x-Axe  gehen«  keine  swei  dieselben  Canren 
liefern;  infolge  dessen  kenn  es  «neh  nnter  den  Gereden,  die  snm 

Werthe  ^^"^  gehören,  nur  eine  einzige  geben,  zu  welcher  dieselbe 

Cure  gehört,  wie  en  der  hetraehteten  Geraden  g.  Wir  ieigen,'das« 
dies  ftlr  folgende  LSsnngen  der  Gleichungen  36)  nnd  37)  der  Fall  ist: 

(f.-£)<r/+(S-fi)f/-«- 

Denn  dieee  Gleichungen  Tcrwandeln  sich,  wenn  wir  die  Mnltiplication 
ansfVhren,  in 

Ä«/J/r-  CV/=  0 ,    {B^ßpr- C*yy)  {yß'-\-ßy')  =  0, 

80  dass  in  der  That  beide  Gleicbnngen  durch  die  Jielation 
38)  ^/l/r-(7«y/«=0 

befriedigt  werden.    Es  geht  also  durch  den  zu  ^'^"^  gehörigen  Punkt 

der  x-Aze  in  der  That  eine  Gerade  g\  welche  dieselbe  Carve  hesitit, 
vie  die  Gerade  g» 

Da  wir  oben  bereits  nachgewiesen  haben,  dass  die  Werthe  k  und 
—  l  keine  Geraden  liefern,  welche  unserer  Aufgabe  entsprechen ,  so  folgt, 

dsas  anch  der  Werth  A'^^y  eine  solche  nicht  liefern  kann. 

Die  Gleichung  33)  lässt  sich,  wenn  wir  für  A  seinen  Werth  —  Ax 
einsetzen,  in 

fiberHihren,  nnd  diese  Gleichung,  im  Verein  mit  Gleichung  38),  ergieht 
ohne  Wetteree,  dass  die  Geraden  g  und  g'  reciproke  Polaren  in  Beaug 
.  «nf  dss  Hyperboloid  sind.   Also  folgt: 

Zu  swei  conjugirten  Geraden  der  Segelfläche  gehört 
eine  und  dieselbe  Cnrve  C^, 
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Für  swei  solche  Gerndon  y  und  g'  ergiebt  sich  noch,  d«M 

sin*{ug)  P -\- 2  N u'^  +  Qu* 
sm\ug) 2 A    +  fiJ'ii* 

oder 

89)  f!";("-''.\  =  .=i« 

strr{itg  ) 

ifit,  d.  h.  die  Sinus  der  Winkel,  welche  irgend  eine  Gerade  dos  n\por- 
boloids  mit  der  FlKche  7?^  bildet,  besitzen  ein  constantog  Vorbäituifis, 
welches  dem  constanten  Verhältniss  dor  Entfernnnf^on  ^rloich  ist. 

Wir  bemerken  scbliesHlicb,  dass  die  für  die  (ioradon  u  gefundenen 
Gleichungen  in  die  ««ntsprecbenden  fiir  die  Geraden  r  übergehen,  wenn 
man  u  in  v  verwandelt  und  m  mit  n,  p  mit  q  vertauscht. 


§  6.  IHe  FUUhe  iS;  dtr  kttfietttn  Abtttad«. 

tJm  die  Flache  zu  untorsiichon ,  welche  von  den  Geraden  s  gebildet 
wird,  deren  l'^rzeugungslinicn  also  die  Punkte  kürzesten  Abstandes  G  und 
U  mit  einander  verbinden,  bestimmen  wir  jetloii  Strahl  durch  seine 
Richtnngscosinns  «j,  ß^,  y.^  und  seinen  Schnittpunkt  mit  der  Geraden  g- 
Dies  ist  der  Punkt,  welcher  dem  Werthc  r  [Gleichung  13),  §  4j  ent- 
spricht; daher  sind  die  Gleichungen  des  Strahles  s 

Aus  ihnen  eigiebt  ticb  die  Gleichung  der  gesuchten  Fläche  dnreh  Eli- 
mination von  u  und  s.  Dieselbe  iMsst  sich  ausführen,  cdme  dass  es  nS- 
thig  wttre,  die  Grössen  a^,  ßa  m  berechnen.  Weil  nämlich  der  Strahl 
9  nnf  ti  und  g  lenkreeht  steht,  so  gelten  die  beiden  Kelalionen 

Mnhiplieiren  wir  dnber  die  Gleiebnngen  1)  mit  «i,  ^i«  ^i«  resp.  mit  ßt  ft 
nnd  addlren  sie,  so  erhalten  wir 

4)  |'ff  +  }'s«r, 

d.  b.  iwei  Oleiebnngen,  welehe  nur  noeb  die  Grösse  »  enthalten.  Au 
ihnen  bilden  wir  noeb  die  Oleiebnng. 

6)         «t(*+^)  +  fty+yi«=(^A+yyi)(/^y+y») 

nnd  maeben  anmaelir  folgende  Substitution: 

alsdann  verwandeln  sieb  die'  beiden  Gleiebangen  4)  nnd  5)  in. 
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und  neliinon  endlich,  wenn  wir  noch  r,  «ii  durch  ihre  Werthe  iu 

u  ersetzen,  folgende  Form  an: 

8)  2«i  =  (p  +  ?«»)^ij. 

Die  geiQcbte  Flitebe  ist  dato  das  EllminatiQiisresiiItat  ana  einer  Oleieh- 
aog  vierten  Grades  und  einer  Gleichung  iweiten  Grades,  deren  Coeffi- 
eienten  lineare  Functionen  der  Coordinaton  sind ;  daher  ist  sie  seihst  yom 
sechsten  Grade.  Die  Elimination  von  u  ans  den  beiden  Gleichungen 
lisst  steh  flbrigens  auf  eine  Elimination  ans  nnr  zwei  quadratischen 
Gleichungen  reduciren,  da  man  die  Gleichung  7)  durch  eine  andere 
ersetzen  kann,  die  in  u  nur  vom  zweiten  Grade  ist.  Dazu  (^uadriren 
wir  die  letzte  Gleichung  und  erhalten 

( P*  +  2p  g  II«  +  j » «*)    ij«  -  4 1*«  4«  «  0 , 

Qod  «renn  yAt  nun  die  Gleichung  7)  mit  A^ff  und  die  letste  Gleichung 
nit  —  (  multipliciren  und  dann  beide  addiren ,  so  folgt  mit  Unterdrack- 
sog  des  Factors  u  und  wenn  wir  noch  beachten,  dass 

ilt,  die  Gleichung 

9)  4«(|-  +  7/^)  c  -  (A  4-      y^rf  =  0. 

Aus  ihr  und  der  Gleichung  8)  ist  nun  u  zu  eliminiren.  Es  ergiebt  sich, 
wenn  wir  noch 

10)  4/;U^+iy^){;-2^A|,^=r, 

setzen , 

11)  Fr*+üF=o 

als  Gleichung  der  gesuchten  Fliehe.  Sie  hat,  wie  allgemein  fllr  Regel- 
fliehen  dieser  Art  bekannt  ist,  sehn  Doppelgeraden,  nXmlich  eine  vier- 
fsehe  Gerade 

12)  1=0,    .,  =  0, 

welche  sechs  Doppelgeraden  äquivalent  ist,  und  noch  vier  gewöhnliche 
Doppelgeraden ,  nämlich 

T  =  0, 

j».  ^  =^  0 ,    »;  =  0  , 

|-f-i»?  =  0,     T  =  0, 

|-iij  =  0,    t  =  0, 

wenn  ts=0  die  Gleichung  der  unendlich  fernen  Ebene  bedeutet  Dem- 
nsch  ergiebt  sich: 

Alle  Strahlen,  welche  suglelch  auf  einer  Geraden  g  der 
Fläche  und  je  einer  Geraden  u  des  Hyperboloids  senk- 
recht stehen,  bilden  eine  Regelfläehe  sechster  Ordnung, 
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welche  eine  vi erfache  Gerade  and  vier  gewöhnliche  Doppel- 
geraden enthält. 

Ebenso  bilden  die  Strahlen,  welche  zogleich  auf  g  und  je  einer  Ge- 
raden V  des  Hyperboloids  senkrecht  stehen,  eine  Regelfläche  sechster 
Ordnung.  Die  Gleichung  dersell^en  kann  sieb,  da  zu  beiden  Flächen 
dasselbe  Coordinatensystem  gehört,  von  der  Gleichung  11)  nur  in  den 
Constanten  nntei Bcheiden.  Denigetnäss  hat  diese  RegelÜäche  ebenfalls  die 
Gerade  12)  zu  vierfachen  Geraden  und  die  vier  Geraden  13)  an  Doppel- 
geraden. 

Diese  liegeltlHchen  durchdringen  das  Hyperboloid  zum  Theil  in  den 
Curven  C^.  Es  iolgt  nocli,  dass  je  zwei  dieser  Flächen,  welche  zu  con- 
jugirten  Geraden  der  Fläche  gehören,  mit  dem  Hyperboloid  dieselbe 
Carre      gemein  haben. 


Die  Torstehende  Abhandlung  lag  der  Redaction  dieses  Journals  be< 
reiU  Tor,  als  ich  auf  eine  Mittbcilung  des  Herrn  Sohroeter*  aufmerk- 
sam gemacht  wurde,  welche  sich  ebenfalls  mit  dem  toh  mir  untersuchten 
Hyperboloid  bescbüftigt,  ohne  indessen  die  mit  ihm  susammenbängenden 
Curven  und  Flächen  zu  berühren.  Herr  Schroeter  siebt  die  charak- 
teristische Definition  desselben  darin,  dass  die  den  beiden  Geraden  g  und 
g  zugehörigen  Ebeneninvolutionen  circular  sind.  Ich  werde  nun  zeigen, 
dass  diese  Definition,  welche  a.  a.  0.  ohne  Beweis  aufgestellt  wird,  mit 
der  von  mir  gegebenen,  dass  die  Entfernungen  aller  Punkte  der  Fläche 
▼ou  den  beiden  Geraden  g  und  g'  ein  coostantes  VerbäUniss  besitaen« 
▼ollstindig  identisch  ist. 

Seien  nämlich  die  beiden  Geraden  g  und  g  durch  die  Gleichungen 

^=sO,    ßsO{    (7sO,  />sO 

gegeben,  wo  A  und  ebenso  C  nod  D  swei  leehtwinklige  Ebenen  in 
der  Nonnalf orm  bedeuten,  so  ist 

die  Gleichung  des  Hyperboloids.  Sie  zeigt,  wie  bekannt  ist,^*  dass  diese 
vier  Ebenen  ein  in  Bezug  auf  die  Fläche  sich  selbst  conjngirtes  Tetraeder 
bilden;  daraus  folgt,  dass  A  und  und  ebenso  C  und  D  eonjugirte 
Ebenen  für  das  Hyperboloid  sind.  Nun  können  aber  diese  Ebenen  gans 
beliebig  angenommen  werden  und  haben  nur  die  Bedingung  zu  erfüllen, 
anf  dnander  senkreeht  sn  stehen  und  sich  in  den  Geraden  ^,  resp.  g' 
Sit  sekneiden,  mithin  sind  diese  beiden  Geraden  die  Azen  circnlarer 
EbeneninTolntionen  in  Bezug  auf  die  Fliehe. 


•  Berichte  der  Berliner  Akademie  1877,  8.  594. 
Salmon,  Analyt.  Oeometrie  des  Baumes,  8.  Aufl.,  8.  164. 
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Umgekehrt  bat  nach  der  Definition  des  Herrn  Scbroeterdie  Gleieh- 
vng  des  Hyperboloids  jedenfalls  die  Form 

nnd  es  muss  inüglicli  seiU}  diese  Gleichung  für  unendlich  viele  Werthe 
von  fi  und  V  in 

»1       II      2  IIS      ~*I        }    I      t       •"l  IIS 

übersafähren ,  so  dass  bßidc  Seiten  der  Gleichungen  gesondert  in  einan- 
der übergehen.  Diese  Fordemog  aber  kann,  wie  sich  leicht  ergiebt,  nnr 
nnter  der  Bedingung 

erfüllt  werden,  d«  b.  die  Gleichung  des  Hyperboloids  ist 

.^•  +  ^  =  A»(C»+I>*). 
Hiermit  ist  die  Identität  beider  Definitionen  erwiesen. 

Die  s weite  von  Herrn  Scbroeter  ebenfalls  als  charakteristiseh  an- 
gefBhrte  Eigenscbaft  des  Hyperboloids ,  dass  .es  sich  dnreh  swei  projee^ 
tlTiscbe  Ebenenbflschel  ersengen  iKsst,  deren  entsprechende  Ebenen  senk- 
recht auf  einander  stehen,  ergiebt  sich  nnmittelbar  ans  der  Gleichung 

nnd  der  Relation 

Solcher  Paare  Ton  Ebenenbfisdieln  existiren  swei,  nimlich 

— Cs  — i4ar)  =  0,    fiy  +  C«  —  - +       =  0, 

By  -  (?z-      +      »0,    By  +  Cz  — —  (1  -  il«)«=0. 

^* 

Ganz  analoge  Betrachtungen  lassen  sich  über  das  gleichseitige  hyper- 
bolische Paraboioid  anstellen. 


IMtMhilll  £  MatkMiatik  n.  Mfrik,  ZUU,  Ii. 
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Ueber  die  Bedingungen  der  AggregatzuBtandeverändenrng. 

Von 

Prof-  Dr.  W.  C.  Wittwbb 

In  Beff«o«barg. 


In  meiner  Abhandlung  „Ueber  die  Art  der  Bewegnng,  welch«  wir 
WÄrme  nennen",*  habe  icl»  die  Principieu  angegeben,  auf  welchen 
Veränderung  des  Aggregatznstandes  der  Körper  beruht,  und  gleichzeitig 
habe  ich  auf  S.  176  als  Beispiel  eine  Gleichung  vom  vierten  Grade  mi* 
willkürlich  gewählten  Constanten  angegeben,  um  die  Art,  wie  die 
gregatzustandsveränderangen  zn  Stande  kommen,  zu  zeigen.    Im  N«cl^ 
stehenden  will  ich  diese  willkttrlich  gewählte  Gleichung  mit  aolchen  ver 
tauschen,  die  tiiis  den  «n  ▼erschiedenen  K^irpem  gemachten  Beobacb- 
tangen  abgeleitet  wurden,  nm  mit  ihrer  Hilfe  zn  leigen,  dm  bd 
bestimmten  Temperaturen  eine  Verftndemng  des  Aggregatiustandes  n* 
ausblelblieh  sei.   Die  Beweisführung  bleibt  im  Allgemeinen  die  nimlidii 
die  ich  in  der  obenerwihnten  Abhandlung  wählte,  und  die  TOfgeno» 
menen  Aenderungen  sind  sunXchst  im  Interesse  der  grösseren  Allgenmi* 
heit  gemacht  worden. 

Die  Gleichgewichtslage  der  Atome  tritt  dann  ein ,  wenn  die  Kiiftik 
welche  je  zwei  derselben  einander  su  nähern  oder  sie  von  einander  M 
entfernen  streben,  sich  aufheben. 

Eine  Annäherung  der  Atome  vernrsacht  der  Druck  dor  Luft, 
im  Nachstehenden  mit  p  bezoiclinot  werden  soll.    Seine  Wirkun«;  i>i 
abhängig  von  dem  Volnnipn  oder  der  Atomdistanz  des  Körpers. 
denken  wir  uns  letzteren  in  einen  Cylinder  mit  verschiebbarem  Deckt 
eingeschlossen,  welcher  letztere  als  nicht  schwer  angenommen  iverden 
soll,  so  ist  der  von  der  Luft  auf  die  Flächeneinheit  der  andern  Seite  liei 
Deckels  ausgettbte  Druck  unabhängig  davon ,  ob  der  Deckel  mehr  oä«t 
weniger  weit  t^urttekgeschoben  wird.   Ob  der  eingeschlossene  KSipsr  - 


*  DieM  ZeitMhxift  XViiI,  2. 
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wir  wollen  eetsen,  er  sei  ein  6u  diesen  Dmek  anasahalten  ▼ermeg, 
ist  eine  andere  Frage. 

Neben  dem  Lnfldmeke  wirkt  anf  die  festen  nnd  die  tropfbar -flUs* 
sigen  KSrper  noch  der  Dmck  des  Süsseren  Aethers. 

Wie  icb  an  einem  andern  Orte*  geseigt  babe,  widerspricbt  die  all- 
gemein yerbieitete  Ansiebt,  die  Aetherdichtigkeit  eines  Medinms  wachse 
mit  dessen  Breehnngsvermögen ,  sowohl  der  Beehnung,  als  anch  der  Be- 
obaehtnng.  Der  Aetber  im  Innern  der  genannten  Körper  ist  weniger 
dicht  als  im  allgemeinen  Ranme,  nnd  der  Aether  des  letsteren  drückt 
ebenso  gegen  die  OberflSche  der  Körper,  wie  die  atmosphirische  Lnft 
bei  ihrem  Bestreben,  in  einen  Inftirerdflnnten  Raum  einsudringen ,  einen 
Drtfck  ansflbt.  Der  anf  die  Einhnt  einer  KngeloberflSche  bethStigte 
Druck  des  Aethers  ist  dem  Kngelradins  oder  der  Atomdistans  r  propor- 
tional. Ist  A  eine  Constante,  so  iXsst  sich  der  Aetherdmck  beaeichnen 
durch  Ar.^ 

Die  gegenseitige  Binwirknng  der  Uoleenle  ist  im  grossen  Ganeen 
eine  Abstossnng,  nnd  sie  iHsst  sich  ansdrttcken  dnrch  die  Formel 


wenn  «,  n,  o,  ^,  ...  positive,  /?,  ...  positive  oder  negative  Constante 
bedenten  nnd  das  Vorzeichen  —  eine  Abstossang  angiebt. 

Die  durch  die  Gleichung  1)  bezeichnete  Wirkung  gilt  für  die  abso- 
lute Temperatur  Nnll.  W^en  die  Körper  warm,  so  schwingen  ihre 
Molecnle  nm  ihre  Gleichgewichtslage,  und  je  stirker  diese  Schwingungen 
sind,  um  so  höher  bt  die  ihnen  entsprechende  Temperatur.  Wenn 
Schwingungen  stattfinden,  ist  es  unvermeidHcb,  dass  die  dnielnen  Theit- 
eben  sich  einander  bald  nfthem,  bald  sich  mehr  entfernen,  als  dieses  in 
der  Gleichgewichtslage  der  Fall  ist.  Ist  nun  die  gegeuscitige  Wirkung 
der  Thdlchen  eine  solche  Function  der  Entfernung,  dass  die  Wirkung 
wichst,  wenn  die  Distans  abnimmt,  so  ist  es  nnausbleibliche  Folge, 
dass  bei  der  Ann&hemng  die  gegenseitige  Wirkung  der  Tbeilchen  mehr 
wichst,  als  sie  hei  der  Entfernung  abnimmt,  und  es  ergiebt  sich  also 
als  Folge  der  Temperaturerhöhung  ein  Anwachsen  der  Molecularwirkung. 
Dieses  Anwachsen  habe  ich  bereits  in  meinem  Buche:  „Die  Holecular- 
gesetse**  und  in  meiner  Abhandlung:  „Ueber  die  Art  der  Bewegung  etc.** 
behandelt.  In  beiden  FSllen  bin  ich  von  der  Annahme  ausgegangen, 
dass  ein  Tbeilchen  «wischen  swei  WXnden  oder  awei  anderen  M oleculen 
hin-  nnd  hergehe.  Im  Folgenden  will  ich  die  Voraussetaung  machen, 
um  den  Mittelpunkt  einer  Kugel  schwinge  ein  Tbeilchen  innerhalb  der 
gegen  den  Kugelradius  sehr  kleinen  Amplitude  +>')'o*    Zwischen  dem 

*  Diese  Zeitschrift  ZX,  1. 
*^  Meine  „Hoieeulargesetce"  8. 86. 
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schwingenden  Theilclien  und  einem  Punkte  der  Kugeloberfläche  W«tpti' 
die  durch  1)  angegebene  Relation  und  es  sei  der  Einfluss  zu  bestiramec 
wolchen  das  scliwingende  Theilcben  auf  ein  auf  der  Kugeloberflicb? 
befindliches  ausübt. 

Befindet  aich  das  schwingende  Theilcben  auf  der  A  - Axe  id  der  Ect 
ferniiDg  x  von  dem  Mittelpunkte  c,  welcher  der  Anfang^^punkt  der  C 
ordinaten  ist,  befindet  sich  ferner  an  dem  Punkte  f  der  Kageloberfiäcbe 
ein  Tlieileheui  ist  der  Winkel  sex  =  9^  und  beaeiehnet  ^orr^'dieWe^ 
selbetiehnng  swiaehen  x  nnd  u  die  Entfernung  Ton  xs^  so  iit  nad 
den  bekannten  Formeln  die  awiaeben  der  Kngeloberfläehe  und  d«n  m- 
gesebloasenen  Theilcben  beatebende  Wirkung 

 It^ 

Da  reot^^  ^  iat,  so  wird 

'  X 
nnd  setst  man  diesen  Werth  von  sin^dd'  in  2)  ein,  ao  wird 


4)    .  «'•  =  -^J- 


du. 


II" 

wobei  das  Integral  Ton  tf  es  r  4-  .r  bis  ti  s  r  —  x  an  nehmen  ist  WiH 
in  dieser  Weise  integrirt,  so  erhält  man 

6)  {«-2)  [;:Ä^  +  -j^^^T+r  +  --^ 

als  Wirkung  der  gesammten  Hohlkugel ,  infolge  welcher  Wirkung  4a 
Theilcben  gegen  die  Gleichgewichtslage  hingetrieben  wird.  Hitte 
ansser  der  ersten  Hohlkngel  noch  eine  aweite  mit  dem  Badina  mr,  i 
wftre  bei  Bestimmung  ihrea  Einflusses 

«)  ..„_4.«(»-2)[-^.+-;;i;t.%+-} 

Hitte  der  Radins  den  Werth  ifiir,  so  würde  an  die  Stelle  von  ■  « 
setzen  sein,  und  iat  eine  ganse  Menge  von  Hohlkngeln  über  einaadfc. 
so  ergiebt  sieh 

^V'^ü^>'^ii^*"W    IOr-+'    +  T 

wofBr  der  Kllise  wegen 

8)  w.^-i«n(n-i)[^,  +  "^,  +  .  .] 

gesetst  werden  kann.  Die  einseinen  Theilcben  aind  auf  den  Hobfttgt^ 
nicht  so  angeordnet,  dass  letztere  continuirlieh  angefüllt  wlren,  tMAff* 
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sie  sind  durch  bestimmte  EntfeniiiDgen  von  einander  getrennt;  es  soU 

jedoch  zunächst  angenommen  werden,  ihre  Substanz  sei  conlinuirlich  über 
die  Ilohlkugel  vertheilt.  Bei  dieser  Annahme  muss  in  Gleichung  8)  noch 
ein  Dichtigkcitscoefiicient  eingesetzt  werden,  es  lägst  sieb  aber  dieser  als 
in  den  Constanten  n  and      mit  inbegriffen  betrachten. 

Wird  die  Wirkungsnorm  der  Theilchen  nicht,  wie  bisher  angeiiom- 
men  wurde,  ausgedrückt  durch  —  ar'",  sondern  dnrob  ^ßf^%  so  be- 
käme  man  statt  8) 

»)  tM— +  -  •]• 

Tritt  die  durch  1)  angeg^ene  Wirkung  ein,  so  wird 


10) 


Sind  die  einseinen  Glieder  von  IV^  g^gen  ^e  entsprechenden  yon 
klein,  so  kann  hierßir  aueh  gesetst  werden 

Werden  die  Coefficienten  von  .i  und  in  11)  durch  (p  und  2«//  ersetzt, 
SO  exgiebt  sich  bei  Nichtberücksichtigung  der  höheren  Potenzen  von  x 

Es  besteht  demnach  eine  Kraft,  welche  das  Theilchen  gegen  den  Mitteh 
punkt  hintreibt,  es  veranlasst,  zu  schwingen,  und  darum  wird 

und  bedeutet  f  die  Geschwindigkeit  für  die  Zeit,  in  welcher  das  Theil- 
chen die  Gleichgewichtslage  passirt,  so  wird 

Da  nun  x  eine  kleine  Grösse  iat,  so  kann  man  auch  setzen 


J6)  (  r«  - 1^^')  ( 1  -  ~  «*)  =  »  a:». 


I)Hji  Maximum  der  Elougation  orreicht  das  Thcilcheu  iu  a-^,  weuu  t>  =  0, 
alttu  itit 
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17)  V 


Nftcb  EraetsEang  von  v  durch  seinen  ursprünglichen  Werth  -r-  wird  aus  16) 


dxl/  i-^x« 
18)  a<=^^  /— 

und  die  Integntion  von  arsaO  bis  :t«sa:o  giebt 

oder,  wenn  man  iür  u-^,  9  und  ^  die  Wertbe  aus  11)  und  17)  eiiuetit, 
,  '~2A^  4«»»'(ii-2)k*~S.i.'(ii-a)r— 7 

Wird  snr  Vereiofachnng  ^  =  ^  =  0  genommen,  eo  erhXlt  man 

2f   4a;r(/i-2)«'V     »^ua// -2)  ^  "  V' 

üe  bedeutet  hier  /  die  Zeit,  während  welcher  du  Tbeilchen  von  0  hin 
Xq  oder  umgekehrt  geht,  und  ra  einer  gansen  Sehwiagong  bedarf  ei  abo 
das  Vierfache  dieaer  Zeit. 

Bei  Bestimmung  der  Einwirkung,  welche  das  schwingende  Tbeilchen 
seinerseits  auf  ein  auf  der  Kugeloberfläobe  von  dem  Badina  r  befindlicbei 
Theilcben  ausübt,  mnas  darauf  Rücksicht  genommen  werden,  welche  Bich- 
tung  die  Schwingungen  haben.  Nehmen  wir  an,  wir  haben  statt  dnes 
einaigen  schwingenden  Theilchens  deren  soviele,  als  Scbwingungsrich- 
tnngen,  und  dieser  ebensoviele,  als  Elemente  der  KogeloberHacbe,  so 
werden» diese  Theilcheu  jeweilig  selbst  eine  Kugeliläche  von  dem  Badiu 
X  darstellen:  Ein  einaelnes  Theilcben,  das  infolge  von  Aenderung  der 
Sehwingongsriebtung  nach  und  nach  alle  die  vielen  vertritt ,  wird  ebenso 
nach  und  nach  die  Gesammttbätigkeit  ausüben,  welche  den  vielen 
gleichzeitig  znkonmit,  und  seine  mittlere  Wirkung  ist  demnach  gleich  der 
Wirkung  der  ganzen  KugelflÄche,  dividirt  durch  die  Zahl  der  Theilcben, 
also  dividirt  durch  die  Oberfläche  der  Kugel.  Bezeichnet  man  den  ver- 
änderlichen Kngelradius  mit  x,  so  giebt  der  Quotient,  multiplicirt  mit 
dem  Zeitelemente,  während  dessen  sieh  das  Theilcben  in  x  aufhält,  den 
Werth  der  Wirkung  des  schwingenden  Theilchens  während  der  Zeit 
die  Wirkung  während  der  ZSeit  /  aber  erhält  rann,  wenn  durch  Integra- 
tion dt  in  i  übergebt,  worauf  wieder  durch  Division  mit  t  der  Mittel- 
Werth  der  Wirkung  während  der  Zeiteinheit  erhalten  wird. 
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Die  Wirkung  einer  Uohlkugel  v^on  dem  Radius  X  auf  eineo  aussefo 
halb  in  der  Entferaang  r  von  dem  Mittelpunkte  befindlichen  Körper  ist, 
wenn  das  Gesetz  der  wirkenden  Kraft  durch  avfgedrilckt  wird, 

.,=.^/,.,.„(i-±-). 

wobei  das  Integral  Ton  usssr-^x  bis  usr^«  in  nehmen  ist.  Es 
ergiebt  sich  sonach 

23)  wn  =  '-4ax*7t[-  +  ^  + 

Wird  statt  der  Norm  —  ar~"  die  Formel  — ßr~''  gesetzt,  80  wird 
U\  ..^-f^  .  (o-H)(o-2)a-«  ,  \ 

and  nimmt  man  das  durch  1)  angegebene  Gesetz,  so  wird 

_^^4art(n-{.l)(n-^)  ,  4  ^rr  (o  +  1)  (o  -  2)  .       \  T 

odor,  wenn  «r~"  gegen  /3r~'...  sehr  gross  ist,  mit  hinlänglicher  Ge- 
nauigkeit 

^  ,  4«>.(/i  +  l)(/»-2)aV,  .     /?(o+l)(o-2)  \  1 

6  /-+^  a  («  + 1}  («  -  2)      "  '"'••7  J 

Diese  Einwirkung  würde  also  stattfinden,  wenn  es  soviele  schwingende 
Theilchen  gäbe,  als  Flächen elemente  da  sind;  da  aber  nur  ein  einziges 
▼orhanden  ist,  das  -nach  nnd  nach  die  durch  fV'  ansgedrttekten  Abstos* 
rangen  ansttbt,  mnss  H^'  dnreh  die  Zahl  der  FlSchenelemente,  also  dnreb 
4<*K  diTidirt  werden,  nnd  der  mit  di  mnltiplieirte  Quotient  giebt  die 
nittlere  Wuknng  fttr  alle  Stellungen,  bei  welchen  sieh  der  schwingende 
Körper  in  der  Entfernung  x  you  der  Gleichgewichtslage  bandet,  wenn 
er  sich  während  der  Zeit  dt  dort  aufhält.   Wird  nun  noch 

6/"+-'       V  "^«i/*H-l)(«~2)r''-»  ■'■••V"'* 
{•Mttt  md  ftatt  dl  der  in  18)  angegebmi«  Wrrth  ;;i>noiiiiBeB,  m  wird 

26)  W',^-  I   /  • 
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Die  lutegration  von  a  =  0  bis  x  =  x^,  giebt 

27)        r-.— |i^(.+  t(.-g.„.+...). 

iiud  wird  durch  /  dividirt,  so  erhält  man  die  mittlere  Wirkaug  in  der 

Zeiteinheit 

Durch  Eiußfitzpn  der  Werthe  vou  A,      uud  <p  wird  hierauf 

Die  Vergleichung  der  Formeln  1)  und  29)  zeigt,  dass  durch  die 
Schwingungen  die  Einwirknug  eines  Theilcbens  auf  ein  anderes  sich  in 
der  Weise  ändert,  dass  zu  der  ursprüugliclien  Wirkung  noch  eine  wei- 
tere tritt,  welche  dem  Quadrate  der  Geschwindigkeit,  mit  der  die  Gleich- 
gewichtslage |»M8irt  wird,  direct,  der  dritten  Potena  der  Entfernang 
umgekehrt  proportional  ist,  in  der  sich  aber  ausserdem,  wenn  ß,  y,  ... 
nicht  vernachlässigt  werden  dürfen,  noch  die  orsprttngliche,  d.  h-  die  bei 
dem  Bttbeanstande  stattfindeude  Norm  gewissermassen  abspiegelt.  Für 

den  Fall ,  dass  die  Grössen  ^  ,  ^  ,  ...  als  verschwindend  klein  betrach- 

tet  werden  können,  wird 
30)  ..-(^  +  l'^i-  +  ...> 

Der  vorstehendcu  Koclmun":;  lie^t  die  Voraussetzung  zu  Grunde, 
dass  das  schwingende  Ihcilclicii  von  llnblkugelu  unigobeu  «ei,  über 
welche  die  Masse  der  übrigen  Tlieilchen  continuirlich  ausgebreitet  ist 
Die  nächste  Folge  dieser  Annahme  it>t,  dahh  lur  w  =  2  die  Hauptglieder 
9,  t//  und  ju  verschwinden,  weil  sie  den  Factor  « —  2  enthalten.  Es  Ilift 
sich  nun  allerdings  sehr  leicht  einsehen,  dass,  wenn  die  Bedingung  der 
gleichmässigen  Vertheil uug  über  eine  Hohlkugel  nicht  erfüllt  ist,  aneb 
die  genannten  Grössen  nicht  verschwinden  werden;  doch  halte  Sl 
nicht  für  überflüssig,  eine  besondere  Art  der  Atomvertheilnng  vnter  der 
Annahme,  dass  die  wirkende  Kraft  dem  Quadrat  der  Entfernung  uo* 
gekehrt  proportional  sei,  noch  einer  näheren  Prüfung  zu  nnterzielieD. 

Bei  den  Luftarten  und  den  tropfbaren  Flüssigkeiten,  wenn  aneb  bot 
den  letzteren  vielleicht  nicht  ohne  Ausnahme,  muss  die  Gruppiruug  der 
einzelnen  Theilchen  bezüglich  dreier  auf  einander  senkrechter  Azen  sine 
gleiche  sein;  denn  wenn  dieses  nicht  der  Fall  wäre,  so  würde  auch  die 
Aetbervertheilung  nadi  den  verschiedenen  Richtungen  versohieden  ans* 
fallen,  was  dann  wieder  eine  Doppeltbreehnng  d<»s  Lichtes  bewirken 
würde.    Bei  den  Gasen  ist  eine  Doppeltbrechung  nicht  vorhanden  vsd 
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dämm  gilt  die  erwftbnte  Annaliine  wenigsteiii  für  diese.  Unter  den  tropf- 
hsren  Flttssigkeiten  mögen  die  drenlarpolaririrenden  eine  Ausnahme 

macben,  die  Übrigen  jedoch  tbnn  es  scbwerlich.  Nacb  dieser  Annabme 
bilden  die  Atome  auf  (ge.dacliton)  Kugcloberfläcljen  Gruppen,  deren  ein- 
zelne Glieder  gegen  drei  auf  einander  senkrecbt  stellende  Axen  so  ver- 
theilt sind,  dass  die  Gruppirung  bezüglicb  der  einen  Axo  sicli  bei  der 
andern  wiederholt,  wie  die  Ecke  eines  holoedrischen  tesseralen  Krystal- 
les  es  gegen  die  krystallographiscben  Axen  tbut,  and  diese  Axen,  die 
ich  aU  diejenigen  der  Coordinaten  nehme,  sollen  aneh  die  liicbtnngen 
angeben,  iu  denen  nach  einander  die  Schwingungen  vor  sich  geben. 

Macht  der  Badios  eines  Tbeilchene  mit  den  Axen  die  Winkel  /i  a,  2 
nntl  lat  x  die  Coordinate  des  schwingenden  Theilchens,  so  ist  die  Kraft  ip, 
mit  welcher  letsteres  von  ersterem  in  die  Gleichgewichtslage  snrttekgeflihrt 
wird, 

«(^  go^y  —  ^)  

(r*    2     cosy  -f  »*)•/• " 
30  «         +  ^  (3  co,f^l)Jf  ^  (~  i  co$y  - 1±  cosf) 

+  ^'(i  - 1 5  CO*    +  ^  CM  y*) + ...] . 

Ausser  dem  ersten  Atome  liefindet  sich  auf  der  entgegengesetzten  Seite 
der  ilalbkugel  dem  ersten  gegenüber  ein  zweites,  bei  dem  cosy  den  ent- 
gegengesetzten Werth  bat,  und  es  beben  sieb  also  infolge  des  Znsam- 
menwirkens  beider  Tbeilchen  die  Glieder  anf,  welche  mit  ungeraden  Po- 
tenaen  von  eoty  mnltiplicirt  sind,  während  die  übrigen  sich  addiren. 
Ansser  diesen  awei  Atomen  sind  noch  swei  andere  da,  die  mit  der  X>Aze 
die  Winkel  x  nnd  %  maehen,  wfthrend  awei  weitete  die  Winkel  180 +» 
and  180 4*  X  haben.   Durch  Addition  der  Wirkungen  wird 

32)  w'  =  -      (-  21  +  35(cojf -i-  co«»^  +  cosi*)  +  ...)• 

Boicher  Systeme  von  ansammengehdrenden  Atomen  giebt  es  nnn  anf 

der  Kngelfläcbo,  die  man  sieb  mit  dem  Radius  r  um  die  Gleichgewichts- 
lage gezogen  denken  kann,  melirere,  und  da  jedenfalls  eine  möglichst 
gleichförmige  Gruppirung  der  Atome  ytatttindet,  so  müssen  um  so  mehr 
Systeme  von  zu8ammeng<'hörenden  Atomen  da  sein,  je  grösser  die  Kugel- 
oberfläche ist.  Die  Zahl  der  Systeme  wächst  mit  dem  (Quadrate  von  r, 
ako  muss  der  Ausdruck  rechts  des  Gleichheitsaeichens  noch  mit  mnl- 
tiplicirt werden.    Es  ist  nun 

33)  IT'as—       2:[-  21  +  Zbicosy^  -f  coäx*  -f  cosi')  +...]. 

Ausser  der  einen  Kngelschale  wirken  noeh  diejenigen,  deren  Badien  2r, 
3r, ...  sind,  und  es  wXre  darauf  bei  Berechnung  der  Summe  Rflcksicht 
sa  nehmen,  sowie  auch  darauf,  dass  für  jede  KugelflAehe  gleichviele 
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Groppeii  in  bilden  aind,  weil  dem  Anwacbaen  der  Zahl  der  Theilehen 
in  den  gröeseren  Engeln  bereite  dnreb  die  Binffihmng  von  r*  Bechnvng 
getragen  lat.  Der  Aosdruek  nnter  den  eckigen  Klammem  in  33)  iit 
jedenfalla  pcaitiv,  denn  aonat  wäre  die  voransgesetate  Atomgrappintng 
keine  aolebe  dea  Gleiebgewiehts.  Setat  man  den  Coelficienten  von  in 
33)  gleieb  2^,  ao  wird  analog  der  Gleichung  13) 

34)  JF  =  -2^^ 

und  darana 
^5)  F«-»«  =  ^a5*. 

Der  gröMte  Werth  von     bei  dem.  FbO  wird,  iit 
88) 

Wird  aUtt  v*  in  35)  aein  Werth       geaetat»  ao  wird 
37)  9t  ^ 


1,  ^"^^ 


In  dieser  Gleichung  iit  nun  x^eat^  y  —  zu,  aetsen  nnd  ea  wird  dann 


38) 


y^4FW^/^  sind*' 


n  A 


2  p^v^^' 

wenn^  gleich  der  Summe  der  Reihe  gesetzt  wird. 

Die  nach  dem  Radius  gerichtete  Componirende  der  Wirkung,  wi  lclie 
das  schwingende  Theilchrn  RplnorFoit«  von  den  Punkten  +  .r  aus  auf  ein 
Snseeres  Theilehen  ausübt,  dessen  Radioa  mit  der  X-Axe  den  Winkel  / 
macht,  ist  angegeben  dnrcb 

*  >  {r^±'2r  X  cus  y  +  x^^p ' 

Da  das  Theilehen  nun,  wie  vorausgesetzt,  abwcelisclnd  in  der  .V-,  Y- 
und  Z-Axc  sich  bewegt,  so  wird  die  in  der  Richtung  des  Radius  thätige 
Componirende  der  Wirkung  in  den  Fällen,  dass  das  Theilehen  sich  in 
+  y  nnd  +z  befindet,  ansgedrttcki  durch 

—  a  (r y  cos x)  ,       r-alr -h  zcosy) 

und  ^  


Wird  nun  x^ysaz  gesetat  und  in  Beihen  entwickelt,  ao  wird  naeh 
Addition  aftmmtlicher  aeeha  Fllle 
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40)  ^,  =  -  6« (i  +  ^  (-  ip  4-  4^  (co*r*  +  CO*»*  +  CO* X*))  +  ...). 

Hätte  man  statt  eines  Theilchens  deren  sechs,  die  sich  gleichzeitig  in 
i'^'  + //,  +2  befänden,  so  wäre  ihre  gemeinschnf'tlicho  Wirkung  auf 
das  Theilchen  der  Kugeloherfläche  die  durch  40)  angegebene  .  Ist  nur 
ein  Theilchen  da,  das  der  Reihe  nach  die  genannten  sechs  Stellungen 
einnimmt,  so  wird  es  nach  und  nach  die  nämliche  Wirkung  ausüben, 
welche  die  sechs  auf  einmal  haben,  und  theilt  man  letztere  durch  6,  so 
ergiebt  sich  die  mittlere  Wirkung,  die  das  Theilchen  ausübt,  wenn  es 
sieb  abwechselnd  in  +a:,  +  y,  +,«  befindet,  wo  a;  =  y  =  2  ist. 

Hält  sich  das  Theilchen  an  diesen  Punkten  während  der  Zeit  dt  auf, 
so  ist  die  Einwirkung  damit  zu  mnltipUdreni  nnd  wird  dann  wieder  l 
nnd     eingefahrt,  so  ergiebt  sieb 


oder  nach  37) 


Das  Integral  von  ^«=0  bis  r&s90^  genommen,  giebt 


43)  W,^  + 

2^4F«*V  *  / 

in  weleher  Oleichnng  A  die  Constante  aus  38),  B  eine  neue  Constante 
bedentet.  fVt  giebt  nun  die  VVirkung,  während  das  Theilchen  von  iCssO 
bis  x^Xq  geht,  und  wenn  man  mit  der  mittlerweile  verflossenen  Zeit 
41)  dividirt,  so  ergiebt  sich  die  Wirkong,  die  w&brend  der  Zeitmnbeit 
sUttfindet   Diese  ist 

Das  Ergebniss  ist,  wie  oben,  das  Auftreten  einer  neuen  Kraft,  welche 
dem  Quadrate  von  V  direet,  der  dritten  Potens  von  r  umgekehrt  pro- 
portional ist. 

Da  es  sieb  im  Nachstehenden  nicht  um  die  Bestimmung  der  Con- 
stahten  «,  ^,  sondern  höchstens  um  die  Frage  handelt,  ob  ausser  a 
noeh  andere  Constante  Torbanden  seien,  so  kann  enistweilen  von  44) 
Umgang  genommen  werden,  und  ich  werde  mich  daher  der  Gleichung 
29)  bedienen,  der  ich  die  einfachere  Form  geben  will: 
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48)  IP.  =  -(.V  +  ^;^), 


wobei  ^ 

gesetst  sein  soll.  Ansierdem  soll  ▼enuebfweise  x  ab  der  absolaten  Teiii> 
perattir  gleich  geaetst  werden.  Es  ist  dieses  svr  Zeit  eine  willkfirliehe  An- 
nähmet deren  Richtigkeit  oder,  wenn  msn  will,  Genanigkeit  der  Vergleieh* 
nng  der  Resultate  von  Rechnung  nnd  Beobachtung  Überlassen  bleiben  mag. 

Werden  nun  die  Tersehiedenen  swischen  iwei  Holecnlen  thidgen 
Krtfte  susammengenommen ,  so  hat  man  den  Luftdruck  p  und  den  Aether- 
druek  Ar^  welche  die  Uolecnle  dnander  an  nlhem  suchen,  wihrend  die 

'  Kx  L 

Holecalartbätigkeit  My  die  durcb  die  Temperatur  Wirkung  verstärkt 

ist,  die  Molecule  von  einander  entfernen  würde.  Fflr  den  Gleidig»wichts> 
anstand  muss  t^^j 

46)  (Ä-p-^r)^'^^+tc=:0 

oder  • 

47)  F(r)  +  T=0 

sein.  Aendert  sich  «  um  Ax^  so  ändert  sich  r  um  Ar  und  47)  gebt 
tiber  in 

48)  F(r)  +  F\r)  Ar  +  F"(r)  ^^r«  +  ...  +  T+  -rf»  =  a. 

Wird  der  Einfachheit  wegen  für  /''(r),  F"(r),  ...  a,  6,  ...,/,  »»,  iüx  är 
aber  x  gesetzt,  so  wird 

49)  mar"  +/.T" +     H-6.r«  +  fla:+  ^T  =  0. 

I)iet>ü  Gleichung  onthpiicht  genau  der  (ilcichung  70)  in  meiner  Abhand- 
lung ,, lieber  die  Art  der  Bewegung  u.  «.  w.".  Es  ist  nur  in  drr  gegen- 
wärtigen Gloicliung  die  Ableitung  insofern  eine  allgenuinero,  als  ich 
bezüglich  der  gegenseitigen  Einwirkung  der  Molecule  weiter  gar  Nichts 
vorausgesetzt  habe,  als  dass  dieselbe  eine  Function  der  Entl'ernung  sei. 
Ausserdem  habe  ich  statt  einer  bestimmten  Richtung  der  Schwingungen 
vorausgesetzt,  dass  letztere  in  allen  möglichen  Uichtungen  vor  sich  gehen 
können ,  was  wenigstens  bei  den  nicht  kr^ stall isirteu  Körpern  der  Natur 
besser  entsprechen  dürfte. 

Ist  in  49)  n  gross  genug,  so  kann  tiir  die  jeweiligen  Wt-rthe  von 
derjenige  von  x  mit  entsprechender  Genauigkeit  bestimmt  werden.  Wird 
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bei  einem  Körper  nacb  nnd  nach  grösser,  so  ftndert  sieh  auch  der 
Werth  Ton  «,  und  wird  dieser  fttr  eine  gegebene  Grösse  von  imagi* 
när,  so  ist  dieses  ein  Zeichen,  dass  es  hier  fttr  dies«  Temperatur  keine 
Gleichgewichtslage  mehr  geh«.  Es  werden  sieh  also  die  Atome,  ihrer 
gegenseitigen  Abstossung  gehorchend,  von  einander  entfernen  nnd  es 
tritt  eine  Verdampfting  «n,  wenn  die  Theilchen  nicht  unterwegs  eine 
nene  Gleichgewichtslage  passiren.  In  letaterem  Falle  beschrXnfct  sich  die 
Aggregatinstandsyerftnderang  anf  den  Uehergang  Ton  einem  festen  Ag- 
gregatsQStand  in  einen  andern  festen  oder  in  einen  flüssigen,  oder  von 
einem  flflssigen  in  einen  andern  flOasigen. 

Bm  Siedill  der  Flflasigkeitan. 

Die  den  nachstehenden  Rechnungen  zu  Grunde  liegenden  Beobach- 
tungen sind  von  Kopp  (Pojjp;.  Ann.  IjXXII)  veröflfentlicht.  Es  wurde 
von  den  einzelnen  Beohachtungcn  in  der  Weise  eine  Auswahl  getroffen, 
dass  bei  nahe  gleichraässiger  Ausdehnung  die  BeobachtungHtemperatiiren 
in  nahe  gleichen  Intervallen  genommen  wurden,  während  bei  uiigleich- 
mässiger  Ausdehnung  uälier  an  einander  liegende  Temperaturen  zur  Rech- 
nuDg  benützt  wurden,  w  cnn  die  Ausdehnung  stärkere  Abweichungen  zeigte. 

Alkohol.  Wird  das  Volumen  desselben  bei  0®  gleich  1  gesetzt,  au 
ist  es  den  Beobachtungen  zufolge  bei 

150  1,01585,  '      500  1,05623, 

20°  1,02128,  60'^  1,06910, 

25«  1,02680,  75"  1.08994. 

40«  1,04104, 

Der  beobachtete  Siedepunkt  ist  78,4'« 

Diese  Beobachtnngen  kdnnen  nun  in  verschiedener  Weise  combinirt 
werden.  Werden  diejenigen  von  40**  und  75"  gewählt,  so  ergiebt  sich 
bei  denselben  die  lineare  Ausdehnnng  also  das  x  der  Gleichung  49)  zu 
0,014  inor.  und  0,0291237,  während  die  Wcrthe*  von  ^/r  40  und  75  sind. 
Werden  diese  Ziflfern  in  40)  eingesetzt,  so  bekommt  man  zwei  Gleich- 
ungen, welche  6  =  12910,65  and  a-- 2951,228  ergeben.  Die  Gleich- 
ung 49)  wird  demnach  zu 

50)  12910,65««  -  2951,228  ar  +  ^r  «  0, 

woraus  sich     

a-  =  0,1142943  +  /0,ll 42943^ -  0,0^7745542 

ableitet.  Wenn  nun  /ix  mehr  und  mehr  wichst,  so  muss  der  Werth  des 
Wurselausdmckes  fortwährend  abnehmen  und  endlich  bei 

^'=^0:0^7455:^'^^®'^^* 

verschwinden.  Steigt  dx  noch  weiter,  so  wird  der  Wurzelansdruclc  ima- 
ginär, es  giebt  ako  keinen  Oleichgewichtsanstand  mehr,  die  Atome  ent- 


Digitized  by  Google 


296  Uaber  die  Bedingungen  etc. 


fernen  sich  also,  der  Alkohol  kocht.  Vergleicht  man  den  berechne- 
ten Siedepunkt  16S,(ir)4°  rait  dem  beobachteten  7S,4",  ßo  ist  allerdings 
eine  grosse  Dlflerenz  vorhaadenj  man  kann  sich  aber  dem  Beobachtungs- 
resultate nähern. 

Werden  die  Beobachtungen  von  25*',  öO*'  und  75*^  zur  Bestimmung 
der  Constanten  verwendet,  so  erhalt  man  die  Gleichung 
52)  1 02889,7 a:3  -f  8334,1 8 -  2905,223 u:  +  Jx  =  0. 

d 

Wird  diese  Gleiebnng  nach  9  und  Ax  düFerentiirt  nnd  ~r-  =  0  geeetst, 

80  ergiebt  sieh 

63)  -f  0,05400072  x  -  0,00941203  =  0 , 

nnd  dünne  leiiet  sieh  ab,  das«  x  bei  0,07370231  einen  extremen  Werth 
erhält,  woravB  rieh  dann  der  Siedepunkt  an  127,656^  ergiebt,  welcher 
eonaeh  dem  Beobaehtnngaresnltat  eehon  bedeutend  genUhert  itt. 

Werden  die  Beobaehtnngen  15^  30»,  45  ^  60^  nnd  75^  sosammen* 
genommen,  so  erhUt  ^n  die  Oleichnng 

126411300«»  -  12807750««  +  539195,0a!S+  2515,61 

*  -  2880,396«  +     »  0. 

Hier  wird  9  Imaginär,  wenn  ^rBll5t366^  nnd  der  beraehnete  Siede- 
punkt bat  sieh  also  dem  beobachteten  abermals  genähert. 

Es  dürfte  nun  wohl  die  Erwartung  berechtigt  sein,  dass  bei  Fort- 
setsnng  des  Yerfajirens  Rechnung  und  Beobachtung  endlich  susammeik- 
fallen;  doch  ist  der  Orad  der  hienu  nSthigen  Gleichung  wohl  ein  sienM 
lieh  hoher.  Ich  habe  Anstand  genommen,  in  der  Rechnung  weiter  sn 
gehen,  weil  ich  ftlrchtotet  dass  die  uuTermeidlicben  Fehler  der  Beobach- 
tung das  Resultat  am  Ende  sehr  flraglich  machen  wUrden. 

Bei  Zusammenstellung  der  Beobachtungen  20^  40  ^  60^  und  75^ 
ergiebt  sich  die  Gleichung 

55)  3868398ar<-322925,l«>-4554,00a;*-i- 2886,203«-  ^t»0. 
Diese  Gleichung  giebt  kmnen  Siedepunkt,  denn  sie  hat  keinen  grSssten 
Werth  Ton  ^t. 

Die  oben  angegebenen  Volumina  des  Alkohols  sind  das  Mittel  ans 
drei  Beobachtungsreihen.  Fflr  75®  erhielt  Kopp  1,08986,  1,08971  und 
1,09027.  Setaen  wir  den  Fall,  letstere  Beobachtung  sei  die  einaige  nnd 
es  werden  mit  ihr  die  obigen  Beobachtungen  von  20^  40®  und  60®  com* 
binirt,  so  ergebt  sich  die  Gleichung 

56)  840745,9««- 167583,6«® -6622,76«*+  2894.301«-  ifr^O, 
nnd  aus  dieser  berechnet  sich  der  Siedepunkt  des  Alkohols  au  120,86®. 
Die  Grense,  bei  welcher  das  Iraaginärwerden  von  «  eintritt,  liegt  also 
innerhalb  der  verschiedenen  Beobacbtungsergebnisse.  Ich  muss  ttbrigens 
hierbei  bemerken,  dass  aller  Wahrscbelnlickeit  nach  die  Thermometer- 
grade nicht  gjeiehwertbig  sind,  je  nachdem  man  sie  weiter  oben  oder 
weiter  unten  nimmt.   Das  Quecksilber  dehnt  sich  ungleichmässig  aas  und 
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mit  der  Luft  ist  es  auch  nicht  anders.  Die  beobachteten  Volumina  des 
Alkohols  entsprechen  (laher  etwas  niedrigeren  Temperaturen,  als  angegeben, 
und  zwar  ist  die  Abweichung  grösser,  wenn  die  Temperatur  steigt.  Es 
entsprechen  also  eigentlich  die  beobachteten  Ausdehnungen  niedrigeren 
Temperaturen,  als  angegeben,  um  so  niedrigeren,  je  grösser  der  VVerth 
der  Ausdehnung  ist,  oder  mit  anderen  Worten:  die  wirkliche  Ausdehnung 
ist  grösser,  als  die  beobachtete,  und  die  Difl'erenz  wächst  mit  der  Tem- 
peratur. Dieser  Umstand  würde  eine  Erniedrigung  des  Siedepunktes  ver- 
ursachen. 

Wie  schon  die  Verschiedenheit  der  berechneten  Wertbc  der  Cocffi- 
cientcn  von  .t,  o:',  ...  in  den  verschiedenen  Gleichungen  53)  bis  56) 
ergiebt,  geben  die  vorstehenden  Formeln  die  Ausdehnung  des  Alkohols 
nicht  vollständig,  und  es  ist  recht  gut  möglich,  dass,  wenn  eine  Gleich- 
ung von  sehr  hohem  Grade  berechnet  würde,  das  Imaginärwerden  der 
"Wurzel  auch  für  den  Fall  einträte,  dass  das  Volumen  des  Alkohols  bei 

1,0S994  ist,  wie  dieses  ursprünglich  angenommen  warde. 

WftSBer.   Die  Ergebnisse  der  Volumbeobaelitiingeii  sind: 

Vol.  bei  0»  =  1 :  Vol.  bei  4* » It 


400 

1,007531, 

1,007655, 

50" 

1,011766, 

1,011890, 

600 

1,016590, 

1,016715, 

70« 

1,022246, 

1,022372, 

80« 

1,028581, 

1,028707, 

lOO'^ 

1,042986, 

1,043114. 

Oombioirt  man  die  Beobachtungen  von  40^  und  100^,  so  erhält  man  die 
(auf  das  Volum  bei  4^  =  1  bezogene)  Gleichung 

633984,0««  ->  15758,4«  +  ^«  «  0, 

woravs  sieb  der  Siedepunkt  m  97,923^  (Aber  4^  C.)  ergiebt 

Bei  Znsammeiwtellnng  der  Beobacbtnngen  von  50®  nnd  100®  resnl- 
tirt  die  Gleicbnng 

47709,2s^  - 13535,27«  +     «  0. 

Der  Siedepunkt  bereebnet  sieli  bierans  in  96,000®  (Uber  4®  C.)  nnd  bier 
fallen  also  Beebnung  and  Beobacbtnng  vollstindig  snsammen. 

Werden  die  Beobaebtnngen  Ton  60®  nnd  100®  snsammengenommen, 
so  wird 

386107,1«'-  12246,04«  +  ^«  =  0 

nnd  der  Siedepnnkt  ergiebt  sieb  sn  101,101®  0. 

Die  Combination  der  Beobacbtnngen  von  40®,  60®,  80®  nnd  100® 
giebt  die  Gleicbnng 

7495585000««  -  249562100«*  +  2981533«*  -  20240,20«  +  ifr  0 

nnd  als  Siedepunkt  erblllt  man  darans  100,101®  C. 
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Nimmt  man  die  BeobachtnngeD  40*^,  70®  uod  100®  snMmmeii,  to 
heiast  die  Gleichung 

65386450ar>  -  1726906dE«  +  18116,44«  —  ^«  =  0. 
Diese  Gleicliang  ist  der  Gleicliang  55)  analog,  sie  giebt  also  auch  keinen 
Siedepunkt.  Eine  kleine  Verrttoknng  der  Beobachtnngsdata  wttrde  wohl 
ftbnlicbe  Dienste  lebten  wie  bei  55)»  doeb  babe  ich  dieselbe  fttr  fiber- 
flttssig  gehalten.  Ebenso  erachtete  ich  es  als  uniweckmXssig,  weiter,  als 
bis  snr  vierten  Potena  von  w  an  gehen,  denn  bei  der  geringen  Au* 
dehnnng,  die  das  Wasser  dnreh  Temperatnrerböhnng  erfthrt,  beisst  es 
schon  den  Beobachtungen  viel  sutranen,  wenn  man  nur  bis  anr  vierten 
Potens  geht.  Aus  diesem  Grunde  habe  ich  auch  den  Alkohol  und  nicht, 
wie  Kopp,  das  Wasser  vorangesetst  Ein  Eingehen  auf  hohe  Potensea 
▼on  m  ist  tibfigens  bei  dem  Wasser  auch  nicht  nothwendig,^  um  den 
Siedepunkt  so  bestimmen,  weil  es  sich  gegen  denselben  hin  viel  rascher 
ausdehnt,  als  fern  davon.  Je  gleichmlssiger  die  Ausdehnung  eines  K5r- 
pers  ist,  um  so  höher  ist  der  G^d  der  Gleichung,  welche  man  braucht, 
um  den  Punkt  au  bestimmen,  an  dem  der  Aggregatanstand  sieh  Jlndett 

Holageist  Ueber  sein  Verhalten  bei  der  Erwärmung  finden  sieb 
unter  den  Kopp* sehen  Versuchen  folgende: 

Volum  bei  25<*  1,02912, 
„      „  30<»  1,03513, 
„      .,  35»  1,04124. 
„      „  4b^  1,05391, 
Siedepunitt:  65,5 ^  "       "  1,08147. 

Werden  von  diesen  Beobachtungen  diejenigen  von  30*^  und  65"  ver- 
bunden, 80  ergiebt  sich  die  Gleichang 

9028,192^2  _  2696,187a- -I-  ^^T  =  0, 

Aus  dieser  leitet  sich  die  Siedehitze  201,298^  ab.  Verbindet  man  die 
Beobachtungen  35^  und  65 ^  so  wird 

9576,397    -  27 1 0,687«  +      «  0 , 
woraus  sich  der  Siedepunkt  191,821®  ableitet. 

Bei  der  Zusammenstellung  von  25®,  45®  und  65®  erhSlt  man  die 
Gleichung  234584,!«»  +  32,47  -  2622,368«  +  ^r  =  0. 
Aus  dieser  ergiebt  sich  als  Siedetemperatur  106,573".  Es  ist  also  hier 
bereits  eine  bedeutende  Annälierung  an  das  Kr^cbniss  der  Beobachtung 
erfolgt;  doch  ist  aus  der  grossen  GleichmäsKi'^kcit  der  Ansdchnung  dos 
Holsgeistes  zu  schliessen,  dass  man  uiifxefiflitct  der  ersten  Annäherung 
auf  einen  hohen  Gleichungsgrad  zurückzugreitcn  liätte,  um  die  Beobach' 
tnng  zu  erreichen. 

B  u  ttersJiure.  In  einer  zweiten,  in  dem  nämlichen  Bande  von 
1*0 gg.  Ann.  befindlichen  Abhandlung  hat  Herr  Kopp  noch  die  Aua- 
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dchuung  und  dio  Sirdcpunkto  einer  grösseren  Anzahl  von  Flüssigkeiten 
bestimmt.  Ich  habe  mich  davon  dispeusirt,  sie  alle  zu  berechnen,  und 
will  hier  nur  fliojenige  Flüssigkeit  noch  nehmen,  welche  unter  den  unter- 
suchten Flüssigkeiten  den  höchsten  Siedepunkt  hat:  die  Buttersäure,  und 
dann  diejenige,  deren  Siedepunkt  am  tiefsten  liegt:  das  Aldehyd. 

Die  Beobachtungen  geben  tulgeude  Auädehnungen  der  Battersäure: 
60®    1,06596,  110«  1,12909, 

70»    1,07785,  155»  1,19584. 

80®  1,09007, 
Siedepunkt  IS?» 

Die  Verbindungen  der  Beobachtungen  von  70"  und  155",  80"  und 
155",  90*^  und  155"  geben  der  Reihe  nach 

6673,703a»  -  2933,190a:  +  Jr  =  0, 
Siedepankt  322,27»; 

6813,360«'  -  2941,769«  +  =  0 , 
Siedepunkt  317,540$ 

6670,008««  -  2932,963«  +  »  0 , 
Siedepunkt  322,42®. 

Werden  die  Beobaehtimgen  Ton  60®,  110®  nnd  155®  eombinirt,  so 
ergiebt  sich 

16523,46«'  +  5265,663a:>  -  2909,048«  +  Jt^O, 

welcher  der  Siedepunkt  263,004®  enttprieht.  Die  AnnMbening  an  die 
Beobachtnng  ist  weniger  groM,  eis  sn  erwarten  stand.  Wahncheinlieh 
xnaebt  sieb  bier  der  obenerwftbnte  Umstand  geltend,  dass  bei  hoben  Tem- 
pentnren  die  einseinen  Thermometergrade  denen  der  niedrigen  Tem- 
pentnren  niebt  gleiebwerthig  sind. 

Aldehyd.    Die  beobachteten  Volumina  sind: 

6®   1,00790,  15®  1.02476, 

10®   1,01616,  20®  1,03372. 

Siedepunkt  20,8  ^ 

Durch  Verbindung  der  Beobachtungen  10»  und  20»  erhält  mau 

12803,64«^  -  1935,004a  +  ==  0, 
Siedepunkt  73,109». 

Werden  die  Beobachtangen  von  5»,  10»,  15»  und  20»  sttsammen- 
genommen ,  so  wird 

65473390 .r^  -  13551 56 +  21 239,06. -  1951,367«  +      =  0. 
Der  Siedepunkt  berechnet  sich  nun  zu  31,820». 

Sieden  bei  yersebiedenem  Äusseren  Drueke*  Die  Zusam- 
menstellnng  der  Formeln  46)  und  47)  ergiebt,  dass 

Setzt  man  nun  ,  —  —  — 

MtMhrlft  t.  IfAthmalik  v.  FbyiUt,  TXnt.  ft.  SS 
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8o  wird  bei  einer  Aenderung  von  t 


?>('•)  +  ^(r)  +  (9»'(r)  4-  yi,\r ))  ^ r  +  r'7)"(r)  +  t^"(r))  Jr«  +  . . .  +  t  +  J t  =  0. 


Es  iht  nnn  offenbar  gans  leicht,  mit  Hilfe  von  aus  Beobaehtungon  ab- 
goleiteien  zusammeogehSrenden  Werthen  von  Siedetemperatnrcn  und  Aq*> 
debnungen  die  Qrösaen  t/;(r),  ...  zn  bestimmen.    Mich  würde  dioso 

Rechnung  für  jetst  wol  weit  führen  und  et  möge  daher  der  vorstehende 
Hinweis  genttgen. 


WeBD  ein  fester  Körper  selunilit;  so  ist  die  Ursache  der  Ersebtt- 
nnng  die  almUehe,  die  auch  das  Sieden  der  Flllaaigkeiten  ▼eiaalasit: 
es  ist  das  ImaginKrwerden  derjenigen  Wnrsel  der  Oleiebnng  des  KOrpeii. 
welche  die  mit  d«r  steigenden  Temperatur  sieb  ändernde  Ansdelmnag 
angiebt.  Ausser  dieser  Wnnel  kann  die  Oleiebnng  noch  eine  andere 
haben,  welche  bei  gleichem  ^r,  fttr  welches  die  erste  Wnnel  imaginir 
wird,  noch  reell  bleibt  und  grössere  9  giebt,  als  diese. 

Einen  solchen  Fall  zeigt  die  Oleiebnng  76)  in  meiner  obenerwiha- 
ten  Abhandlung  ,|Ueber  die  Art  der  Bewegung  n.  a.  w.**.  Wenn  nm 
die  Atome,  welche  der  ersten  Wnnel  folgten,  bei  dem  Imaginürwoden 
deiselben  sieh  Ton  einander  entfernen,  so  treifen  ne  noch  dne  iweite 
Wnnel  an,  welche  wieder  eine  Oleichgewiehtalage  g^ebt^  und  bei  ferae* 
rer  Temperaturerhöhung  gehorchen  sie  dem  Oesetse  der  neuen  WnneL 
Auf  dem  Uebergange  von  einer  Wurael  cur  andern  bembt 
das  Scbmelaen  der  Körper. 

Wenn  durch  Temperaturerhöhung  ein  ImaginMrwerden  der  Wand 
eintritt,  so  suchen  die  Atome  diejenigen  Stellungen  auf,  in  denen  sie 
sich  weniger  abstossen;  sie  mflssen  sich  also  ron  einander  entfernen,  nad 
dieses  geschieht  auch,  wenn  das  Volumen  des  Körpen  bei  dem  Scbmel- 
len  abnimmt,  wie  s.  B.  das  Eis. 

Die  absolute  Summe  der  Abstossungen,  die  swischen  einer  grSnem 
Ansahl  Ton  Atomen  stattfinden,  ist  eine  kleinste,  wenn  bei  gleichen 
Volumen  die  AtomTertheilung  eine  derartige  ist,  dass  die  Entfennngen 
twischen  je  swei  benachbarten  Atomen  einander  gana  oder  mögliehit 
gleich  sind.  Diese  Bedingung  ist  erf&llt  bei  den  Flüssigkeiten ,  wihrend 
die  festen  Körper,  namentlich  die  Kiystalle,  leere  Zwisehenrinme  eiB- 
schliessen.  Ich  habe  diese  Stmctur  in  meinem  Buche:  „Die  MolecBls^ 
gesetse*',  8.  102  Agg.  nSher  angegeben  und  es  möge  mir  gestattet  sein, 
hier  darauf  an  verweisen.  Gtoht  ein  fester  Körper  in  eine  Flössiglccit 
Uber,  so  kann  recht  gut  durch  AuafBllen  der  Hohlrftnme  das  Gessoist* 
Tolumen  kleiner  werden,  obwohl  die  Entfennngen  je  aweier  eanandar 
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mniehat  benaehbarten  Theilehen  b«deiiteBd  gewaohien  aind,  und  es  vXre 
eher  sn  erwarten,  dasa  die  VolmnabDahme  bei  dem  Scbmelaen  der  Kör- 
per Sfter  eintrXte,  ala  dieaes  io  der  Tfaat  der  Fall  ra  aein  Mheint. 

El  nnterBchddet  sieh  alao  daa  Sebmelsen  von  dem  Sieden  dadnreb, 
im  bei  ersterem  noch  eine  reelle  Wnrael  vorbanden  iat,  in  weleber  die 
Atome  aufgefangen  werden,  wenn  ibre  bisberige  Wnrael  imaginftr  wirdt 
vährend  dieses  bei  dem  Sieden  nicht  der  Fall  ist. 

Bezüglich  des  Nachstehenden  inuss  ich,  um  Missvorständnissen  vor- 
zubeugen, beiuciken,  dass  ich  hier  zunächst  den  Nachweis  bringen  will, 
(lass  durch  Imaginärwerden  einer  Wurzel  ancli  bei  den  festen  Korpern 
eine  Aenderung  des  Aggregatznstandes  eintreten  müsse.  Eine  zweite 
Frage  wäre  die,  ob  der  Körper  im  nenen  Zustande  eine  Flüssigkeit  sei 
fider  ein  Gas.  Zur  Beantwortung  dieser  Frage  reichen  die  vorhandenen 
Beobachtnngsdata  nicht  ans,  und  dieselbe  soll  daher  zunächst  unberUck- 
eicbtigt  bleiben ,  bis  ansreicbende  Beobachtungen  über  das  Verhalten  der 
fescbmolzenen  Körper  für  grössere  Temperatnrintervalle  zn  Gebote  stehen. 

Die  den  naehstehenden  Becbnnngen  sn  Gmnde  liegenden  Beobaeh- 
tosgen  aind  von  Kopp  in  den  Annalen  der  Chemie  XOIII  Teröffentlicbt 
worden. 

Wachs.    Die  BeobachtuDgen  geben  nachstehende  Volumina: 
40«    1,0318,     '  60^  1,1276, 

50°    1,0677,  64*^  1,1607; 

Schmelztemperatur:  64°. 

Dnrch  Combination  der  Beobachtungen  40°  nnd  64°  ergiebt  eich 
63221,84^  -  4476,473«  +  Jt^O. 
Dieser  Gleicbnng  entspricht  der  Schmelzpunkt  79,240**.  ♦ 

Werden  die  Beobachtungen  von  50?  und  04"  mit  einander  verban- 
leo,  so  wird 

34945,17x«  -  a036,373«  +  ^/t  =  0 

nit  dem  Schmelzpunkte  05,957°. 

Die  Combination  40  ^  50 60    und  64°  giebt 

56027140«^  -  71l8517;r>  +  319013,9«»  -  6441,032«  +     »  0. 

dieser  Gleichung  entspricht  der  Schmelapunkt  ^4,17®. 

Stearinaftnre,    Beobachtet  ist: 

40^  1,0278, 
50»  1,0377, 
70«  1,0793; 

iebmelapunkt:  70  ^ 

Die  Beobachtungen  yon  40^  und  70®  geben 

98862,69«>  -  5264,069«  +     «  0; 

khmelzpunkt:  70,073°. 

22* 
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Durch  Combioation  von  50^  nnd  70^  erhSit  miin 
98216,60^^  -  5247,424«  +     =  0; 
Sebmelipnnkt:  70,088  <>. 

Oelaftnrehaltige  Stearineftiire.   Die  Beobaebtnagen  gdboi: 

1«:  U: 
W   1,0203  1,0190, 

fti     1      V.   ^fto  M471  1,0429; 

Dcbmelzpunkt:  ob  . 

ComUinationl.:  ,4060,21,«-640^802#  +  ^»=0; 
Scbmelzpunkt:  51,995'. 

Combinaüon  1.:  ,5636.89««- 5750.872x  +  ^f  =  0; 
SehmeUpnnkt:  52,876^ 

Der  «berechnete  Schmelspnnkt  iat  hier  betrSehUich  niedriger,  ab  ^ 
beobachtete.  Es  ist  nicht  nnwahrscheinlich,  dass  die  Beimengnng  das 
fremden  Snbstanit  der  OekSnre,  einen  Einflnss  t>eknndet. 

Stearin.    Den  Beobachtungen  zufolge  ist  das  Volum  bei 

300  1,0148, 
40»  1,0222, 
50  0  1,0308. 

Bei  50 0  tritt  eine  Zofiammensinterung  bia  1,0076  ein,  der  Schmelspub 
ist  boi  600. 

Werden  die  Beobachtungen  SO''  und  50^  combinirt,  so  wiid 
22672,50 -  7224,014«  +  ^ilr  »  0; 
Sehmelapnnkt:  57,543^ 

Die  Beobachtungen  40^  nnd  50®  geben 

18650,64«*  -  6815,272«  +  ^«  »  0; 
Sehmelapnnkt:  62,260^ 

Chlorcalcium.    Beobachtet  wurde: 

20«  1,0006, 
26*  1,0123, 

8eh»d.po.kt: 

Die  Zneammenstelinng  von  20°  nnd  29°  giebt 

1068754«>  - 11456,917«  +  '^ts»  0; 
Sehmelapnnkt:  30,704° 

Bei  Benfltanng  von  25°  und  29  wird 

686627,0 -  8926,203a  +      =  Oj 
Schmelzpunkt:  29,010». 

Pboepborsanres  Natron.  Beobachtete  Volnmina  sind: 

20^  1,0012, 

30»  1,0031, 

fti     1       w   o-o  35»  1,0048; 

Scnmelzpunkt:  3;>  . 
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ZoiMDmetigesteUte  Temperaturen: 

a)  20^  und  35®« 
23475630jr>  -  59410,57«  +  Jt^Oi 

ScLmelzpunkt :  37,588  ^ 

b)  30^  und  35«: 
12653,900 -  42123,94«  +     »  0; 

Schmelzpunkt:  35,056". 

Unterschwefligsaures  Natron.    Beobachtete  Volamina  sind: 

30"  1,0032, 

40»  1,0053, 

1  Ar^o  45«  1,0068; 

ochmelzpunkt:  45  . 

Die  BeobachtuDgeu  30"  und  45"  geben 

6904415**- 35512,44« +  zlT=  0; 

Sebmclzpunkt :  45,664". 

Werden  40»  und  50"  verbunden,  so  wird 

5589278«"  -  32538,11  jv  +  0; 

Schmelaponkt:  47,355». 

Rose^s  leichtfifitsige  Mctalllegirung.  Diese  Verbindung 
zoichnet  sich  dadurch  aub,  clatis  sie  von  60"  an  nicht  nur  sich  nicht  aua- 
dehnt,  sondern  sich  zusamnitnzieht.    Die  Hcobachtungen  ergebou: 

Vol.  bei  0°  =  1;  Vol.  hei  60°  =  1: 
60»  1,00267  1,0000000, 
80"  1,00060  0,9979355, 
90»  0,99724  0,9945845, 
95"  0,99467  0,9920215. 
Der  Schmelapunkt  liegt  zwischen  95»  nnd  98". 

Die  Comblnation  der  Beobachtungen  80»  nnd  95»  giebt 
8049492x>  -  34590,73«  +  ii«  =  0; 
Sebmelspnnkt:  97,161®  C. 

Stellt  man  90»  nnd  95»  snsammen,  so  wird 

4037065«*  -  23890,39«  +   v  »  0 ; 
Schmebpnnkt:  95,344»  C. 

Schwefel.    BeobachtungsergobnissQ  sind: 

50"    1,0101,  90"  1,0203, 

60"    1,0127,  100"  1,0374, 

70»    1,0153,  110"  1,0722, 

80»   1,0179,    '  115»  1,0956; 
Schmelspnnkt:  115». 

Werden  die  Beobachtungen  100»  nnd  115®  snsammengestellt,  so 

ergiebt  sich         236671,1««  -  11035,04«  +  J%  =  Oi 
Scbmelapnnkt;  128,63». 
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Werden  dagegen  die  Beobachtungen  llO*^  und  llo*^  benätzt,  so  wird 
129525,3 .t  -  -  7724,oax-h  Jt=>0 
mit  dem  Schmelzpunkte  115,15". 

Ausser  diesen  Zusammenstellungen  habe  ich  noch  diejenigen  der 
Beobachtuagen  von  50",  60^  70",  80*'  und  90"  mit  dem  Ergebnisse  von 
115«  berechnet  und  der  Reihe  nach  die  Schmelzpunkte  162,92",  160,33", 
159,49",  159,720  und  161,62"  erh*;4en.  Diese  Werthe  sind  wenig  von 
einander  verschieden,  aber  sie  sind,  verglichen  mit  der  Beobachtung, 
viel  zu  hoch,  vährend  eine  Annäherung  eintritt,  wenn  die  Beobachtung 
von  100^  benntst  wird  und  eine  Coincidenz  von  Rechnung  und  Beobach- 
tung sich  einstellt,  sobald  man  das  Ergebniss  von  110"  in  Rechnung 
zieht.  Der  berechnete  Schmelzpunkt  nähert  sich  dem  beobachteten  in 
dem  Maasse,  als  man  znr  Berechnung  solche  Beobachtungen  nimmt,  welche 
nHber  an  den  Stellen  liegen ,  an  denen  eine  starke  Krümmung  der  Ans* 
debnangscurve  stattfindet. 

Ana  diesem  Grande  mVisen,  wie  ieb  beieits  oben  bemerkt  habe,  die 
inr  Becbnnng  verwendeten  Beobachtungen  nXber  an  änander  liegen, 
wenn  die  Ansdehnnng  starke  Abweiebnngen  zeigt.  ISs  ist  eher  dmnf 
sn  aehwi»  dass  die  Ausdehnungen  gleiche  Intervalle  zeigen,  als  dass 
dieses  bei  den  Temperaturen  der  Fall  ist. 

Uebrigens  versteht  sich  diese  Auswahl  der  Beöbaebtungen  von  seibat, 
denn  wenn  man  eine  Curve  nüt  Hilfe  einaelner  fixer  Punkte  besttmnien 
will,  so  wird  man  letatere  auch  vorsugsweise  da  wählen,  wo  die -Curve 
die  meisten  Unregelmlissigkeiten  aeigt* 

Wie  man  sieht,  schlieast  sich  der  berechnete  Schmelzpunkt  bei  den 
venohiedensten  Substanaen  in  genügender  Weise  an  den  beobachteten 
an;  doch  macht  eine  grosse  Ausnahme  hiervon  der  Phoaphor.  Nach 
Kopp's  Zusammenstellung  dehnt  sich  der  Phosphor  von  0^  bis  40* 
gleichmKssig  aus,  und  von  40*  bis  44*  ist  seine  Ausdehnung  nur  um 
eine  einaige  ISinheit  in  der  letzten  Decimale  grösser,  als  sie  bd  vollstSn- 
diger  GleichmSssigkeit  wäre.  Dieses  entspricht  bei  der  Verbindung  mit 
der  Beobachtung  von  40*  einem  Schmelapunkte  von  307,62*  statt  von  44* 

Es  dfirfle  sich  nach  dem  Vorstehenden  schwerlich  leugnen  lassen, 
dass  sich  die  Schmelapunkte  der  Körper  in  der  von  mir  angegebenen 
Weise  berechnen  lassen,  denn  es  mfisste  doch  ein  sonderbsrer  Zufall 
sein,  wenn  Herr  Kopp  mit  alleiniger  Ausnahme  des  Phosphors  nur  solche 
Körper  su  seinen  Versuchen  gewlthlt  haben  sollte,  die  sich  der  Rech- 
nung anschliessen.  Es  kann  sich  also  nur  daram  handeln,  wie  das  ab- 
weicbende  Verhalten  des  Phosphors  au  erklären  sei. 

Ich  habe  oben  darauf  aufmerksam  gemacht,  dass  sich  ein  KOrper 
nach  einer  Gleichung  von  um  so  höherem  Grade  richte,  je  regelmässiger 
seine  Ausdehnung  ist,  und  dieser  Fall  wäre  bei  dem  Phosphor  gegeben. 
So  einfach  flbrigens  diese  Erkläraug  auch  ist,  so  genOgt  sie  mir  darum 
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nicht  vollsUiDdig,  weil  es,  um  den  Schmelzpankt  bestimmen  zu  können, 
bei  den  übrigen  Körpern  gar  nicht  nöthig  ist,  zu  einem  hoben  Grade  der 
Gleichung  seine  Zuflucht  zu  ergreifen.  Warum  soll  dieses  gerade  bei 
dem  Phosphor  der  Fall  sein?  Anders  wäre  es,  wenn  es  sich  um  eine 
Siedepnnktsbestimmung  handelte,  denn  da  sind  im  Gegensatze  zu  den 
Schmelzpunkten  anregelmässige  Ausdehnungen  und  Gleichungen  Ton 
niedrigem  Grade  «ine  Ausnahme.  loh  mOohte  daher  eher  glauben,  dass 
die  Anadehnnng  des  Phosphors  am  Ende  doeh  nieht  so  gans  regelmässig 
ist.  Die  Kopp'sehen  Vertnebe  bilden  swei  Reihen,  naeh  denen  der 
Aosdehnnngscoeflioient  8wi«ehen  8,3*  und  15,8*  0,00(^1  nnd  0,000866, 
swischen  15,8*  nnd  41,1*  0,000871  nnd  0,000396,  dann  swiaehen  Ibfi^ 
nnd  43,1^  0,000369  nnd  0,000397  ist,  nnd  ea  eigiebt  sieh  hieraus  doeh 
ein  kleiner  Untersefaied  swisdien  der  Ausdehnung  bei  niedrigerer  nnd 
höherer  Temperatur.  Wären  Beobachtungen  Aber  die  mittleren  Tempera- 
turen Torhanden,  so  könnte  es  srin,  dasf  aneh  der  Phosphor  sieh  der  all- 
gemdnen  Regel  anschliesst. 

Es  möge  mir  hier  gestattet  sein,  anf  die  obenerwähnte  Aufgabe  an- 
rficksnkommen,  die  surfte  Wursel  naehsnwdsen,  in  weicher  der  Körper 
nach  dem  Imaginärwerden  der  ersten  fortgeht,  um  bei  dem  Imaginär- 
werden  der  aweiten  Gasgestalt  anaunehmen.  Bedingung  der  Aggregat- 
austandsändemng  ist  ungleichförmige  Ausdehnung  bei  gleicher  Temperap 
tununahme.  Ist  diese  Bedingung  nicht  erfiült,  so  giebt  es  weder  Sieden, 
noch  Scbmelaen.  Ist  ein  Körper  wtit  von  der  Aggregatsnstaadsändemng 
entfernt,  so  dehnt  er  sieh  also  iin  Allgemeinen  regelmässig  ans,  und  dieses 
wird  also  annächst  bei  den  Temperaturen  dntreten,  wdcbe  wenig  ttber 
dem  Schmelspnnkte  sind.  Ueber  die  Strecke  nun,  in  welcher  die  Aus- 
dehnung der  geschmolaenen  Körper  noch  regelmässig  ist,  gehen  die 
Kopp'schen  Veisnche  nicht  hinaus  und  es  ist  also  sur  Bestimmung  der 
aweiten  (Flössigkeits-)  Wursel  kein  Beobaehtungimaterial  gegeben. 

Ich  habe  obbn  versuchsweise  angenommen,  dass  die  Temperatur  dem 
Quadrate  der  Geschwindigk«t  proportional  sei,  mit  welcher  die  Moleeule 
die  Gleichgewichtslage  passiren,  und  in  dem  Zusammenstimmen  von  Rech- 
nung und  Beobachtung  dfirfte  wohl  eine  Rechtfertigung  dieser  meiner 
Voranssetsung  au  finden  sein.  Es  ist  jedoch  dabei  nicht  an  ttbeisehen, 
dass  weder  die  Gleichung  29),  noch  44)  mit  dem  Gliede  absehliesst,  in 
welchem  das  Quadrat  von  V  Toikommt,  nnd  es  giebt  daher  noch  Glie- 
der, in  denen  ...  Yorkommt,  Es  geht  mit  der  angefahrten  Norm, 
wie  mit  den  anderen  Gesetaen  auch;  sie  ist  nur  richtig,  wenn  die  Be- 
obachtnogen  nicht  sehr  genau  sind,  nnd  je  weiter  eine  gewisse  Grenae 
fibeisehritten  wird,  um  so  leichter  lässt  sich  die  üngenauigkeit  wahr- 
nehmen. Hit  dem  If  ariotte*sehen  und  dem  Gay-Lnssac* sehen  Ge- 
setse  ist  der  Fall  der  nämliche. 
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Ueber  die  Polarflitohen  der  windaehiefen  FlAchen 

dritter  Ordnung. 

Von 

Dr.  Ad.  Hochheim, 

FrofMwr. 


Einleitung« 

Bewegt  sieh  eine  gerade  Linie  im  Raame  und  gleitet  dabei  auf  iwei 
festen  Geraden  nnd  tiinem  Kegelschnitte,  welcher  von  der  einen  der 
festen  Geraden  geaehnitten  wird,  fort,  ao  beaehreiht  sie  eine  viudscbiefe 
Fliehe  dritter  Ordnung.  Die  eine  gerade  Ldtlinie  (/>),  welehe  den  Kegd- 
sebnitt  aehneidet,  ist  eine  Doppellinie,  die  andere  (£)  eine  einfache  Lu» 
der  FlAebe.  In  Jedem  Punkte  der  FlXehe,  welcher  sieh  anf  der  Genda 
D  befindet,  aehneiden  aicb  iwei  Ersengende,  welehe  mit  der  Geiadoif 
in  einer  Ebene  liegen.  Bemerkenawerlli  sind  awei  Punkte  der  liaieJ^, 
die  sogenannten  ROckkehrpunkte;  in  jedem  derselben  fallen  die  beidct 
Ersengenden  zusammen.  Die  windschiefe  Fläche  wird  längs  einer  dies« 
singulärcn  Erzeugenden  durch  eine  einzige  Ebene  berührt,  welche  iif 
Gerade  A'  ontliiilt.  Betrachtet  man  die  beiden  TangentiaU'b(Mien  liicpf 
der  singulfiren  Erzeugenden  (ar,  =  0,  =  und  die  TangentiaUbeDet 
an  den  Kückkehrpunkten  der  Doppellinie  l>  (.r3  =  0,  ^j  =  0)  ala  Co- 
irrdinatenebenen  eines  Hesse' sehen  tetraedrischen  Systems ,  so  sind  die 
Gleichungen  der  beweglichen  Geraden 

nnd  demnach  die  Gleichung  der  windschiefen  FUUshe  dritter  Ordnuiig 

In  der  folgenden  Untersuchung  mögen  zwei  verschiedene  Laj^en  tJ" 
Doppellinie  D  Berücksichtigung  finden.  Wir  bezeichnen  sonach  diejeuig« 
windschiefe  Fläche,  deren  Doppellinie  in  der  Endlichkeit  liegt,  nut 
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di^enige  dagegen,  deren  Doppellinie  sich  in  anendlioher  Bntfernung  be- 
findet,  mit  fF. 

Dif!  Gleichung  einer  windschiefen  Fläche  dritter  Ordnung  läset  »ich 
aber  nur  dann  in  die  Form  1)  bringen,  wenn  die  beiden  Geraden  V  und 
t  getrennt  liegen,  denn  sobald  diese  beiden  Leitlinien  sich  decken,  mUsaen 
taeh  die  vorerwähnten  Tangentialebenen  zasammenfallen. 

Von  Cayley  wurde snent  nachgewiesen,  das»  eine  windschiefe  Fläche 
dritter  Ordnung  existirt,  deren  beide  gerade  Leitlinien  sieh  decken. 
Diese  Fläche  eniapricht  der  Gleichnng 

ilud  die  Lage  der  Linie  welche  D  und  E  enthält,  ist  bestimmt  durch 
die  beiden  Kelatiouen 

JTj  =  0 ,  — 

Die  Erzeugung  dieser  windschiefen  Fläche  kann  iu  folgender  Weise 
geschehen : 

„Man  nehme  in  x^  —  Oy  x^^O  eine  Beihe  von  Punkten  und  lege 
durch  diese  Gerade  eine  dieser  Reihe  nach  gleichem  Uoppelverhältniss 
entspreehende  oder  homograpbische  Beihe  von  Ebenen.  Dann  liegt  die 
Ersengende  der  Fläche  dritter  Ordnung,  welche  yon  irgend  einem 
Punkte  der  Ooppellinie  ausgeht,  in  der  jenem  Punkte  entsprechenden 
Ebene  und  schneidet  eine  ebene  Curve  dritter  Ordnung,  welche  den 
Durcbschnittspunkt  ihrer  Ebene  mit  der  Doppeldirectrix  sum  Doppel- 
punkt hat."** 

In  dem  Folgenden  möge  diese  letstere  Fläche,  wenn  ihre  Linie  7 

in  der  Endlichkeit  liegt,  mit  fV^  dagegen  falls  sich  T  in  unendlicher 

t.* 

Entfernung  befindet,  mit       beseiehnet  werden. 


Abschnitt  L 

Die  Polariläohen  der  windschiefen  Flächen  W  und 

4.0  d.» 

1.  Die  Oleichungen  der  Folarflächen  eines  Punktes  bezüglich  einer 
windschiefen  Fläche  1).  Gegeben  seien  die  tetraedrisclien  Coordinaten 
eines  Punktes  (A)  $j ,  I3,  Durcb  l>ifferentiation  der  Gleichung  1) 
lassen  sich  in  bekannter  Weise  die  Gleichungen  der  Polarfläcbeu  ***  des* 


*  Grelle,  Joum.  f.  Math.  Bd.  60,  S.  816. 
Salmon,  Analyt.  Geom.  d.  Cnrv.  i.  Baum  u.  Flächen,  deutsch  von  Prof. 

Fiedler,  S.  390. 

Balmon,  Analst.  Geom.  d.  Fl.  S.  15. 
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selben  in  Bezug  auf  eine  windschiefe  Fläche  1)  aufbtelleu,  Dämlich  die 
der  c^uadratischeu  Polarfläche  {Pk9) 

und  die  der  Polarebeno  {f'k^') 
4)  14*^1  -  ^3*'^.  -  2  4^  Is  ^3  +  2 1,  {^^r,  =  0. 

2.  Die  qnadratiiche  Folarfläche.  Ans  der  Gleichung  3)  folgt:  Die 
quadratische  Polarfläche  des  Punktes  k  bezüglich  einer 
windschiefen  Fläche  1)  ist  eine  windschiefe  Fläche  iweiter 
Ordnung,  welche  die  Doppellinie  D  in  sich  enthält. 

Die  Beenltate  für  die  Fliehen  fV  und  fV  geetalten  sich  in  folgender 

Wdae: 

Die  FUehe  Ptq  besfiglich 
ist  ein  dreiaxiges  Hyper« 

boloid  mit  einer  Mantelfläche, 
dessen  Axen  durch  dicGleich- 
ung 

y    -  «1  Ui  -  Ii)  ^  -  (^i  ^ + V)  ^ 

bestimmt  werden  können. 

Die  eine  Axe  desselben  flUlt  mit 
der  Geraden  «sssO,  x^ssQ  sosam- 
men. 

Die  Ebene  x^  — 0  berührt  die 
Fläche  Pkq  in  dem  Punkte  x.^O, 
.r  ,^0,  x^  — 0  und  schneidet  sie  in 
den  beiden  Geraden 

nnd 

fe^3  +  2|»«^s  =  0.    ^4  =  0. 
Die  Ebene  x^^O  dagegen  schnei- 
det Pkg  ansser  in  J)  in  der  Geraden 

berObrt  also  die  FUlebe  in  der  Un- 
endlichkeit. 

Ans  den  Gleichungen  1)  und  3)  ergiebt  sich: 

Jede  windschiefe  Fläche  1)  wird  von  der  ragehörigen  qnadratisehea 
PolarflXche  eines  Ponktes  k  ausser  in  der  Linie  I>  noch  In  einer  Banm- 
cnrre  vierter  Ordnung  geschnitten,  deren  Projeetion  anf  die  Ebene  x^^O 
die  Gleichung   

besitst. 


Die  FUche\P*9  besfiglieh 
W  ist  ein  hyperbolisches  Pa* 

rabdloid,  dessen  Axe  in  der 
Ooraden  x^  =  0,  X3  —  0  liegt; 
dasselbe  geht  durcli  die  un- 
endlich ferne  U  o  p  p  e  11  i  n  i  e  und 
wird  dort  von  der  Ebene  x^sO 
berührt. 

Ein  System  von  Geraden  auf 
dem  Paraboloid  ist  der  Ebene  —  0 
parallel;  die  zu  diesem  System  ge- 
hörende, in  der  Ebene  x^  =  i)  lie- 
gende Gerade  entspricht  den  Gleich- 
ungen 

Ii^4  +  2i4a:j  =  0,    a:,  =  0. 
\ 
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Der  Fol  k  werde  IVngs  einer  Fertllelen  sa  der  Gertdeo  x^^O,  Jr,sO 
veitdukben,  dann  folgt  ane  Gleielrang  3): 

Vencbiebt  man  den  Pol  k  parallel  der  Oeraden 

^«  =  0,    ar3  =  0, 

80  ändern  sich  zugleich  die  Axen  so  tritt  eine  Verschiebung,  aber  koiiio 
des  Hyperboloids /'a 9  bezüglich  sonstige  Vorändorung  des  hypcrbo- 

lischen  ParaboloicU  Pk9  bezüglich 

W  ein. 

Setzt  man  ^  =  0,  so  gehen  die  Gleichungen  3)  and  5)  über  in 

Ii  V  —  2  ^8  a:,  ar^  +  2  ^    a:^  =  0 , 

o)  Befindet  sich  demnach  der  Pol  k  in  der  Ebene  s^sO, 

80  wird  das  Hyperboloid  Pkg  be-    ao  wird  das  hyperbolische  Parabo- 

sflglich     von  jeder  Ebene,  welebe    loid  Ptg  bezüglich  W  von  jeder 
4,*  d,9» 

x^  =  0  parallel  läuft,  Ebene,  welche  d9|a=0  parallel  Iftuft, 

in  einer  gleichseitigen  Hyperbel  geschnitten. 

f)  Liegt  der  Pol  k  in  der  Ebene  dP|»0,  so  besteht  die  Projeetion 
der  Banmenrre,  in  der  eine  windschiefe  FUche  1)  Ton  der  mgehörigen 
quadratischen  Polarfliehe  Pkq  geschnitten  wird,  anf  die  Ebene  xj^O 
SOS  einer  Doppelgeraden  nnd  einem  Kegelschnitt. 

Es  sei  ||»0,  ^="0,  dann  geben  die  Gleichungen  3)  nnd  5)  ttber  in 

Verlegt  man  also  den  Pol  A  in  die  Axe  3:^  =  0,  0^3  =  0,  so  degenerirt 
die  quadratische  Polarfläche  Pk9  bezüglich  einer  windschiefen  Fläche  1) 
in  zwei  Ebenen,  and  die  Projeetion  der  Raumcurve  5),  in  der  sich  die 
windschiefe  Fläche  und  die  quadratische  Polarfläche  schneiden ,  geht  ttber 
in  swei  Doppelgerade,  von  denen  die  eine  mit  der  Geraden  D  insam' 
menftUt 

3.  Die  Polarebene.  Der  Gleichung  4)  entspricht  die  Polarebene  des 
Punktes  A-  bezüglich  einer  windschiefen  Fläche  1).  Dieselbe  schneidet 
die  Doppellinie  arg  =  0,  ir^  =  0  in  demjenigen  Punkte,  in  welchem  eine 
durch  A-  gehende  Ebene  die  windschiefe  Flache  berührt. 

Die  Scbnittcurve  einer  windschiefen  Fläche  1)  und  der  zugehörigen 
Polarebene  (Pt^)  ist  von  der  dritten  Ordnung  und  die  Projeetion  der- 
selben anf  ar^sO  besitzt  die  Gleichung 

6)  ^1  (5-4^ ^^8*  -  la"-^-/)  -  2^3'(l.l3-^3  -  Ii  14^4)  =  0. 

Als  besondere  Lagen  der  Polarebene  I'k^  lassen  sieb  folgende  an- 
führen. 

Befindet  sicli  der  Punkt  k  in  der  Ebene  Xg=xOf  so  steht  die  Polar- 
ebene  Pk6  auf  der  Kbene  X|  =  0  lothrecht. 
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Liegt  dor  Pol  A  auf  dor  Ebene  — 
so  ibt  die  Polarcbouci  /'^c  bezüglich     so  ist  die  Polarebcne  b«'züglich 
der  Fläche        der  Ebeuo  jc^  —  0     der  Fläche        der  Ebeue  a:j  =  0 

parallel  parallel 

und  die  Projection  der  Schnittcurre  beeteht  atu  drei  GeiadeOi  YOn  denen 

swei  zusammenfallen. 

Wann  aich  der  Pol  k  anf  der  Liegt  der  Pol  k  auf  der  Ebene 
Ebene  a?4  =  0  bofindet,  so  steht  die  jr,  =  0,  so  geht  die  Polarebene  PicC 
Polarebene  PkC  beiUglich  IV  auf    beaUglieh  der  Fläche  ^  dnrcb  den 

dieior  Ebene  lothrecbt  und  enthSlt    Punkt  «isO,  's  =  0,  XjbO. 
die  Axe    b  0 ,  dr,  s  0  in  rieb.  Die 
Projection  der  Sdinittcunre  iit  eine 
Parabel  dritter  Ordnung. 

4.  B«iehiiiig«n  dtr  P«»liilUUsh«ii  m  efnander.  Ana  den  Gleichungen 
3)  und  4)  folgt: 

«)  Die  Polarebene  dea  Pnnktea  k  in  Beiug  auf  eine  windachiefe 
FUtehe  1)  iat  augleieh  die  Polarebene  deaselben  Pnnktea  besOglieh  der 
quadratiaehen  Polarfliehe  Pkq» 

ß)  Oeht  die  quadratiaehe  Polarflüehe  dea  Pnnktea  k  durch  den  Punkt 
A,  ao  liegt  auch  der  Punkt  k  auf  der  Polarebene  des  Pnnktea  h, 

Daraua  folgt:  Der  geometriiche  Ort  der  Pole  Ar,  deren  quadratiaehe 
Polarflichen  alle  durch  den  Punkt  h  gehen,  iat  die  Polarebene  dea  Punk- 
tes A,  und  der  geometriache  Ort  der  Pole  A,  deren  Polarebenen  alle  den 
Punkt  A  enthalten,  iat  die  quadratiaehe  Polarfllche  dea  Punktes  A. 

5.  Der  Pol  liege  auf  der  windieliiefni  VlAohe.  Befindet  sich  der 
Punkt  k  auf  der  windschiefen  FIXche  selbst,  so  berührt  die  Polarebene 
Pt  e  sowohl  die  windschiefe  FlXcbe,  als  auch  die  quadratische  PolarflSehe 
Pk9  in  diesem  Punkte.  Demnach  muss  auch  die  windaehiefe  FiXche  ron 
der  quadmtiseben  Polarfllche  Ptg  im  Punkte  k  berührt  werden. 

a)  Durch  Elimination  von      ana  den  Gleichungen  1)  und  3)  erhilt 

man,  wenn  man  zugleich  für  ^  den  Ausdruck  substituirti 
oder 

7b)  «,  =  0,  fca-a-fc«*«©,  $i«r(fe*4  +  fe^)  — 
Befindet  aich  demnach  der  Pol  k  auf  einer  windschiefen 
Fläche  1),  ao  achneidet  die  quadratiaehe  Polarfläehe  Pit9  die 
windachiefe  Fläche  anaaer  in  der  Doppellinie  in  awei  Ge- 
raden, von  denen  die  eine  die  durch  den  Punkt  k  gehende 
Generatriz  iat,  und  in  einer  Ourve  aweiter  Ordnung. 
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Die  Projpction  der  letzteren  Curve, 
in  der  die  wiodschiefe  Pläche  fV    in  der  die  windschiefe  Fläche 

von  der  zugehörigen  r|iimdratitchen  von  der  sugehörigen  quadratischen 
Polarflilehe  Pkg  geschnitten  wird,    PolarflXcbe  Pk^/  gesebnitten  wird, 

auf  ^2=0  ist  eine  Hyperbel.  anf  or^sO  ist  eine  Parabel. 

ß)  Eliminirt  man  aus  den  Gleichungen  1)  und  4)      und  setzt  zugleich 

fftr  Ig  ein,  ao  ergiebt  sich 

oder 

8b)        ^^üc^  -  l^a-^  =  0,    fe^^i«3  -  2|,  ^^a-g«  +  ^ Xj.r^  =  0. 

Die  Tangentialebene  am  Punkte  A  einer  windschiefen 
Fläche  1)  schneidet  dieselbe  demnach  in  der  durch  den  Punkt 
k  gehenden  Generatrix  und  in  einem  Kegelschnitte.  Der 
Kegelschnitt  schneidet  die  Generatrix  im  Funkte  k  and  in 
der  Doppellinie  der  windschiefen  Fläehe. 

Die  Projeetion  des  Kegelsehnittes, 
in  dem  die  windsebiefe  Fllcbe  fF   in  dem  die  windschiefe  FlXcbe  W 

von  der  Taugontialebene  am  Punkte  von  der  Tangentialebene  am  Punkte 
k  geschnitten  wird,  auf  X2  =  0  ist  A  geschnitten  wird,  auf  x^^Q  ist 
eme  Parabel.  ein  Hyperbel. 

Rückt  der  Berührungspunkt  A  auf  einer  Generatrix  einer  windschie- 
fen Fläche  1)  fort,  so  dreht  sich  die  Tangentialebene  um  diese  Generatrix. 

Jede  Ebene  welche  die  einfacbe  Leitlmie  einer  windschiefen 
Fliehe  1)  in  sieb  entbXlt,  ist  eine  Doppeltangentenebene  derselben.  Die 
beiden  Berttbrungspunkte  sind  die  Schnittpunkte  der  einfachen  Leitlinie 
and  der  beiden  Erseugenden,  welche  auf  der  Ebene  E  liegen. 

Eine  Gerade  G  durchsticht  dne  windsebiefe  Fläche  1)  im  Allgemeinen 
in  drei  Punkten,  Ton  denen  jeder  in  einer  Generatrix  liegt.  Durch  jede 
geschnittene  Generatrix  und  die  Gerade  g  ist  eine  Tangentialebene  der 
Fläche  bestimmt.    Daraus  folgt: 

Durch  eine  Gerade  G  lassen  sich  drei  Tangentialebenen  an  eine 
windschiefe  Fläche  1)  legen;  dieselbe  gehört  demnach  nicht  nur 
der  dritten  Ordnung,  sondern  auch  der  dritten  Classe  an. 

y)  Wenn  man  endlich  aus  den  Gleichungen  3)  und  4)  eliminirt, 
so  erhält  man 

9a)  24,4,»*,*, -  31, UW  +  ^kkU^B^i - fiifeiV -  =  0 

oder 

Daraus  folgt: 

Die  Tangentialebene  am  Punkte  k  einer  windschiefen 
FUebe  1)  schneidet  die  quadratische  Polarfllcbe  dieses 
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Pnnktea  in  svei  Gerftden,  welche  die  Inflezionitangenteii 
der  windschiefen  FUehe  im  Punkte  Ar  sind.  Die  eine  dieser 
Inflezionstangenten  fXlli  mit  der  dnrch  k  gehenden  Oene> 
ratrix  nneammen. 

6.  Die  DiametraUlftoliaii«  Gegeben  sei  eine  Gerade  G,  welche  eise 
windschiefe  Fläche  1)  im  Allgemeinen  in  drei  «Punkten  dnrchstieht  Es 
iXsst  sich  auf  läner  solchen  Transrersale  ein  Pnnkt  bestimmen ,  fOr  wel- 
ehen  die  algebiaisehe  Summe  seiner  Bntfenimigen  von  den  Sehnittpnnk- 
ten  verschwindet  Dieser  Pnnkt  heisst  das  Centmm  der  mittleren  Bnt- 
fernung  der  Schnittpunkte.  Den  geometrischen  Ort  des  Oentmow  der 
mittleren  Entfernung  in  einem  System  paralleler  Transversalen  beseich- 
net  man  als  die  der  Richtung  der  Transversalen  conju^irte  Diametral- 
fliehe  erster  Ordnung  (Diametralebene)  der  windschiefen  Flüehe;  dagegen 
nennt  man  den  geometrischen  Ort  des  Punktes,  flir  den  die  Summe  der 
Producte  von  je  awei  Abschnitten ,  die  von  ihm  ans  gemessen  durch  die 
Transversale  und  die  windschiefe  Fliehe  gebildet  werden ,  die  der  Bich- 
tuDg  der  Strahlen  oonjugirte  Diametralfliehe  aweiter  Ordnung.  Die  Dia- 
metralfliehen einer  Fliehe  sind  die  Polarflichen  unendlich  femer  Punkte. 
Aus  den  Gleichungen  3)  und  4)  kann  man  demnach  die  Gleichungen  der 
Diametralflichen  einer  windschiefen  Fliehe  1)  entwickeln,  indem  man 
den  Pol  k  in  die  Unendlichkeit  fortrflcken  lisst. 

J,  Die  DiametralfUehen  der  Fliehe  W.   Führen  wirOsrte- 

•f  3C 

sische  Coordinaten  ein,  indem  wir  m  für  — ,  «  fDr       r  fUr  —  setien, 

.r,  .r,  .T, 

und  bozoichnen  wir  die  Winkrl ,  untor  donon  eine  Transversale  G  dos 
Systems  gej;en  din  Cnordinatenaxcn  geneigt  ist,  mit  r^,  y,  80  erhalten 
wir  als  Gleichung  der  Diamotralfläclie  zweiter  Ordnung 

•    10a)  y^cosa  -\-2xycosß  —  2zcosy^O 

und  als  Gleichung  der  Diametralebene 

10b)  »co^ß'^2ffeoiaeosß^coi^y  =  0,  . 

Aus  der  Belation  10a)  folgt: 

Die  einem  Strahlenbündel  conjugirte  Diametralfliche 
sweiter  Ordnung  der  windschiefen  Fliehe  fF  ist  ein  hyper* 

bolisches  Paraboloid,  dessen  Axe  mit  der  £-Axe  ansammcn- 

läUt. 

Laufen  die  Tranbvcrsalen  der  A'Z- Ebene  parallel,  so  ist  die  Dia- 
metrallläclie  ein  parabolischer  Cylinder,  dessen  Generatrix  auf  der  1^ 
Kbene  lothrecht  stellt. 

Zieht  man  die  Transversalen  parallel  der  -VJ'-Kbenc,  so  degenerirt 
die  Diametrallläcbe  in  zwei  Ebenen,  die  auf  der  A'J'  Ebene  lothrecbt 
stehen,  von  denen  die  eine  mit  der  A'Z- Ebene  zusammenföllt. 


Digitized  by  Google 


Von  Dr.  Ad.  Hoobbum.  815 


Naeh  10b)  stellt  di«  einem  Strahlenbflndel  covjugirte 
Diametrelebene  der  windeebiefen  FlSebe  W  anf  der  X7' 

d.e 

Ebene  lothrecht.  Laufen  die  Transversalou  dor  72- Ebene  parallel, 
80  ist  die  Diametralebene  derselben  Ebene  parallel.  Gehen  die  Trjins- 
versalen  dor  ^\'Z-Ebene  parallel,  so  liegt  die  Diametralebene  in  unend- 
licher Entfernung.  Wenn  endlich  das  Transversaleubiindel  der  A'i'- Ebene 
parallel  ist,  so  enthalt  die  Diametral  ebene  die  Z-Axe.  in  sich. 

ß.    Die  Diametralflächen  der  windschiefen  Fläche  JF, 

Wir  führen  ebenfalk  Caitesische  Coordinaten  ein»  indem  wir  a'  für  — , 

1^  Ute       t'  fttr  —  setsen.   Die  Winkel»  nnter  denen  jede  Gerade  des 

parallelen  Strahleubündels  gegen  diese  neuen  Ooordinatenaxen'  geneigt 
ist,  mögen  a\  ß\  y  heissen.  Ans  den  Relationen  3)  und  4)  erhalten 
wir  dann  die  Gleichung  der  Diametralfläche  zweiter  Ordnung 

1 1  a)  co«^'4-  2yV<»#y  —  eosm'^  0 

nnd  die  der  Diametralebene 
IIb)  yco«/+2/co«/f'«0. 
Ana  der  Gleiehnng  IIa)  eriiellt: 

Die  einem  Strablenbflndel  conjngirte  Diametralflftehe 
■weiter  Ordnung  der  windeehiefen  Flftehe  W  ist  ein  byper- 

bolischer  Cylinder,  dessen  Generatrix  der  A"-Axe  parallel 
läuft. 

Zieht  man  das  Strahlcnbiindel  der  F'Z'-pjbene  parallel,  so  degenerirt 
die  Diametralflfiche  zweiter  Ordnung  in  zwei  Ebenen,  von  denen  die  eine 
mit  der  ^'1'  - Ebene  zusammenfällt,  die  zweite  auf  der  I  'JZ  - Ebene  loth- 
recht steht  und  die  A  '-Axe  in  sich  enthält. 

Ist  jeder  Strahl  de«  Bündels  der  -l  '/i'- Ebene  parallel,  so  ist  die  in  der 
F'Z'- Ebene  liegende  Directrix  des  Cylinders  eine  gleichseitige  Hyperbel. 

Läuft  endlich  jeder  Strahl  der  A'F'- Ebene  parallel,  so  besteht  die 
Diamctralfläche  aus  zwei  Ebenen,  die  ebenfalls  der  A  'J  '-Ebene  parallel  sind. 

Die  Diametralebene  der  windschiefen  Fläche  1^%  welche 

einem  Strahlenbündel  oonjugirt  ^at,  enthält,  wie  sich  ans 
der  Kelation  IIb)  ergiebt,  steta  die  JT'-Axe  in  sich.  Die  Lage 
deraelben  iat  von  dem  Winkel  a'  gans  nnabbängig.   Allen  Strahlenbfln« 

eosß' 

dein,  für  welche  das  Verhältntss  — ^  einen  constanten  Werth  hat,  iat 

cory 

dieselbe  Diametralebene  conjugirt. 

Ist  das  Strahlenbtindel  der  A''2'-Ebene  oder  der  A  'F'- Ebene  parallel, 
so  fällt  die  Diametralebene  jedeamal  mit  der  betreffenden  Coordinaten-  " 
ebene  maammen. 
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7.  Die  Hewe*idie  Flftehe  «iner  windieliiefeii  Fliehe  1).  Der  geo- 
metrisebe  Ort  aller  deijenigen  Pole,  deren  qnadtatisobe  Polerflicben  be- 
sfiglicb  einer  Flltebe  n^*'  Ordnung  Kegel  iweiter  Ordnung  sind,  wird  die 
Heese* sehe  Flitebe  der  Flicbe *»**''  Ordnung  genennt. 

*  Ist  üssO  die  Gleiebnng  der  Flüche  n**'  Ordnung,  so  erbftlt  man  die 
Qleichung  der  sngebörigen  Hesse*scben  FlKcbe,  wenn  man  die  Deter* 
minante  aus  den  sweiten  partiellen  Differentialquotienten  der  Funetion  ü' 
bildet  und  diese  gleich  Null  setat.* 

Die  Qleichung  der  Hess  ersehen  FlScbe  einer  windsehiefen  Fliehe 
1)  ist  demnach 


12a) 


0 

0 

0 

2  a-, 

0 

0 

—  2X3 

0 

ü 

—  2a-j 

0 

0 

0 

2xj 

=  0 


oder 

12b) 
Daraus  folgt: 

Die  Hesse^sche  Fliehe  einer  windschiefen  Fliehe  1)  be- 
steht aus  Tier  Ebenen,  von  denen  swei  mit  der  Ebene  or^tesO, 
die  beiden  anderen  mit  der  Ebene  a*^  =  0  zusammenfallen. 

Da  jede  windschiefe  Fläche  1)  der  dritten  Ordnung  angehört,  SO 
müssen  die  Spitzen  der  Kegel,  welche  quadratische  Polnrflächen  bei(^ 
lieh  einer  windschiefNi  Fliehe  1)  sind,  ebenfalls  in  den  Ebenen  «TgSsO, 
w^ssQ  liegen. 

Setst  man  in  Gleichung  3)  ^»0,  so  erhilt  man 

13)  Ii »4»  -  Ii«,«  +  2 1 a?!»^  =  0. 

Liegt  demnach  der  Pol  k  in  der  Ebene  a?,BO, 
so  ist  die  quadratische  Po-    so  ist  die  quadratische  Polar- 


larfliehe  desselben  beaftglieh 
der  Fliehe  W  ein  hyperboli- 

ef.  e 

8  c  Ii  e  r  0  y  1  i  n  (I  0  r ,  d  e  s  s  o  n  E  r  - 
z  e  u  g  0  n  d  c  der  G  e  r  a  il  e  h  J'a  =  ü, 
x^  —  {\  parallel  sind,  d.  h,  ein 
Kegel,  d  e  s  s  0,  n  S  j)  i  t  z  e  auf  der 
Doppellinio  der  Fläche  in 

derUnendliehkeit  liegt,  nim- 
lieh  in  dem  Punkt e«isO,«saBO, 

Ffir  ||bO  ergiebt  sieh 
14) 

Daraus  folgt: 


fliehe  desselben  beaigUeh 
der  Fliehe  W  ein  paraboli* 

s  c  Ii  H  r  C  y  1  i  n  d  c  r,  dessen  Erzeu- 
gende der  Geraden  Xj  =  0 , 
T.J  =  0  parallel  sind,  d.  h.  ein 
Kegel,  dessen  Spitze  in  der 
U  n  e  n  (1 1  i  c  Ii  k  e i  t  liegt,  wo  die 
UoppeUiuie  derFläche  ^von 

der  Geraden  «|»0,  d^^O  ge- 
schnitten wird. 


Ii»**  -  fe  V  -  2|s«»    =  0. 


*  Salmon,  Analyt.  Oeomeirie  des  Baumes  S.  S6. 
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Befindet  sieb  der  Pol  k  in  der  Ebene  c^aO, 
80  ist  die  quadratische  Polar-     so  ist  die  qaadratiscbePolar- 
"    fUcbe   bezüglicb   der   wind-     fläche    bezüglich   der  wind* 
■chiefen  FUcbe  IF  ein  Kegel    sebiefen  FUche  W  ein  byper- 

sweiter  Ordnung,  dessen  boliseberOjrlinderi dessen  Er- 
Spitie  im  Pauli te  s^esO,  ^3  =  0,  leogende  der  Geraden  «^«0, 
»4»0  liegt.  parallel  sind,  d.  b.  ein 

Kegel,  dessen  Spitse  in  der 
Unendliebkeit  liegt,  wo  die 
Oerade  «'t^sO,  Xg  =  0  Yon  der 
Doppellinie  der  FUehe^lTge- 

scbnitten  wird. 
Für  ^  =  I4  =  0  erhält  man  ^ 

15) 

Liegt  demnach  der  Pol  Ar  in  der  Doppcllinic  einer  wind- 
schiefen Fläche  1),  80  besteht  die  quadratische  Polarflächo 
desselben  aas  zwei  Ebenen,  die  sich  in  der  Doppellinie 
schneiden. 

Ist  also  die  quadratische  PolarflHche  eines  Punktes  k  bezüglich  einer 
windschiefen  Fläche  1)  ein  Kegel,  so  liegt  die  Spitze  desselben  stets  in 
einem  der  beiden  KUckkehrpunkte  der  Doppellinie. 

Daraus  folgt:  Jedem  Kückkehrp unkte  auf  der  Doppcllinie 
einer  windschiefen  Fläche  1)  entsprechen  alle  Punkte  einer 
Ebene,  welche  zu  der  Hesso'schen  Fläche  gehört,  oder  ein 
Rückkohrpunkt  auf  der  Doppellinie  einer  windschiefen 
Fläche  1)  und  jeder  Punkt  einer  Ebene  der  Hesse'scben 
Fläche  sind  reciproke  Pole,  und  zwar  entsprechen  dem  Rückkehr- 
punkte  arj  =  0,  13=0,  ^"4  =  0  alle  Punkte  der  Ebene  x^  =  0,  dagegen 
dem  Rückkehrpunkte  Xg  =  0,  x^  =  0,  x^  =  0  alle  Punkte  der  Ebene  t^  =  {). 

Fällt  der  Pol  k  mit  einem  Rückkehrpunkte  der  Linie  D  zusammen, 
so  besteht  die  Fläche  /'^^  aus  zwei  Ebenen,  welche  beide  mit  derjenigen 
Ebene  zusammenfallen ,  deren  Punkte  reciproke  Pole  des  Punktes  k  sind. 

Aus  der  Gleichung  4)  findet  man: 

Die  Polarebene  eines  Punktes  k  der  Hesse' sehen  Fläche  in  Bezug 
auf  eine  windschiefe  Fläche  1)  geht  stets  durch  den  Rückkehrpnnkt  der 
Doppellinie,  welcher  dem  Punkte  k  entspricht. 

8.  Parabolische  Punkte.  Im  Punkte  f  sei  an  eine  Fläche  0  eine 
Tangentialebene  gelegt  und  in  dem  unendlich  kleinen  Abstände  6  eine 
Ebene  parallel  zur  Tangentialebene  construirt,  welche  die  Fläche  U  schnei- 
den möge.    Die  Schnittlinie,  welche  nach  Dnpin*  den  Namen  der  in- 

*  Kavier,  Lehrbuch  der  Differential-  und  Integralrechnuig  ThU  II,  S.  264. 
E«itMliim  f.  JUtbAMtIk  a.  Vhfüu  XZlu,  &.  S8 
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dieatorlBchen  Linie  ftllirt,  kann  als  ein  Kegelscbnitt  und  die  lek 
kleine  Behnittfignr,  weiche  ▼on  der  Taogentielebene  gebildet  «iid,  ib 
demselben  glciehertig  betraebtet  werden.    Je  nachdem  demnach  die  mÜ- 

catorische  Linie  eine  Ellipse,  Hyperbel  oder  Parabel  ist,  wird  der  Punkt 
/'als  ein  elliptischer,  hyperbolischer  oder  parabolischer  Puab 
der  Fläche  U  bezeichnet. 

Es  lässt  sich  leicht  nachweisen,  dass  die  Tangentialebene  an  einem 
parabolischen  Punkte  einer  Flacbe  als  eine  stationäre  Tangentialebene 
zu  betrachten  iat,  da  aie  die  Flüche  in  zwei  aufeinander  folgenden  Pank- 
ton  berührt.* 

Da  die  quadratische  Polarfläche  eines  parabolischen  oder  Wende- 
punktes der  Fläche  ü  besttglich  derselben  ein  Kegel  ist,**  so  ist  d« 
geometrische  Ort  aller  parabolischen  Punkte  die  Curre,  in  der  die  Fikk 
U  Ton  ihrer  Hesse* sahen  FlXche  geschnitten  wird.  Diese  Schnittennt 
fuhrt  den  Namen:  „die  parabolische  Cnrre*'  der  FUtehe  0* 

Die  parabolische  Cuire  einer  windschiefen  Fliehe  1)  entspricht  ds». 
nach  den  Oleiohnngen 

1 6)  a;,  x^^  —  a?2  ^s*  =  ^ »    ^.i*  ^*  =  0\ 

die  Sclinittcurve  dieser  Flachen  besteht  aus  der  doppelten  Leitlinie  und 
den  beiden  doppelten  Erzeugenden  der  windschiclen  Fläche. 

Legt  man  durch  einen  beliebigen  Punkt  k  eine  Tangentenebene  «i 
eine  windschiefe  Fläche  1),  so  liegt  der  Berührungspunkt  derselben  n- 
gleich  auf  der  quadratischen  Polarfläche  /'a*?,  d.  h.  auf  der  Schnittcorre 
der  beiden  Flächen  1)  und  3).  Ist  ein  Punkt  dieser  Scbnittenrve  ein 
parabolischer  Punkt  der  Fläche  1),  so  wird  die  Tangentenebene  an  di^ 
sem  Punkte  eine  stationäre  sein. 

Daraus  ergiebt  sich: 

Die  Schnittpunkte  der  windschiefen  Fläche,  der  Hesse* sehen  Flidie 
und  der  quadratischen  Polarfläche  P/tg  sind  die  Berfihrungspnnkte  der 
stationären  Tangentenebenen,  die  sich  von  k  aus  an  die  windsebiefr 
Fläche  legen  lassen. 

Die  Coordinaten  der  Berührungspunkte  sind  demnach  bestimmt  Jarck 
die  Gleichungen 

«1*4*  -    V  =  0,    i^x^^  —  i,«,«  -  2^x^30^  +  2^x^x^  =  0,  x^x^=^. 

9.  Dar  Tangentenkegel.    Von  einem  Punkte  Ar  seien  alle  mögliebis 

Tangenten  an  eine  windschiefe  Fläche  1)  gezogen.  Der  geometrisefc* 
Ort  aller  dieser  Tangenten  ist  ein  der  Fläclie  innschiieb<Mier  Kog»*!. 
dessen  Tangentenebenen  zugleich  Tangentenebenen  der  wiudscliif'it'n 
Fläche  sind.    Bekanntlich  liegen  die  Berührungspunkte  der  Tangenteo 


*  Salmon,  Analyt  Oeom.  d.  Baumes  8. 11. 
**  Salmon,  a.  a.  0.  8. 98. 
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mf  der  Oarve,  in  der  die  FUelie  von  der  qnadratiselieii  PolarflSche  Ptg 
geidulitten  wird. 

Es  seien  i^,     die  tetraedriscben  Goordinaten  des  Punktes  Ar. 

Wird  von  diesem  Panlcte  ans  eine  Transversale  dnroh  eine  windschiefe 
Fliehe  1)  gesogen,  so  lisst  steh  die  in  Beang  anf  das  VeihBltniss  Xt^ 
knbische  Oleiohnng  avfstellen 

durch  deren  Wurzeln  das  Verhältniss  der  Abschnitte  befltimmt  ist,  die 
durch  die  windschiefe  Flache  auf  der  Transversalen  gebildet  worden. 
Verschwindet  die  Discriminante  dieser  Gleichung,  so  fallen  zwei  Schnitt- 
punkte der  Transversale  zusammen,  d.  h.  die  Transversale  ist  eine  Tan- 
gente der  windschiefen  Fläche.*  Man  erhält  demnach  als  Gleichung  des 
Tangentenlcegels  folgende  Relation: 

+  4  (Ii  V  -  1.3:,«  -  2  ^,x,x,  +  2^,x,x,Y  {^^  I,»  -  ^,§3«) 

-  18(Xi  V  -  x,x,^){^,x,*  -        -2i,x,x,  +  2^,x,x,) 

18)     X         -        -  2|,l3^8  +  2 1,14^4) (Si^*  - 

-  (Ii  V  -  I2  V  -  2    ^«  ^3  +  2  U  ^4)* 

X  a*x,  -  i3«x,  -  2^,13X3 + 

+  4  {X,  x,^  -  X,  V)  -  ^3*^2  -  2 1,  h ^3  +  21, 1 , x,)--»  =  0. 
Der  vom  Punkte  k  aus  einer  windschiefen  Flache  1)  uni- 
schricLeno  Tangentenkegel  ist  demnach  von  der  sechsten 
Ordnung,  und  zwar  b  e s  t  e  Ii  t  d  e  rs  cl  h e  a u s  e  i  n  e r  D  0  p  p  e  1  e  b  e  u  e , 
welche  den  Puukt  A  und  die  <loj)pelte  Leitlinie  der  wind- 
Hchiefen  Fläche  in  sich  enthält«  und  einem  Kegel  vierter 
Ordnung. 

Da  die  Gleichung  1$)  unverändert  bleibt,  wenn  mau  die  Grössen 
{j,        ?p  34         ^1 '  ^2»  ^:!>  -^1  vertauscht,  so  folgt: 

Beschreibt  man  von  irgend  einem  Punkte  A'  d  e  s  T  a  n  g  e  n  - 
tenkegels  18)  einen  zweiten  Kegel  um  die  win  dschiefe  Fläche 
1),  so  geht  derselbe  stets  durch  den  Punkt  l<. 

Durch  die  S])itze  k  des  Tangentenkegels  sei  eine  Gerade  gezogen. 
Die  Classe  des  Kegels  ist  bestimmt  durch  die  Zahl  der  Tangentenebenen, 
die  sich  durch  G  an  ihn  legen  lassen.  Diese  Zahl  ist  aber  ofienbar  gleich 
der  Zahl  der  Generatrixen  der  windschiefen  Fläche,  die  von  der  Ge- 
raden G  geschnitten  werden;  der  Tangenten kegel  gehört  sonach 
der  dritten  Classe  an. 

Nimmt  man  an,  dass  der  Punkt  k  anf  der  windschiefen  Fläche  selbst 
liege,  so  geht  die  Gleichung  18)  Uber  in 


*  Balmon,  Anal|l  Geometrie  des  Raumes  8. 19. 
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1 0ll)  t^»***'"    V-  2   a:,    +  2 1,    arj«  (|,«  a-,  -        -  2 1,  ^3    +  2 
oder 

19b)  Us^4-^4^3)'  =  0. 

4  ^3*  rr,  a?j  -  4 1^  ^3«  a^i  0^4  -  4  Ii  Is'  +  Ij«  (|,  Xj  +  1; =  0. 
Liegt  also  der  Punkt  Ar  anf  der  windschiefen  FUche  selbst, 
so  besteht  der  Tangentenkegel  ans  der  Doppelebene,  diedei 
Punkt  k  und  die  doppelte  Directrix  in  sieb  entbält,  aussvei 
Ebenen«  die  mit  der  Tangentenebene  am  Punkte  k  seiia- 
menfallen,  und  einem  Kegel  aweiter  Ordnung. 

Verlegt  man  den  Punkt  k  in  die  einfaehe  Leitlinie  sB|sO,  i^sO 
einer  windsebiefen  FlVebe  l)i  so  nebmen  die  Oleiehungen  19b)  die  G^ 
stalt  an: 

Der  Tangentenkegel  besteht  demnach  in  diesem  F»!- 
aus  sechs  Ehonen,  von  denen  zwei  den  Punkt  k  und  diedop- 
pelte  Directrix  in  sich  enthalteDi  zwei  mit  der  Doppelt&i- 
gentenebene  am  Punkte  k^  eine  .mit  der  Ebene  Xi  =  0  ui 
eine  mit  der  Ebene  x^==0  zusammenfallen. 

LSsst  man  den  Punkt  k  iu  die  DoppelUnie  einer  windsebiefen  Flick 
1)  fallen,  so  yersehwindet  die  Gleiebung  18)  Tollstlndig.  Verlegt  an 
endlieb  den  Punkt  k  in  eine  singullre  Erseugende  einer  wiodidiMi 
Fltcbe  1),  so  besteht  der  Tangentenkegel  aus  vier  Ebenen,  wekhepi» 
weise  mit  den  Coordinatenebenen  susammenfallen,  die  sieb  in  ter 
Erseugenden  schneiden,  und  einem  Kegel  eweiter  Ordnung. 

10.  Die  Inflexionstangenten,  welche  sich  an  eine  windschiefe  Flk^ 
1)  von   einem  Punkte  ausserhalb  derselben  ziehen  lassen.    Nach  ^1 
schneidet  die  Polarebene  P^e  die  quadratische  Polarfläche  P^q,  falls  <itr 
Punkt  f  auf  der  windschiefen  Fläche  liegt,  in  den  beiden  Inflexionst« 
genten  der  letzteren.    Nimmt  man  auf  einer  dieser  Scbnittlinien  eiors 
Punkt  k  mit  den  Coordinaten  4i,  {g,  ^,  I4  als  bekannt  an,  so  mussds 
Berührungspunkt  der  Inflezionstangente,  die  sich  von  Ar  ans  an  diewii^ 
sehiefe  Fläche  legen  lässt,  nach  5)  sowohl  auf  der  Polarebene  Pk^^ 
auf  der  quadratischen  PolarflXche  Pkq  liegen.   Die  Coordinaten  d« 
rtthrungspunktes  sind  demnaeh  bestimmt  durch  die  Gleichungea  l)i 
und  4).« 

a)  Fahrt  man  in  die  Oleiehungen  1),  3),  4)  x ^  t  (Ht  ^  <!» 
iienten  ^,        ^  und  {,  17,  f  für  f*,  ^,      ein,  so  erh&lt  mas  iw* 

*1    *l    *i  «1     Ci  «1 

Elimination  von  x  uud  z 


*  Saimon,  Analjt.  Gepmetrie  des  Raumes  S.  19. 


Digitized  by  Google 


Von  Dr.  Ao.  Hoobbbim.  321 

4U{«-iW+ia(l»ii'-l'?£*)y*  +  3(J*+«W-3ri^)f 

woimoB  dch  teeh«  Wvnelii  fttr  y  ergaben.  Da  sieh  Ar  jede  dieser  War^ 
leb  nnr  je  ein  Wertii  Ton  9  ond  (  eniwiekeln  liest»  so  folgt: 

Von  einem  Pvnkte  Ar  können  sechs  Inflextonstangenten 
en  die  windscliiefe  Flftche       gesogen  werden,  von  denen 

li.e 

drei,  welche  durch  die  Doppelliuie  der  Fläche  gehen,  so- 
«ammeDfallen« 

b)  An  SteHe  der  Quotienten        -^  ^  mögen  x\  /,  t\  statt 

^,  ^  dagegen  in  die  Gleiehnngen  1),  3)  nnd  4)  eingesetst 

werden.  Durch  Elimüiation  von  x  und  ergiebt  sich  dann  aus  diesen 
Relationen 

22)  2'- 1 '  =  0 ,    t?':'^  -  3  V  f 'z'^  4-  3  r - 1'   =  0. 

Man  erhält  demnach  vier  Wurzeln  für  z  und  dem  entsprechend  vier 
Werths  für  x  und  y'. 

Von  oinom  Punkte  k  lassen  eich  demnach  nur  vier  In- 
flexioDstaugcnten  an  die  windschiefe  Fläche  sieben. 

Liegt  der  Pnnkt  k  in  der  Ebene  dTg^O,  so  Üsst  sieb  ausser  der 
dureb  die  DoppeUinie  D  gebenden  nur  nocb  eine  Inflezionstangente  an 
die  windsebiefe  Fliobe  1)  sieben. 

Befindet  sieb  endlieb  der  Pnnkt  k  auf  der  windsebiefen  FlXebe  selbst, 
so  lassen  sieb  dureb  ibn  nnr  die  beiden  Inflezionstangenten  sieben,  deren 
Berflbmngspunkt  der  Pnnkt  k  selbst  ist 

Die  Inflezionstangenten,  welche  von  einem  Punkte  k  an  eine  wind- 
sebiefe Fliehe  1)  gesogen  werden  können,  sind  sugleicb  Gnspidalkanten 
des  Ton  k  derselben  umscbriebenen  Kegels. 

Ein  der  FUlehe  W  umsebriebener  Kegel  besitat  denmacb  seebs  Cns- 

pidalkauten,  von  denen  aber  drei  zusammenfallen;  ein  der  Fläche  fV 
umsebriebener  Ksgel  bat  dagegen  nur  Tier  Gnspidalkanten. 

11.  Die  gemischte  Folarfläche  zweier  Punkte  A  und  k'.  Gegehcn 
seien  ^3,  1^,  di«  tetraodrischcMi  Coordiuaten  des  Punktes  A',  und 

^1»  ^j»  l'a»  ^4»  d'*"'  Coordinatcn  des  Punktes  k'.  Construirt  man  die 
Polarcbene  den  Punktes  k  bezüglich  der  quadratisclion  Polarfläcbe  Pk'  g 
und  die  Polarebene  des  Punktes  A'  bezüglich  der  quaJratiBchon  Polar- 
fläche Pkq,  so  ergiebt  sich,  dass  beide  Polarebenen  dieselbe  Qleichang, 
nanilich 

23)  M>i-fe«>t-(fefi's+s.i'i)^.+  «ir4+64riK=o 
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beaitsen,  sie  fallen  also  znsammen  in  eine  Ebene.  Diese  Ebene  wird 
die  gemischte  Polarebene  der  Pankte  k  and  k'  (Pe)  ge- 

nannt.* 

Beeehreibt  man  demnaeli  Ton  dem  Punkte  k  einen  Tangentenkegel 
um  die  qnadratiMlie  Polarflllclie  Pq  nnd  von  dem  Pankte  k'  einen  'Tu» 

geutenkegel  am  die  quadratische  PolarÜäche         so  liegen  die  beiden 

Berfikntngacnrven  in  derselben  Ebene,  nämlioh  in  der  gemiaehten  Polar- 
ebene Pe. 

Ans  der  Gleichung  23)  folgt: 

Liegt  einer  der  beiden  Punkte  k  oder  Ar'  in  der  Doppellinie  einer 
windschiefen  Fläche  1)»  so  enthlüt  auch  die  Ebene  Pe  diese  Doppel- 

linle  in  sieh. 

Befinden  sich  -beide  Punkte  anf  der  einfachen  Leitlinie  der  wind* 
schiefen  Fliehe,  so  entbllt  aoeh  die  Ebene  Pe  dieselbe  in  sieh. 

kW 

Liegen  beide  Punkte  k  nnd  k'  in  der  Ebene  073  =  0,  so  geht  die 
Ebene  iPe  durch  die  Gerade  d;^=0,  liegen  dagegen  beide  Punkte 

in  der  Ebene  sf^aO,  so  geht  die  Ebene  Pt  durch  die  Gerade  j-a  =  0, 

18.  Gegeben  seien  f^t       Ooordinaten  eines  drittes 

Punktes  Ar",  dann  ist  die  Gleichung  der  gemischten  Polarebene  Pe 

24  a)  r,  X,  - 13  f,  X,  -     + i" j  X, + (I,  + X, = 0 

und  die  der  gemischten  Polarebeue  Pe 

Ff' 

24b)  (x,  ^1  -  r^r,  -  (f »r'3 + i'a  r.)  + er»  n + r4  r.)  = o. 

mt  HUfe  einfacher  Substitutionen  gelangt  man  zu  folgeud«n  Re- 
sultat: 

Geht  die  gemischte  Polarebene  Pe  durch  den  Pankt  Ar', 

so  liegt  auch  der  Punkt  k  auf  der  gemischten  Polarebene  Pt' 

Ein  Punkt  m  auf  der  gemischten  Polarebene  Pe  besüglieh  einer 

windschiefen  Fläche  1)  möge  die  Ooordinaten  1?,  v  besitzen.  Con- 
struirt  man  die  quadratische  Pulartiäclie  desselben  beaüglich  der  wind- 
schiefen Fliehe,  so  ist  die  Gleichung  derselben 

25  a)  — —  2  j:x,ar,  +  2««!  «4  =  0, 
in  der  I,  1},     «  der  Relation 


*  Crem 0 na,  Theorie  der  Oberliilchta  S.  78. 
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25b)  ^4^4$- is^Vv- ^,r,)t+a,r4+i40v«o 

genügen.    Bildet  mau  die  Polarebene  des  Paoktea  k  besüglich  Vq^  »o 

m 

entapriobt  dieaelbe  der  Gleicbvng 

25  c)        iivx^-l^  l^x^  ~  (^8  ^  H- 13  n)  -^3  +  dl «  +  I4  ^)  ^4  =  0. 

Dieselbe  wird  eine  identiscbe,  sobald  man  l'j,  ^g,  l'^  fBr  4b^,,  a^, 
«4  einsetst.  Stellt  man  nun  in  gleicher  Weise  die  Gleichnng  der  ge> 
miiehten  Polarebene  Pe  aaf,  so  findet  man: 

mk' 

Liegt  ein  Punkt  m  anf  der  gemischten  Polarebene /'e,  so 

gebt  die  Ebene  l'c  durch  den  Punkt  k'  und  die  Ebene  Pc 

durch  den  Pnnkt  Ar,  oder  die  Pnnkte  k  nnd  k'  sind  in  Besng 
anf  die  quadratische  PolarflSche  Pq  conjugirt. 

Die  gemischte  Polarebene  Pc  ist  demnach  der  geometrisohe  Ort 

*  k' 

(Jc8  Punktes,  in  Bezug  auf  dessen  quadratiscbe  Poiarfläcbe 
die  Paukte  k  und  k'  conjugirt  sind. 

Ist  der  Pnnkt  k  nnd  die  gemischte  Polarebene  Pe  gegeben,  so  Itet 

kk' 

sieb  die  Lage  des  Punktes  k'  nach  dem  Vorigen  mit  Leichtigkeit  bestim- 
men.  Man  coustruirt  aunäcbst  zu  jedem  Punkte  der  Ebene  Pe  die  qua- 

dratische  PolarflSche  beattglich  der  windschiefen  FlXehe.    Alle  diese 

Hyperboloide  bilden  ein  Netz.  Bestimmt  man  in  Bezug  auf  jedes  dieser 
Hyperboloide  die  Polai ebene  des  Punktes  su  gebt  jede  derselben 
durch  den  verlangten  Puukt  k, 

13.  Oi«  enta  Polare  eiiier  Geraden  6.  Gegeben  sei  eine  Gerade  6, 
auf  der  die  beiden  Pnnkte  k  nnd  k'  mit  den  Coordinaten  ||,  ^,  ^,  || 
nnd  l*,,  1^3,  liegen  m<(gen.  Die  Gleichungen  der  quadratischen 
Polarfiiiehen  Pq  nnd  Pj[  beiftglich  einer  windschiefen  Fliehe  1)  sind 

Beide  Polarflächen  schneiden  sich  in  einer  Raumcnrve  vierter  Ordnung, 
welche  durch  diese  beiden  (rleicliungen  bestimmt  ist.  Da  jeder  Punkt 
dieser  Kaumcurve  beiden  Polartlachen  angehört,  so  folgt  aus  5): 

Die  Polarebenen  aller  Punkte,  welche  auf  der  Räum- 
en rve  26)  liegen,  besttglich  einer  windschiefen  Fläche  1)  ent- 
halten die  Gerade  G  in  sich.  Oder:  Gleitet  ein  Pnnkt  anf 
der  Banmcnrre  26)  fort,  so  dreht  sich  seine  Polarebene  nm 
die  Gerade  Cr. 
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Umgekebrt  lliat  steh  •chlieften,  daas  dann  aiieb  Jede  qaadntiide 
PoleriUtebe  eines  Punktes  der  Gtermden  G  dnieb  diese  BanmeuTc  ha- 
dnrehgehen  nrass,  dass  also  alle  qnadxatiscben  Polarfläeben  der  Paakte 

auf  der  Geraden  G  ein  Flftchenbtisehel  bilden.    Die  Ranmcarve  26)  führt 

infolge  deöscu  den  Namen:  ,,die  erste  Polaro  der  Geraden  C*.* 
Durch  Elimination  von       ans  den  Gleichungen  26)  erhält  mao 

27  a)  +4    -  «iri)*«!*«*  -  4  (4r,  -  Ii  rs)  ik^i-k  r,) 
-  8  Ä  r,  -  Ii  r.)  A  -  Ii  r.)    = o . 

27  b)  or^tsrO. 

Die  erste  Polare  einer  Geraden  G  bezüglich  einer  wind- 
schiefen Fläche  1)  besteht  demnach  ans  der  doppelten  Leit- 
linie der  windschiefen  Flttcbe  und  einer  RaumcurTe  dritter 
Ordnung,  deren  Projeetion  auf  x^bO  der  Gleiebnng  i7t) 
entsprieht 

Folgende  speeieUe «FiHe  mSgen  bier  Erwihnnng  finden; 

o)  dnrebsehnddet  die  Oerade  G  die  doppelte  Leitlinie  der  windseUe- 

fen  FlKcbe,  so  besteht  die  Projeetion  der  ersten  Polaren  auf  ^3  =  0  sm 

zwei  Geraden,  die  mit  der  doppelten  Leitlinie  zusammenfallen,  und  eines 
Kegelschnitte ; 

ß)  yerlegt  man  die  Gerade  G  in  die  Ebene  0:^  =  0,  so  degenerirt dif 
Projeetion  der  ersten  Polaren  27  a)  in  die  Gerade  ;r|C=0,  0.9  =  0  ud 
in  eine  Parabel; 

y)  setzt  man  ^,  —  ^'^,  =  0,  so  verschwindet  die  Gleichung  27a); 

6)  liegt  die  Gerade  Q  in  der  Ebene  ar,e=0,  so  besteht  die  Proje^ 
tion  der  eisten  Polaren  derselben  anf  dr,sBO  ans  vier  Geradmi,  m 
denen  swei  mit  der  doppelten  Leitlinie  der  windschiefen  Fliehe  ssn» 
menfallen,  die  beiden  anderen  sieh  ebenfalls  decken; 

f)  befindet  sieh  endlioh  die  Gerade  G  in  der  Ebene  «^sO,  soirM 
die  Projeetion  der  ersten  Polaren  derselben  anf  jrs«0  ebenfalls  tob  vi« 
Oeraden  gebildet,  von  denen  swei  getrennt  liegen,  die  beiden  aadem 
mit  der  doppelten  Leitlinie  der  windschiefen  FlSdie  zusammenfallen. 

14.   Die  Pole  einer  Bbene  ff.  Oegeben  seien  drei  nicht  in  «er 
Geraden  liegende  Punkte      k\  Ar"  nnd  ihre  tetraedrischen  Coeidisit« 
•••>  ^it  l'ai        l'i*       •••1  durch  welche  die  Lage  einer Ebese 
B  bestimmt  ist    Constmirt  man  zu  jedem  dieser  Punkte  die  qnadrstiidb 

Polarfl&che  bezflglich  einer  windschiefen  Fläche  1),  so  schneide  iA 
dieselben  in  einer  Beihe  von  Punkten,  deren  Coordinateu  durch  die 
Gleichungen 


*  Cremona,  Theorie  der  Oberfl&ohen  8.  76. 
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l  r>?~«'W-2r,«,^+2r4«i«4=o 

beradinet  werden  können.  Die  Polnrebene  jedes  dieser  Punkte  mnss 
naeh  5)  mit  der  Ebene  M  nsemmenfanen.  Die  gemeineehaftHeben  Punkte 
der  drei  ^v^^ni^hen  Polnrflieben  sind  demnach  die  Pole  der  Ebene  B 
bedlglich  einer  windaehiefen  FiSebe  1). 

Ana  den  Oleiehvngen  28)  ergeben  aieb  die  Worseln 
X»    ^        40*  4r*  ?ä    a.  "  ** 


bya  tya  «4 

1-0. 


«0 

2/' 

in  denen  «,  fr|  «i  l^i  }^  der  Abkürzung  wegen  gesetst,  von  den  Co- 
ordinaten  der  Punkte  ir,  k\  k'.  abkängig  aind. 

Wird  demnaeh  eine  beliebige  Ebene  E  ala  Polarebene 
einer  windaehiefen  Fliehe  1)  betrachtet,  ao  kann  jeder 
Funkt  der  doppelten  Leitlinie  der  windaehiefen  Flftehe  ala 
Pol  derselben  angesehen  werden;  ansaerdem  existiren  swei 
getrennte  Punkte,  welche  ebenfalls  Pole  der  Ebene  sind. 

Construirt  man  au  allen  Punkten  einer  Ebene  die  qua- 
dratisehen  Polarflächen  besflglieh  einer  windaehiefen Flftche 
1)*  gehen  alle  dureh  die  doppelte  Leitlinie  der  windsehie- 
fen  Fliehe  und  durch  awei  Punkte. 

Legt  man  dureh  drei  willkttrlich  gewählte  Punkte,  von  denen  keiner 
eich  in  der  Linie  ar,sO,  .r4=  0  befindet  und  deren  Projectionen  auf  den 
Coordinatenebenen  nicht  sjrmmetriseh  an  den  Axen  liegeu,  eioo  quadra- 
tische FolarflXcbe  beaOglich  einer  windschiefen  Flftche  1),  so  werden  sich 
die  drei  Polarebenen  dieser  Punkte  in  einem  Punkte  sehneiden ,  nämlich 
in  dem  Pole  der  quadratischen  PolarflXehe. 

Dnrch  drei  beliebige  Punkte  kann  demnach  im  Allgemei- 
nen nur  eine  einzige  quadratische  Polarfläche  bezüglich 
einer  windschiefen  Flache  1)  gelegt  werden. 

Construirt  man  alle  quadratibchen  PolarHachen ,  welche  durch  zwei 
feste  l'unkte,  von  denen  keiner  auf  der  Kaute  x,  =  0,  .r^=0  lie^t, 
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geben ,  so  liegen  die  Pole  derselben  auf  einer  Geraden,  nftmlieh  nnf  der 
Schnittkante  der  Polarebeneo  jener  beiden  Punkte. 

Nach  14)  schneiden  lieh  alle  diese  quadratischen  Polarfläcben  in 
der  Kante  0:3  =  0,  ar^  =  0  und  in  einer  Räume  urvc  dritter  Ordnung,  d.h. 
in  der  eisten  Polaren  jener  Geraden,  und  bilden  also  ein  Flftchen- 
bttfichel. 

Durch  einen  Punkt  k  (welcher  ausserhalb  der  Kante  ^s  =  0,  x^=0 
liegen  möge)  seien  alle  möglichen  quadratischen  Polarilftchen  beztiglicb 
einer  windschiefen  Fläche  1)  gelegt.  Alle  diese  Flächen  haben  die  dop- 
pelte Leitlinie  x.j^O,  .r,  =  ü  und  ausserdem  noch  einen  Punkt  gemein. 
Der  geometrische  Ort  der  Pole  aller  dieser  quadratischen  PolarflScben  ist 
die  Polarebene 'des  Punktes  Ar. 

(Fortoctattug  folgt.) 
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XV.  Synthetischer  Beweis  des  Satzes,  dass  jede  ebene  Curve  dritter 
Ordnung  durch  ein  Eegelschnittbüschel  und  ein  projeotivisches  Strahlen- 

büBchel  erzeugt  werden  kann. 

Von  «Uen  Bneogungsarten  der  ebenen  Cjurven  dritter  Ordouog  ver- 
dienen w^o  der  sablceiehen  Folgerangen,  welche  sie  gestatten,  besonders 
swei  bervoi^hoben  an  werden.  Die  eine  rttbrt  von  Chasles  ber;  naeb  ihr 
ist  die  Cnrve  dritter  Ordnung  der  Ort  der  Dnrchschnittspankte  entsprechen- 
der Elemente  eines  Kegelsohnittbttschels  und  eines  ihm  projectivischen 
Strablenbflscbels;  nach  der  andern  ist  die  Gurre  dritter  Ordnung  der  Ort 
der  gemeinschaftlichen  Tripelpnnkte  der  in  einem  Kegelsebnittneti  Torkom- 
menden  Büschel.  Steiner  bat  diese  Cnrre  die  Tripelcurve  genannt  und  ihre 
wichtigsten  Eigenschaften  auf  rein  geometrischem  Wege  abgeleitet  (vergU 
Steinerne  Vorlesungen,  II.Bd.,  henuisgegeben  von  Schroeter).  Bisjetst 
ist  es  aber  noch  nicht  gelungen,  rein  geometrisch  zu  zeigen,  dass  eine  ebene 
Curve  dritter  Ordnung,  die  auf  eiue  der  beiden  Arten  erzeugt  ist,  auch 
auf  die  andere  Art  erzeugt  werden  kann.  Cromo  na  (vergl.  Einleitung 
in  eine  geometris<die  Theorie  der  ebenen  Curven)  bat  sich  dadurch  an 
helfen  gesucht,  dass  er  den  Sata:  „Zwei  ebene  CTurven  dritter  Ordnung 
schneiden  sich  in  neun  Punkten**  als  Gruud&atz  an  die  Spitze  der  Theorie 
stellte.  Steiner  hat  für  einen  besondern  Fall  gezeigt,  dass  man  die 
Tripelcnrve  doreb  ein  Kegelschnittbüschel  und  ein  ])rojectivisches  Strahlen- 
büschcl  erzeugen  kann,  wenn  nämlich  drei  von  den  Grundpunkten  ein 
Tripel  bilden.  Heye  hat  (vergl.  Heye,  Die  Geometrie  der  Lage)  einen 
Beweis  mitgetheilt,  dass  die  Tripclcurven  durch  ein  Kegels chnittbüschel 
nnd  ein  projectivisches  StrahlenbUschel  erzengt  werden.  Doch  gilt  der- 
selbe noch  nur  für  den  Fall,  da^s  drei  der  Basispunkte  ein  Tripel  bil- 
den. Im  Folgenden  soll  der  Versnob  gemaeht  werden,  den  angeführten 
Satz  von  der  Tripelcurve  ganz  allgemein  an  beweisen;  dann  lässt  sich 
weiter  folgern,  dass  jede  Corvo  dritter  Ordnung  als  Tripelcurve  betrachtet 
nnd  auf  die  von  Chasles  angegebene  Art  erzengt  werden  kann.  Als 
unmittelbare  Folgerung  einlebt  sich  dann,  dass  durch  beliebige  neun 
Punkte  der  Bbenc  im  Allgemeinen  nur  eine  Cnrve  dritter  Ordnung  gelegt 
weiden  kann  nnd  dass  swei  Curven  dritter  Ordnung  sich  in  höchstens 
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neun  Punkten  ecbneiden  und  die  aynthetisebe  Geometrie  bat  aidift  Mb 
nStbig,  diese  Sfttse  der  enalytiieben  Geometrie  sn  endebnen.  —  Vu 

jenen  Beweis  zu  fübreiif  werden  aber  einige  SHtze  von  den  barmoif» 
scbeu  Mittelpunkten  gebraucbt,  die  zunächst  auf  geonietriscbom  Wege 
abgeleitet  werden  sollen.  Dazu  reichen  einige  Eigenschaften  vom  ebeoeo 
Dreieck  aus. 

Zuerst  sei  der  bekannte  Satz  angeführt:  ,,Wenn  man  durch  eioeii 
Punkt  0  in  der  Ebene  eines  Dreiecks  ABC  mit  den  Seiten  mbc  dni 
Transreisalen  OJ^  Oß^  OC  sieht,  zu  ibren  Dnrcbschnitten  aßy  mit  ek 
die  barmoniseben  Gegenpnnkte  a'f  y  in  Beeng  anf  die  Ecken  snelit,  si 
liegen  dieselben  in  einer  Geraden  g  und  nmgekebrt.  Man  nennt  g  die 
gerade  Polare  von  0  nnd  0  den  Pol  von  g  beifiglich  der  dreiseitigm 
Cnrve  {abc). 

Durch  einen  Punkt  /'seien  die  Geraden  (fgig^'--  gelegt;  ihre  Schnitt- 
punkte mit  den  Seiten  abc  seien  a  ß' y\  tt\^^y\^  "si^^/s»  deren 
harmonische  Gegenpunkte  bezüglich  der  Ecken  mit  aßy^  ^ßifi^  ^ßtyt*  *** 
bezeichnet  werden  mögen.    Da  die  Punktreihen  üu\a\  fßi^t-^ 

y'y  ...  in  perspectivischer  Lage  sich  befinden,  so  müssen  die  Punkt- 
reiben  aa|a^...,  ßßißf't  y^iff*  und  daher  auch  die  Strableabflsebsl 
A (««ittf . .)«  ^(ßßtßt  •  •  •  )t  ^(xyiTt  •  •  0  in  projeetiTiscber  Besiebnng steben. 
Je  drei  entsprechende  Strahlen,  wie  Am^  Bß^  Cf\  Aug,  Bß^^  Cfi, 
schneiden  sich  stets  in  einem  Punkte  0,  0|,  .. . ,  dem  Pol  der  Geraden  f, 
9i,  . . deshalb  ersengen  die  drei  Bttsehel  einen  Kegelschnitt der  darefc 
ABC  geht  und  die  conische  Polare  Ton  F  bezüglich  der  dreiseitigSB 
Curve  {abc)  heisst. 

Dem  Strahl  des  Büschels  //(««,  or^...)  entspricht  im  Büschel 
C{yYiYf  ')  der  Strahl  6'F',  der  CP  von  CA  und  CB  harmonisch  trennt 
Daher  berührt  n  in  C  den  Strahl  ('F'  und  ebenso  in  A  und  B  die  Strahlen 
Ajf  und  BB\  welche  AP  und  BP  you  AB  und  AC^  resp.  BA  und  BC 
harmonisch  trennen. 

Die  conische  Polare  n  von  P  enthftlt  also  die  Pole  00^0^..,  ttmair 
lieber  dnreh  P  gelegten  Geraden  ggiOi--'  nnd  daraus  folgern  wir:  »Liegt 
ein  Punkt  0  anf  der  eonischen  Polare  «  eines  Punktes  P  besüglieh  im 
dreiseitigen  Curve  (u  ^  c) ,  so  liegt  P  anf  der  geraden  Polare  g  von  0  sud 
umgekehrt. 

Weiter  lässt  sich  leicht  nachweisen,  dass  die  gerade  Polare  p  eine» 
Punktes  /'  bezüglich  der  dreiseitigen  Curve  (abc)  snsammenfüllt  mitdei 
Pnlare  von  P  besttgUch  seiner  conischen  Polare  n.  Die  Transvanalei 
AP^  BP,  CP  mögen  die  Seiten  a6c  in  AßF  schneiden;  dann  berfibrt  s 
in  ABC  die  Geraden  AA',  BB\  Cr,  welche  AjI,  BB,  CF  von  AB  wuk 
AC^  BA  nnd  BC^  CA  nnd  CB  harmonisch  trennen.  Die  Polannvos 
jfSr  sind  AA,  BB,  CF-,  diese  schnöden  sich  In  Pol  P  von /iTr 
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bezüglich  xt;  also  ist  die  Geratie  A  BT'  sowohl  die  gerade  Polare  vou  « 
P  bezüglich  als  auch  die  Polare  von  P  bezüglich  n. 

Dnrch  den  Punkt  P  sei  l  eine  Transversale,  welche  die  Seiten  ahc 
in  R^T  schneidet;  die  gerade  Polare  p  von  P  schneide  /  in  Z^',  die  co- 
nische n  schneide  l  xn  P^P^,  loU  geseigt  werden,  dass  diese  Schnitt- 
punkte nngaftodert  bleiben,  wenn  man  dnrch  EST  die  Seiten  irgend 
einet  nndem  Dreiecks  A^B^C^  legt,  dass  also  die  Punkte  P' P^P^  nur 
yon  der  gegenseitigen  Lege  der  Pnnkte  PRST  abhftngen.  Da  die  Sehnitt- 
punkte  EST  der  Seiten  der  Dreieeke  ABC  nnd  A^B^C^  in  dner  Gere- 
den I  liegen,  se  mflssen  sieh  die  Gereden  AA^^  BB^^  CC^  in  einem 
Pvnkte  L  treffen  nnd  man  kann  L  nnd  /  eU  Centmm  nnd  Aze  iweier 
perspeetiriseb  liegenden  oollinearen  Systeme  betraehten,  in  denen  A  nnd 

B  nnd  B^^  C  nnd  entsprechende  Pnnkte  sind.  P  ist  ein  Pnnkt 
der  Axe  /,  also  ftllt  sein  entsprechender  P^  im  andern  System  mit  ihm 
zusammen.  Der  Linie  PA  entspricht  PA^ ,  dem  Schnittpunkte  A  von  PA 
mit  a  entspricht  der  Schnittpunkt  A^  von  7*.^,  mit  Oj,  dem  harmonischen 
Gegenpunkte  A"  von  A  bezüglich  ßC  entspricht  der  harmonische  Gegen- 
punkt        von  A^  bezüglich  ßiC^\  ebenso  sind  B'  und  jT'  und  r", 

entsprechende  Punkte,  wenn  B'  und  B\  die  Ecken  AC  und  A^C^  von 
PS,  resp.  P^i,  r  und  r\  die  Ecken  AB  und  A^B^  von  PC,  resp.  PC^ 
harmoniseb  trennen.  Daher  sind  ART'  nnd  Ay^B\r\  entsprechende 
Stiablen  und  schneiden  sich  im  Punkte  P'  von  /;  die  Geraden  sind  aber 
die  geraden  Polaren  von  P  in  Besng  auf  die  Dreieeke  ABC  nnd  B^C^, 
—  Die  eonisehen  Polaren  n  nnd  sK|  yZn  P  besfiglieb  der  beiden  Drei- 
seite sind  aneh  entsprechende  Kegelsehnitte  in  den  beiden  Systemen, 
denn  n  gebt  dureh  die  Eeken  ABC  nnd  berfihrt  in  ihnen  die  Geraden 
Jjf,  BB^  CF';  aber  geht  dnreh  die  entsprechenden  Pnnkte  A^  B^ 
und  berührt  in  ihnen  die  entsprechenden  Geraden  ^iA\y  B^B\,  ^i^'i* 
Eb  müssen  sich  also  n  nnd      auf  /  und  daher  in  P^P^  schneiden. 

Die  Punkte  P'P,  P^  hängen  also  nur  von  der  Lage  der  vier  Punkte 
PRST  gegen  einander  ab;  man  nennt  P'  den  harmonischen  Mittelpunkt 
des  ersten  Grades,  PyP^  die  harmonischen  Mittelpunkte  des  sweiten 
Grades  der  drei  Punkte  ÄST  für  P  als  Pol. 

Es  folgert  sich  leicht:  ,,l8t  P'  ein  harmonischer  Mittelpunkt  des  ersten 
Grades  der  drei  Pnnkte  RST  für  P  als  Pol,  so  ist  P  ein  harmonischer 
Mittelpunkt  des  zweiten  Grades  derselben  drei  Punkte  für  P'  als  Pol.  — 
Die  harmoniseben  Mittelpunkte  des  sweiten  Grades  P^P^  werden  durch 
den  bermonischen  Mittelpunkt  JP^  des  ersten  Grades  nnd  den  Pol  P  bar- 
nottisdi  getrennt." 

Liegt  der  Pnnkt  P  auf  einer  der  Seiten,  s.  B.  des  Dreiecks  ABC, 
M  ist  diese  die  gerade  Polare  yon  P;  die  conische  Polare  n  ist  ein  Ge- 
ladeupaar,  dessen  einer  Theil  e  ist,  während  der  andere  die  Gerade  CP 
▼on  den  Seiten  CA  nnd  CB  hannoniseh  trennt   Für  die  harmonischen 
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Mittelpunkte  folgt  daraus:  Der  harmonische  Mittelpunkt  ersten  Grades 
von  BST  R  als  Pol  ist  N  selbst:  von  den  harmonischen  Mittel- 
punkten  zweiten  Grades  der  Punkte  RST  fUr  K  als  Pol  füllt  der 
eine  mit  R  susammeu;  der  andere  trennt  B  von  S  and  T  har- 
monisch. 

Diese  Sätze  genügen ,  am  den  Beweis  des  obenerwähnten  Sataes  an 

führen. 

Auf  die  von  Cromo  na  angegebene  Art  lassen  sich  jetzt  einige  Sätae 
von  der  Polaren  irgend  einer  ebenen  Curve  dritter  Ordnung  ableiten.  — 
Es  sei  A'^  irgend  eine  ebene  Curve  dritter  Ordnung,  /*  ein  beliebiger 
Punkt,  u  eine  variable  Gerado  durch  ihn,  welche  A  in  .V  I'Z  schneidet ; 
dann  «ind  die  harmonischen  Mittelpunkte  K  des  ersten  Grades  und  /\ 
des  zweiten  (irades  der  Punkte  A'  }' Z  für  /'  als  Pol  auch  variabel.  Der 
Ort  aller  Punkte  /*'  ist  eine  Gerade  der  Ort  aller  Punkte  PiP^ 
Kegelschnitt  «;  dann  heisst  p  die  gerade  Polare  und  n  die  conische  Po- 
laro von  P  bezüglich  A' —  Liegt  /'  auf  A  "*,  so  muss  seine  conische 
Polare  n  je  zwei  mit  /'  in  gerader  Linie  liegende  Curvenputikte  harmo- 
nisch trennen  und  daher  A'*  in  P  berühren.  Deshalb  muss  auch  die 
gerade  Polare  p  von  P,  falls  P  aof  A^  liegt,  diese  Gnrve  in  P  be- 
rühren. 

Auf  einer  Geraden  g  seien  ABCD...  beliebige  Punkte,  ctßy6... 
ihre  conischen  Polaren  in  Bezug  auf  h'\  LMNO  die  Schnittpunkte  von 
a  und  ßy  dann  muss  die  gerade  Polare  eines  jeden  dieser  vier  Schnitt- 
punkte durch  A  und  B  gehen,  iflso  g  sein;  weiter  muss  y  durch  LMNO 
gehen,  denn  zieht  man  6'iV,  so  ist  C  der  hai-monische  Mittelpunkt  des 
ersten  Grades  für  die  Schnittpunkte  von  CM  mit  A' '  in  Hezug  auf  M  als 
Pol,  also  muss  M  ein  harmonisciier  Mittelpunkt  dos  zweiten  Grades  der- 
selben Schnittpunkte  für  ('  als  Pol  sein.  Die  conischon  Polaren  aßyö... 
aller  Punkte  AÜCI)  ...  einer  (Jeradcn  g  schneiden  sich  in  denselben  vier 
Punkten  LMNO,  welche  die  Pole  von  g  bezüglich  sind. 

Sind  EFA'  irgend  drei  Punkte,  die  nicht  in  gerader  Linie  liegen, 
so  lässt  sich  zeigen,  dass  das  Netz  von  Kegelschnitten,  welches  durch 
die  drei  conischen  Polaren  rjqjx  jener  Punkte  bezüglich  A'^  bestimmt 
wird,  alle  conischen  P(daren  der  Curve  ä'^  enthält.  Sind  {XJi  zwei  be- 
liebige Punkte,  80  giebt  es  im  Netze  {t}<px)  einen  einzigen  Kegelschnitt, 
der  durch  diese  Punkte  geht.  (Vergl.  Schroeter,  Steiner 's  Vor- 
lesnngen.)  Um  ihn  zu  finden,  wähle  man  aus  den  beiden  Kegelschnitt- 
büscheln {ii<p)  und  {(fx)  diejenigen  Kegelschnitte  und  v,  welche  durch 
0  gehen,  und  wähle  ferner  im  Büschel  (|tt  r)  denjenigen  Kegelschnitt  p, 
welcher  durch  (),  geht,  so  ist  dieser  der  verlangte.  —  Die  gerade  Polare 
von  Q  bezüglich  A^  sei  (/ ,  dann  liegen  die  Pole  aller  conischen  Polaren 
von  A'^,  welche  durch  Q  gehen,  auf  deshalb  müssen  diese  conischen 
Polaren  ein  Büschel  bilden.    In  diesem  giebt  es  einen  Kegelschnitt,  der 
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znnBAschel  (t^g?)  gehört;  dieser  Kegelsehnitt  ist  die  eoDiselie  Polare  d^s 
Schnittpunktes       von  7  und  EF  und  nraw  mit  dem  vorher  gefundenen 
K^i^plschnitt  (i*  zusaramenfallen.     Ebenso  ist  v  die  conische  Polare  des 
Schnittpunktes       von  FK  und  7;  die  conischen  Polaren  aller  Punkte 
von  5Di3i  bilden  das  Büschel  (fiv);  in  ibm  ist  ein  Kegelschnitt  enthalten, 
der  dnrch  0^  geht  und  die  conische  Polaro  des  Schnittpunktes  von  mit 
fj,  der  geraden  Polare  von  (),  ist.    Dieser  Kegelschnitt  fällt  mit  (>  zu* 
MUDmen  und  daraus  folgt,  dass  alle  conischen  Polaren  einer  Cnrve 
pin  Kegelschnittnetz  bilden.  —  Die  Tripelcurve  (5*  dieses  Netzes  heisst 
die  Hesse*  sehe  Cnrve  der  Cnrve  K^.    Es  sei  g  eine  beliebige  Gerade, 
10  bilden  die  eonisehen  Polaren  aller  ihrer  Punkte  in  Besng  anf  ein 
Kegebobnitftblisehel.    Dieses  enthilt  drei  Geradenpaare,  deren  Seheitel 
Punkte  von      sind.   Ist  0  ein  Pnnkt  anf     dessen  conisehe  Polare  ein 
Garadeopaar  mit  dem  Scheitel  0^  ist,  so  geht  aneh  die  gerade  Polare 
foi  0  dnreh  0|,  folglieh  mnss  0  anf  der  geraden,  wie  auf  der  eonisehen 
Ptlire  von  Oj  liegen ;  diese  letstere  mnss  also  ein  Geradenpaar  mit  dem 
Scheitel  O  sein  und  daraus  folgt,  dass  0  ein  Punkt  von  ^  sein  muss, 
weil  er  zu  den  Tripelpunkten  des  Netzes  gehört.    Für  die  Hesse 'sehe 
Cnrve  von  A' '  folgt  daher  die  Eigenschaft,  dass  die  conischen  Polaren 
aller  ihrer  Punkte  Geradenpaare  sind. 

Ist  W  ein  gemeinschaftlicher  Punkt  der  Curve  A'"^  und  ihrer  Hesse- 
schen Curve  6^  so  muss  seine  conische  Polare  ein  Goradenpaar  (w«',) 
sein,  dessen  einer  Theil  fv  die  in  W  bertthrt,  dessen  anderer  Tbeil 
"t  je  zwei  Cnrvenpunkte  von  K^^  die  mit  W  in  einer  Geraden  liegen, 
harmonisch  von  W  trennt.  Die  erstere  der  beiden  Geraden  w  kann 
keinen  Pnnkt  ausser  W  mit  gemeinsam  hahen,  denn  wBre  P  noch 
Bm  Sehnittpnnkt  von  n  nnd  JT*,  so  mttsste  seine  gerade  Polare  dnreh  W 
liehen  nnd  in  P  herühren,  also  wieder  die  Gerade  iv  sein,  nnd  diese 
vflrde  dann  in  swei  Punkten  hertthren.  Daher  mflsseo  AT'  nnd  jv 
lieh  in  drei  msammenfallenden  Punkten  sehneiden  nnd  es  ist  IF  ein 
VITendepmikt  Ton  K\  w  seine  Wendetangente,  tv^  seine  harmonisehe  Po* 
are.  Wir  folgern,  dass  alle  Schnittpunkte  einer  Cnrve  dritter  Ordnung 
und  ihrer  Hesse' Bchen  Curve  Wendepunkte  der  ersten  sind. 
Auf  einer  Tripelcurve  seien  ABCD  vier  beliebige  Punkte;  es  soll 
;ezeigt  werden,  dass  alle  Kegelschnitte  mit  den  Grundpunkten  ABCD 
lie  noch  in  solchen  zwei  Punkten  schneiden,  dass  ihre  Verbindungs- 
inien  sich  in  einem  Punkte  von  treflFen.  Steiner  hat  für  die  Tri- 
pelcurve bewiesen,  dass,  wenn  zwei  Gerade  dieselbe  schneiden  und  man 
•ie  sechs  Schnittpunkte  verbindet,  die  Verbindungsgernden  die  Curve 
neder  in  drei  Punkten  einer  Geraden  treffen.  Durch  die  vier  Punkte 
\RCD  werden  drei  Linienpaare  bestinuni  (AB,  CD),  {AC,  BD),  (AD,  BC), 
relehe  die  Cnrve  nooh  in  F;  IT;  /,  IT  sehneiden  mSgen;  dann  tref- 
en  naeh  dem  angellihrteo  Satie  die  Geraden  AD,  BC,  KP  nnd  aneh  AC, 
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liDf  EF  die  Corve  in  drei  Pnnkten  iT,  M  nnd  (7,  By^  M  einer  Geraden. 
Conjugirte  Punkte  der  Tripelcurve  eines  Netzes  sind  solche,  dass  die 
Polaren  des  einen  in  Beztig  anf  alle  Kegelschnitte  des  Netzes  sich  im 
andern  schneiden.  Zu  ABCDEFGHJK  seien  3l9365)e5®^3Ä  die 
coojugirten  Punkte,  dann  sind  und  (SÜ)^  zwei  Tripel,  weil  sie 

SQ  den  Schnittpunkten  ABE  und  CD¥  zweier  Geraden  mit  C  conjugirt 
sind.     Je  zwei  Tripel  liegen  aber  auf  einem  Kegelschnitt,  also  müssen 
auch  5l33tST  (?i5         einem  Kegelschnitt       liegen.    Unter  den  Kegel- 
schnitten des  Netzes  giobt  es  drei  Geradenpaare,  deren  Scheitel  in 
liegen;  dieBC  Geradenpaare  seien  (rfrf,),  (AAi)-    Di«  Polaren  aller 

Punkte  von  bezüglich  dieser  Geradenpaare  bilden  drei  projectivische 
Büschel  mit  den  Scheiteln  3) (5 5;  •^i©  beiden  letzten  Büschel  erzengen 
einen  Kegelschnitt,  der  durch  (J  und  ^  g^^^  ^"^^  auch  durch  die  coo- 
jugirten Punkte  AB  CD  zu  31^  CT),  also  liegen  die  sechs  Punkte  A  liCh^% 
auf  einem  Kegelschnitt.  Ebenso  lässt  sich  nachweisen ,  dass  die  Punkte 
^ und  />  C'/>3i^  je  auf  einem  Kegelsclinitte  liegen.  Die  Linien 
^5»  3^  müssen  aber  durch  If  gehen;  denn  denkt  man  sich  M  mit 

den  Paaren  conjngirter  Punkte  von  durch  Gerade  verbunden ,  so  bil- 
den diese  eine  Involution,  zu  deren  Strahlenpaaren  also  auch  ME  und 
^f©,  MF  und  M%  gehören.  Da  aber  ME  und  MF  zusammenfallen,  so 
niuHS  dies  auch  mit  iV(5  und  M'^  der  Fall  sein;  es  liegen  also  ^'^My 
®S^M,  ^^M  je  in  einer  Geraden.  Wir  haben  also  durch  AflCD  sechs 
Kegelschnitte,  welche  in  den  Punkten  E  F,  GU,  JA', 
schneiden,  und  iu  jW  seclis  Strahlen  durch  diese  Punkte.  Jedem  der 
sechs  Kegelschnitte  entspricht  also  ein  bestimmter  Strahl  von  M  und 
diesem  wieder  jener  Kegelschnitt,  folglich  sind  die  sechs  Kegelschnitte 
in  projectivischer  Beziehung  mit  den  sechs  Strahlen.  Denkt  man  sich 
durch  M  alle  möglichen  Strahlen  gezogen,  so  entsprechen  ihnen  in  der 
durch  jene  sechs  Paare  festgestellten  projeetivisclien  Beziehung  alle  mög- 
lichen Kegelschnitte  des  Büschels  {AB  CD)  und  es  erzeugen  die  projec- 
tivischen  Büschel  {AB CD)  und  M  eine  Curve  Cj^  dritter  Ordnung,  welche 
mit  der  Tripelcurve  6'^  17  Punkte  gemein  hat,  nämlich  ABCDEFGHJK 

Die  Polaren  von  M  bezüglich  der  Kegelschnitte  des  Büschels  {AB CD) 
schneiden  sich  in  einem  Punkte  M'  nnd  bilden  ein  zum  Büschel  M  pro- 
jectivisches  Strahlenbüschel,  weil  letzteres  mit  dem  Kegelschnittbüschel 
{AB  CD)  in  projectivischer  Beziehung  steht.  Die  beiden  Strahlenbüschel 
M  und  M'  erzeugen  einen  Kegelschnitt  fi,  welcher  je  zwei  mit  M  in 
gerader  Linie  liegende  Curvenpunkte  der  Curve  C^^  von  M  harmonisch 
trennt  und  daher  die  conische  Polare  von  M  bezüglich  Cj'  ist.  Da  er 
aber  auch  die  Punkte  EF,  GH,  JA',  ßg,  3;Ä  harmonisch  von  V 

trennt,  so  ist  er  auch  die  conische  Polare  von  M  bezüglich  C®.  —  Ist  A' 
der  Punkt  auf  M  A ,  welcher  von  A  durch  fi  harmonisch  getrennt  wird, 
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80  ist  A'  ein  Tunkt  beider  Curven  C  und  T,'.  Auf  dieselbe  Art  erhält 
man  auf  den  Geraden  MB,  M(\  MD  die  Curvenpunkte  BCD\  die  beiden 
Carven  geracinscliaftlich  sind.  Daher  müssen  die  vier  Kegelschnitte  des 
Büschels  (AliCD),  welche  durch  ÄB'C'D'  gehen,  beide  Curven  C,,  und 
in  ADCD  berühren;  diese  berühren  sich  also  selbst  in  den  fünf  Punk- 
ten ABCDM. 

Vorher  ist  schon  gezeigt,  dass  M  für  63  und  C,^  dieselbe  conische 
Polare  hat.  Dies  lässt  sich  auch  für  die  Punkte  ABCD  nachweisen.  Es 
gehen  von  A  drei  Secanten  aus,  welche  die  beiden  Curven  nur  in  ihren 
gemeinschaftlichen  Punkten  treften,  es  sind  dies  // AC,  AJf\  sie  schnei- 
den die  Curven  noch  in  A'.  J.  Construirt  man  die  harmonischen  Mit- 
telpunkte des  zweiten  Grades  der  Punkte  AHE,  ACG,  ADJ  für  A  als 
Pol  und  bezeichnet  sie  mit  B^Ii^,  ^i^'s)  ^1  ^^^11^  der  eine  C,, 

/?j  mit  A  zut^amracB.  Die  conischen  Polaren  von  A  bezüglich  beider 
Gurren  müssen  beide  in  A  berühren  und  durch  B^C^/K,  gehen,  also  zu- 
Mumnen fallen.  Ebenso  haben  die  Punkte  B^  6',  D  für  und  die- 
selbe conuche  Polare.  Die  Polaren  von  ABCD  bezeichnen  wir  mit 
aßyd. 

Jetit  lüsflt  sich  neehweisen,  dass  jeder  beliebige  Punkt  dieselbe 
conische  Polare  in  Bezug  auf  nnd  hat.  Durch  einen  beliebigen 
Punkt  JT,  dessen  conischo  Polaren  bezüglich  der  beiden  Curven  ^  und  || 
sein  mögen,  lege  man  eine  beliebige  Gerade  r,  welche  in  ^,  i^C  in 
iV,  AD  in  12"  schneidet;  die  conischen  Polaren  dieser  drei  Schnittpunkte 
seien  ^  nnd  ^, ,  p'  und  q\  ,  q"  und  q'\  ,  Die  Polaren  g  und  gehören 
snm  Bllseliel  (aß),  wsil  A  vatJB  liegt;  sie  müssen  femer,  de  ^i?  beide 
Onnren  C*  nnd  in  demselben  Punkte  S  schneidet,  durch  die  harmo> 
niachen  Mittelpunkte  des  sweiten  Grades  der  Punkte  JBß  fUr  B  mU 
Pol  gehen ,  also  nsiiBmenfaBeB.  Dasseibe  leigt  mso  für  und  q\  ,  q" 
und  q\.  Fem  er  mttssen  ,*  da  Ai^^iT  auf  derselben  Geraden  r  liegen,  die 
drei  eoniieben  Polaren  qqq"  sieh  in  denselben  vier  Punkten  sebneiden 
und  durch  diese  müssen  aueh  die  eonisehen  Polaren  |  und  von  X 
gehen.  Zieht  man  dureh  Z  eine  andere  Linie  9,  so  IXsst  sieb  ebenso 
folgern,  dass  |  und  ^  dureh  yier  andere  Punkte  gehen  müssen,  also 
haben  sie  seht  gemeinsame  Pnnkte  und  fallen  daher  suiammen.  —  Dies 
folgt  auch  daraus,  dass  die  Punkte  einer  Oeraden  und  ihre  eonisehen 
Polaren  in  projectiTiseher  Besiehung  sieh  befinden.  Also  hat  man 
{BB^/t'X . . . )  Ä  ((>  V  i  •  •  • }  ä  (9  q'q" •  - )  i  I  ^od  Ii  fallen  also  susammen 
und  der  beliebige  Punkt  JT  hat  für  beide  Gurren  dieselbe  eonisehe  Po- 
lar&  —  Nehmen  wir  X  auf  an,  so  berührt  seine  eonisehe  Polare  { 
beaOglieh  C*  diese  Gurve  in  JT;  da  aber  i  aueh  die  eonisehe  Polare  tou 
X  in  Besug  auf  C^*  ist  und  dureh  ihren  Pol  JT  geht«  so  muss  dieser  aueh 
ein  Punkt  von  Ci*  sein,  d.  h.  nnd  haben  alle  ihre  Punkte  ge- 
meinsehaftlieh,  sie  fallen  susammen,  und  da      durch  das  Kegelsehniti- 
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bllschel  (ABCD)  uid  das  projectivieelie  Strahlenblliehel  Af  enengt  vird, 
80  wild  eneh  C*  d&reh  diese  beiden  Bfiseliel  enengt  und  es  folgt: 

„Sind  AB  CD  irgend  Tier  Punkte  einer  Tripelenrre  C\  so  schnei- 
det ein  ▼eriebler  Kegelschnitt  %  dnreh  dieselben  C  in  swei  verisblen 
Punkten  JTF,  deren  Verbindungslinie  durch  einen  festen  Punkt  N  geht. 
Das  KegeischnittbOschel  (ABCD){%,  ...)  ist  dabei  in  projeetivischer 
Besiehnng  mit  dem  StrahlenbQschel  ^/(A'F,  ...)/* 
Ans  diesem  Satse  folgt: 
„Jede  Tripelcnnre  ist  durch  neun  ihrer  Punkte  im  AllgemeineB 
▼ollständig  und  «ndeutig  bestimmt. 

Zwei  Tripeicunren  sehneiden  sieh  höchstens  in  neun  Punkten." 
Die  He  SSO*  sehe  Curve  der  Tripeleurre      sei  6';  da  sie  ebenfidb 
eine  Tripeleurre  ist,  so  sehneidet  sie  die  erstere  in  neun  Punkten,  die 
flir  dieselbe  Wendepunkte  sind.  Wir  beseiehnen  sie  mit  WW^ fT,. 
In  fF  und  l^i  denken  wir  uns  je  drei  Punkte  STÜ  und  in  ge- 

rader Linie  Tereinigt,  dann  mflssen  die  drei  Schnittpunkte  S^T^Ü^  von 
SS^^  TT^t  C7I7,  mit  in  einer  Geraden  Hegen  und  da  sie  in  einen 
Punkt  susammenMlen ,  so  muss  dieser  ein  Wendepunkt  sein  und  daher 
gebt  jede  Gerade,  welche  swei  Wendepunkte  Terbindet,  noch  dnreh  einen 
dritten. 

Mit  W  mögen  noeh  in  einer  Geraden  liegen  die  Wendepunkte  IF|, 

^s^4«  ^ft^e>  ^i^9i  j^«*  ^>^>r  ^^»^  durch  die  Gerade 
»1  von  fF  harmonisch  getrennt,  daher  muss  die  conische  Polare  von  W 
besflgllcb  auch  ein  Geradenpaar  sein,  dessen  einer  Theil  iv,  ist;  der 
andere  Theil  ts  berlihrt  (j^*  in  und  kann  ausser  IP  mit  <5*  keinen 
Punkt  gemeinschaftlich  haben.  Deshalb  ist  fF  ein  Wendepunkt  auch 
Ton  H\    Daraus  folgt: 

„Eine  Tripeleurre  und  ihre  Hesse* sehe  Curre  schneiden  sieh  in 
neun  Punkten,  die  fUr  beide  Gurven  Wendepunkte  sind.** 

Vorher  fanden  wir,  dass  alle  Sehnittpunkte  einer  Gurre  IT*  dritter 
Ordnung  und  ihrer  Hesse* scheu  Ounre  ft'  Wendepunkte  der  ersten  sind; 
wir  wollen  snnltebst  seigen ,  dass  sie  auch  W^depunkte  der  sweiten  sind. 

Es  seien  W^F^  awei  Wendepunkte  von  Jf',  es  sei  femer  8  der 
Schnittpunkt  tou  W  mit  ft*.  Die  conischen  Polaren  aller  Punkte  Ten 
WW^  besllglich  AT*  bilden  ein  Kegelschnittbflsehel,  dessen  Grundpunkte 
LMNO  seien.  In  diesem  Btischel  sind  drei  Geradenpaare  Torhanden, 
die  eonischen  Polaren  Ton  WW^S,  Wenn  wm  und  io^f»\  die  Wende- 
tangenten und  harmonischen  Polaren  tou  FPnnd  sind,  so  mögen  sich 
»  und  Wi  in  X,  w  und  nf\  in  Jf ,  m'  und  in  ilf,  »  und  w\  in  0  treffsn. 
Da  das  Kegelschnittböschel  {LMNO)  an  den  EegelschniUbflschela  des 
Netses  der  eonischen  Polaren  von  iT*  gehört,  so  sind  die  drei  Tripel- 
punkte  desselben  drei  Punkte  von  ft*  und  bilden  auf  JK*  ein  Tripel;  ihre 
eo^jugirten  Punkte  müssen  in  einer  Geraden  liegen  und  sind  WW^S» 
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Wir  beieidiBeD  die  drei  Tripelpuakte  {ww*)  mit  O»  {,w^w  ^  mit  91  und 
den  dritten  mit  €f,  dann  mnaa  S  auf  aofO€(  und  W  wa!t^% 

liegen ;  daher  ist  W  der  Sehnittpunkt  Ton  w  und     @ ,        der  von 

und  0@.  Da  aber  X^/D  W  und  ZiV^ffj  je  vier  harmonische  Punkte 
sind,  so  müssen  sich  die  Geraden  J/A',  0:)i,  WW^  in  einem  Punkte 
schneiden  und  dieser  muss  6'  sein,  denn  er  ist  der  Schnittpunkt  von  D9i 
und  Jf  Jf\ .  Das  dritte  Geradenpaar  des  Büschels  ist  (^ViV,  LO)  mit  dem 
Scheitel  der  eine  Theil  desselben,  M geht  durch  hindurch.  Dieses 
Geradenpaar  ist  die  conische  Polare  von  <S  in  Bezug  auf  A'^  und  da  die 
coBische  Polare  durch  den  Pol  S  geht,  so  muss  dieser  auf  der  Curve  Si^ 
liegen,  also  ein  Schnittpunkt  von  und  ^  und  deshalb  ein  Wende» 
pnnkt  sein.    Wir  bezeichnen  ihn  mit  fT^.    Darens  folgt: 

„Eine  Gerade,  die  iwei  Wendepunkte  einer  beliebigen  Corve  IT' 
dritter  Ordnung  verbindet,  trifft  diese  Cn^e  noeh  in  einem  dritten.*' 
Ist  nvn       noeh  ein  Schnittpnnkt  von  £^  nnd  ft*,  abo  ein  vierter 
Wendepunkt  von  iT*,  so  muss  die  Oerade  WfF^  die     noch  in  einem 
fliaften  Wendepunkte  fF^  sehneiden;  die  Geraden  und      ff\  mö- 

gen Ifl  noeh  in  und  schneiden,  dann  weiter  WW^  und  ff^fFg  ™ 
^7  und  fV^  etc.,  so  sind  alle  diese  Punkte  Wendepunkte  von  AT*.  Es 
ist  zu  untersuchen,  ob  dieses  Ziehen  von  Geraden  sich  schliesst,  d.  h. 
ob  die  Verbindungslinie  zweier  Wendepunkte,  z.  B.  nicht  etwa 

durch  ß  geht,  so  dass  IV^  und  Jfg  mit  Jf'^  zusammenfallen  würden.  Die 
conische  Polare  von  W  ist  das  Geradenpaar  ww'-^  die  harmonische  Polaro 
w'  trennt  ^^'i  ^^2»  ^^'3^4»  5  ^^'7  harmonisch  von  IV  und  daher  muss  die 
coaische  Polare  von  fV  in  Bezug  auf  auch  ein  Geradenpaar  sein, 
dessen  einer  Theil  rv'  ist,  denn  die  Punkte  Jf\  2  W3  ff^  H  5  Jf,  sind 
auch  Punkte  von  Daraus  folgt  dann,  dass  auch  ein  Wendepunkt 
▼on  ist,  dass  femer  alle  Schnittpunkte  von  und  St^  auch  Wende- 
punkte von  sind,  dass  also  IT*  nur  neun  Wendepunkte  haben  kann, 
wdl  fi*  nur  neun  hat.   Es  folgt: 

„Jede  Curve  if*  dritter  Ordnung  wird  von  ihrer  Hesse'sehen 
Onrve  in  den  gemeinschaftlichen  neun  Wendepunkten  gesehnitten.'* 
Legt  man  durch  die  vier  Wendepunkte  fF^,  von  denen 

^iW^  und  3 mit  W  in  einer  Geraden  liegen,  einen  Kegelschnitt, 
80  muss  dieser  in  zwei  Punkten  treffen,  die  auch  mit  W  in  einer 
Geraden  liegen,  weil  die  harmonische  Polare  tv  von  W  zugleich  die  Po- 
lare von  ff'  in  Bezug  auf  jenen  Kegelschnitt  ist.  Wir  erhalten  daher 
ein  Kegelschnittbüschel  mit  den  Grundpunkten  /f'j  Jf^^  Jf'^  und  in  W 
ein  projectivisches  Strahlenbüschel,  wenn  wir  jedem  Kegelschnitt  des 
Büschels  denjenigen  Strahl  entsprechen  lassen,  der  durch  die  Schnitt- 
puakte  des  Kegelschnittes  mit       geht,  d.  b.: 

„Jede  Curve  A'^  dritter  Ordnung  kann  durch  ein  Kegelschnitt- 
bOscbel  und  dn  projectivisches  Strahlenbtischel  eraengt  werden,  wenn 
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die  Grundpunkte  beider  Biiscliol  solche  Wendepunkte  sind,  die  zwei- 
mal zu  je  dreien  in  einer  Geraden  liegen." 

Da  eine  Tripclcurve  erst  durch  neun  ihrer  Punkte  bestimmt  ist,  so 
latiscn  sich  durch  acht  Punkte  unzählig  viele  Tripelcurven  legen,  und 
zwar  schneiden  sich  alle  noch  in  demselben  neunten  Punkte.  Es  seien 
die  Tripelcurven  durch  die  acht  Punkte  ABCDEFGH  ge- 

legt, dann  liegen  alle  Punkte  -V  von  der  Beschaffenheit,  dass  dau  Strahlen- 
büschel X{EFGH)  in  projectivischer  Beziehung  mit  dem  Kegelschnitt- 
büschcl  {A  B  C  D)\E  FG  H\  steht,  auf  einem  Kegelschnitte  oder  mit 
anderen  Worten:  die  gegenüberliegenden  Punkte  ;W .V, ^f^  ., .  der  Punkte 
ABCD  in  den  verbchiedenen  Curven  i;^.^^!^^^^. . .  liegen  auf  ^;  die  Curve 
6^  schneidet  ^  in  EFlillM  und  noch  in  einem  sechsten  Punkte  dann 
mu88  dem  Strahl  MJ  der  Kogelschnitt  entsprechen,  der  durch  die  fünf 
Punkte  ADCDJ  bestimmt  ist;  diesem  müssen  auch  die  Strahlen  .Vj/, 
M^Jy  ...  entsprechen,  da  die  Büschel  M  { E  FG  H  J . . .)  ^  j)l^{EFG/IJ. 
M.^{EFGUJ ...),  ...  und  (A  D  C  D) \E  FG  IJJ . . .  \  in  projectivischer  Be- 
ziehung stehen.  Also  schneiden  sich  alle  Tripelcurven  (^-^  . . . 
noch  in  /. 

Ä''  sei  wieder  eine  beliebige  Curve  dritter  Ordnnng,  i^^  ihre  Ilehse'bche 
Curve,  wieder  deren  Hesse' sehe  Curven,  so  schneiden  sich  die^e 
drei  Curven  in  ihren  neun  gemeinschat\lichen  Wendepunkten  Jf'ff*  ...  U'^  U'^ . 
Durch  die  acht  Punkte  IV  fV^  . . .  W^W^  denken  wir  uns  alle  Tripelcur- 
ven ß/C^a*^-  -©*  gelegt,  so  müssen  diese  alle  noch  durch  IV^  gehen  und 
haben  sämmtlich  dieselben  neun  Wendepunkte.  —  Mit  W  mögen  in  gerader 
Linie  liegen  n\         n\  W^,  l}\  n\.  Wir  wählen  Jr,      W.^  ff\  zu 

Grundpuukten  eines  KegelschnittbUschels  und  erzeugen  durch  dieses  und 
durch  ihre  projectivischen  Strahlenbüschel  in  ÄF'alle  Curven  (i^. 
In  allen  diesen  projectivischen  Büscheln  entsprechen  den  Geradenpaaren 
(fFj  Jr,,  IV^  H\)  und  {ff\ lf\,  yf\  n\),  deren  Gerade  durch  (Jf^,  W^)  und 
(TF7,  iVg)  gehen,  die  Geraden  TTTysTTg  und  WW^W^.  Dem  Geraden- 
paar ( Tfj ,  W3  TTJ  entsprechen  die  Wendetangenten  wiVi  . . .  n?^  in 
W.  Wählen  wir  die  Geraden  )Vj  . . .  n),^  •  so  erhalten  wir  alle  Curveu 
durch  die  neun  Wendepunkte;  da  w  nnter  den  Geraden  )r ...  tv^^  enthal- 
ten sein  muss,  so  gehört  AT'  xnr  Reihe  der  Tripelcurven  ..6^. 
Demnach  gelten  alle  für  eine  Tripelcnnre  bewiesenen  S&tse  für  jede  be* 
liebige  Curve       dritter  Ordnung.    Ans  Allem  folgt: 

„Jede  Curve  iS^  dritter  Ordnung  kann  als  Tripelcurve  «ngeseben 
weiden  nnd  man  kann  sie  daher  auch  durch  ein  Kegelscbnittbttschel 
und  eiff  projeetivisebes  Strahlenbttscbel  erzeugen.  Sie  ist  dnrch  nenn 
Punkte  im  Allgemeinen  yoUatändig  und  eindeutig  bestimmt  und  wird  von 
einer  andern  Curve       dritt«r  Ordnung  in  nenn  Punkten  geschnitten.** 

Weissenburg  i.  E.  Milinowski. 
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ZVI.  Ueber  Tangenten  und  Normalen  an  Carrentyitemen. 

In  rechtwinkligen  Coordinaten      die  Gleiebang  einer  Flancnrve 

1)  F(a:,y)  =  0 

oder  kurz  F=ü,  und  es  werde  ein  Curvenpunkt  xij  mit  einem  festen 
i'uukte  fjh  durch  eine  Gerade  verbunden;  für  den  Fall,  dass  letztere  die 
Curve  iio  Punkte       berühren  soll,  gilt  dann  bekanntlich  die  Bedingung 

wogegen  für  den  Fall,  dass  die  Gerade  im  Punkte  xy  rechtwinklig  zur 
Curve  liegen  soll,  die  Bedingung 

gtattfinden  mnea. 

Wenn  nun  die  Gleichung  der  Cnrre  aneeer  x  und  y  einen  Para- 
meter p  enthält,  10  entsteht  dnrch  continnirliche  Aendernng  des  letate» 
ren  eine  Schaar  von  Cnrren  derselben  Art,  nnd  es  kann  nach  der  Cnnre 
gefragt  werden,  anf  welcher  entweder  die  BerOhmngspunkte  aller  Ton 
an  sXmmtliche  Guren  gezogenen  Tangenten,  oder  die  Fusspunkte  der 
von  gh  anf  jene  Cnrven  gefüllten  Normalen  liegen.  Die  Antwort  ist  sehr 
leicht;  man  findet  die  Gleichung  des  ersten  geometrischen  Ortes  dnrch 
Elimination  von  p  ans  1)  nnd  2),  die  Gleichung  des  sweiten  Ortes  durch 
Elimination  von  p  ans  1)  und  3). 

Am  einfachsten  gestattet  sich  diese  Elimination,  wenn  die  Gleichung 
1)  nach  p  anfgeldst,  also  in  die  Form 

f{x,  y)=p 

gebracht  werden  kann,  wo  fix^y)  kein  p  enthält.  Die  Gleichungen  2) 
und  3)  sind  dann 

(— »)  ^  +  (»-»)  %  =  0.  («-»)  1^- ör-») =  0. 

und  da  sie  p  nicht  enthalten,  so  sind  sie  ohne  Weiteres  die  Gleichungen 
der  gesuchten  Oerter. 

EnthHlt  die  Gleichung  der  Curve  zwei  Parameter  p  und  y,  welche 
sich  gleichzeitig  ändern,  so  ist  es  zur  Entstehung  eines  gesetzmässigeu 
Curveusystems  erforderlich,  dass  p  und  '/  einer  bestimmten  Bedingung 
4)  9(/'.<7)  =  0 

genttgen;  die  Gleichung  des  geometrischen  Ortes  der  Tangentenberüh- 
rungspnnkte  findet  mau  jetzt  dnrch  Elimination  von  p  und  g  aus  1),  2) 
und  4),  den  Ort  der  Normalenfusspunkte  durch  Elimination  von  p  und 
q  ans  1),  3)  und  4). 

Bei  der  Einfachheit  der  Sache  wird  die  blosse  Angabe  cdniger  spe- 
ciellen  Kesultate  genfigen. 
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rarabeln.    Aendert  »ch  p  in  der  Gleichung 

— P8f  — 0  oder 

so  entsteht  eine  Schaar  von  Parabeln,  welche  den  Scheitel  und  die  Axe 
gemein,  dagegen  verschiedene  Parameter  haben.  Für  die  Berühmngs- 
punkte  der  Tangenten  ergiebt  sich 

xy]r  hx  —  1<jy  =  0\ 
der  betreffende  geometrische  Ort  ist  hiernach  eine  gleichseitige  Hyperbel, 
welche  durch  den  Parabelscheitel  und  den  festen  l'uukt  £/,  //  geht,  deren 
Mittelj)unkt  die  Coordinaten  2^  und  — h  besitzt  und  deren  Asymptoten 
parallel  zu  den  ursprünglichen  Coordinatenaxen  liegen. 

Der  geometrische  Ort  der  Normalenfusspunkte  hat  zur  Gleichung 

ist  also  eine  Ellipse,  welche  durch  den  Parabclscheitel  und  den  Punkt 
^,  h  geht,  deren  Mittelpunkt  die  Coordinaten  \h  besitzt  und  deren 
Halbaxen  — — -  ,  

2       '  2/2 

parallel  zu  den  Coordinatenaxen  liegen.  Ilieraus  folgt  beiläufig  eine 
Lösung  der  Aufgäbet  einem  gegebenen  Punkte  gh  Normalen  auf  eine 
gegebene  Parabel  zu  fällen ;  die  Durchschnitte  der  Parabel  mit  der  vor- 
erwähnten Ellipse  sind  nämlich  die  Fnsspunkte  der  gesuchten  Normalen. 
Bei  allgemeineren  parabolischen  Curven,  welche  durch  die  Gleichung 

charakterisirt  werden,  bleibt  die  Sache  siemlich  dieselbe;  ftir  die  Be- 
rührungspunkte ergiebt  sich 

(fi  —  v)     4- y —  ft^y  SS  0 
und  für  die  Fnsspunkte 

»a- (x  —  f7) -I- (y  - /<)  =  0. 
Aohuliche  Kegelschnitte.    Betrachtet  man  in  der  Gleichung 

^  6« 

A"^  als  veränderlichen  Parameter,  so  erhält  man  ein  System  concentrischer, 
ähnlicher  und  ähnlich  liegender  Ellipsen;  der  geometrische  Ort  der  Be- 
rührungspunkte hat  dann  zur  Gleichung 

?  6«  " 

und  ist  hiernach  eine  durch  die  Punkte  0,0  und  g^h  gehende  ähnliche  Ellipse. 

Für  den   geometrischen  Ort  der  Normalenfusspuukto  ergiebt  sich, 
wenn     — mit      bezeichnet  wird, 

e'^xij  -f  b-hx  —  a-gy  —  0; 
dieser  Gleichung  entspricht  eine  gleichseitige  lly])erbel ,  welche  durch  die 
Punkte  0,0  und  y,  A  geht,  deren  Mittelpunktficoordiuateu 


Digitized  by  Google 


Kleinere  Miitheilangen.  839 


«iud,  dereu  Asymptoten  parallel  den  Coordinatenaxen  liegen  und  deren 
Halbaze  ^^/fgh  ist. 

nicraofl  folgt  eine  Lösung  der  Aufgabe,  Ton  emem  gegebenen  Punkte 
gh  Normalen  zu  einer,  aus  den  Ualbaxen  a  und  b  eonstruirten  Ellipse 
so  liehen;  die  Durchachnitte  dieser  Ellipse  mit  der  vorigen  Hyperbel 
aiod  nSmlicb  die  Fnsspunkte  der  geatiebten  Normalen. 

Llsst  man  —6*  an  die  Stelle  von  6*  treten,  so  erbllt  man  analoge 
Sitae  för  die  Hyperbel. 

Confocalc  Kegelschnitte.    Wenn  in  der  GleichuDg 

+  ^  =  p>0, 
P  9 

pvaA  q  an  die  Bedingung  .^^^^^ 

i;cknüpft  werden,  so  entsteht  ein  System  von  confocaleu  Ellipsen  und 
Hyperbeln;  da  sich  diese  Curven  rechtwinklig  schneiden,  so  sind  die 
Tangenten  an  der  einen  Curvcnschaar  gleichseitig  die  Normalen  au  der 
nndorn,  und  daher  bilden  hier  die  Berührungspunkte  der  Tangenten  nnd 
die  Fusspnnkte  der  Normalen  eine  nnd  dieselbe  Onrve  dritten  Grades, 
welche  dnreh  die  Qleiebnng 

(py  -  A«)  [« («  -  ^)  +  y  (y — Ä)]  =  e»(a: — (y  -  h) 

bestimmt  ist  nnd  durch  den  Punkt  gh  geht. 

Liegt  der  Punkt  gh  auf  der  J-Axe,  so  zerfällt  diese  Curvc  in  die 
f -Aze  und  in  einen  Kreis,  dessen  Centram  derselben  Axe  angehört  und 

dessen  Peripherie  dureb  die  Punkte  y,  0  nnd  — ,  0  geht.   Ffir  einen  auf 

der  y-Aze  liegenden  Punkt  0, zerfällt  die  Curve  in  die  y-Axe  und  in 
ttnen  Kreis,  dessen  Mittelpunkt  derselben  Aze  angehört  und  dessen 

t»  «* 

Peripherie  durch  die  Punkte  0,  h  und  0,  — -r-  geht. 

*  SOHLÖIIILOB. 


XSrSL  Veber  die  Wurzeln  der  Oleiehnng  ij*^air, 

Dnreh  Herrn  Cantor  äqf  die  vorstehende  Gleiebung  aufmerksam 
gemacht,  erlaube  ich  mir,  meine  durch  diese  Anregung  veranlassten  Un- 
tersnehnngen  hier  mitautheilen. 

Durch  Uebergang  in  den  Logarithmen  gewinnt  die  Gleichung  die  Gestalt 

|\  togx_Iogy 

X  y 

•  und  wir  kdnnen  die  Fragestellung  jetzt  dahin  umändern: 
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Hat  die  OleickiiDg 


3)  •  '^=j. 

X 

wo  A  irgend  ciuen  gogrbcncn  Werth  hat,  Auflösungeu? 

Würden  sich  z.  B.  zwei  Auflösungen  ergeben,  etwa  und  x^y  so 
würden  wir  sofort  x^x^^  ^  =  ^1  setzen  dürfen. 

Man  setze 

3)  J  =  fl.<;««, 

wo       a,  g?,  tt  reell  und      a  ab  absolute  Beträge  der  Complexeu 
dp,  A  positiv  sind. 
Dann  wird  2) 

Hier  ist  m  eine  beliebige  ganze  Zahl.  Durch  Trennung  der  imaginären 
von  den  reellen  Gliedern  wird 

log  (f  =  a(f  cos  («  4"  9) ,    qp  -|-  2  m  7t  =  fl  (j  sin  (a  -j-  qp). 
Führt  man  für  (p  ein  qp-|-2/«7t,  so  sieht  man  leicht,  dass  man  den  Zu- 
satz 2  ni 71  unterdrücken  darf,    logg  ist  also  der  reelle  Logarithmus  der 
reellen  Zahl  q  und  wir  haben  die  Schnittpunkte  der  beiden  Folarcurrea 

5)  logg  =  OQ  ,  cos{a-\-q>)^    9>  =  « p  .  *t« (a -J- 9») 

aufstmchen.   Jeder  liefert  eine  Lteung  der  Gleichung 

X 

Die  zweite  Gleichung  5)  wird 


A) 


a  .  sin  {((-{-q)) 

Für  VVerthe  von  <p,  welche  utn  ganze  Vielfache  von  27r  difi'erireu, 
bleiljt  der  Nenner  derselbe;  g  nimmt  also  unendlich  viele  in  arithmeti- 
scher Progression  wachsende  Werthe  an,  wenn  <p  vollständige  UmlHufe 
vollendet.  Auf  jedem  vollständigen  Umlaufe  finden  aber  zwei  Durch- 
gänge durch  das  Unendliche  statt,  nämlich  bei  a4"9'  =  0,  n,  2;t,  Zn 
II.  8.  w.  Schliessen  wir  deu  Specialfall  a  =  0,  also  A  reell,  vorläufig  aus, 
so  wird  die  Ourve,  indem  wir  a  zur  Fixirung  der  Ideen  als  im  ersten 
Quadranten  liegend  ansehen,  lür  <p  =  0  durch  den  Anfangspunkt  geheü; 
für  den  Nebenwinkel  von  u  wird  (j  unendlich  gross  und  erhält,  wenn  9» 
weiter  wächst,  negative  Werthe.  Die  Curve  erscheint  daher  im  entgegen- 
gesetzten Quadranten,  d.  h.  im  vierten,  beim  Winkel  27i  —  «.  Wälirend 
nun  q)  den  weiteren  Halbkreis  vom  Werflie  qp  —  tt  —  «  bis  2 n;  —  a  be- 
schreibt, liegen  die  Ourvenpunkte  der  Reihe  nach  im  vierten,  erstea 
(Eintritt  bei  gp  71)  und  zweiten  (Eintritt  hvi  gp  ^  i|  ,t).  Beim  weiteren 
Herumführen  des  Winkels  qp  über  den  Werth  cp^^rt  —  a  hinaus  wird 
der  Sinns  wieder  positiv,  die  Curve  springt  aus  dem  zweiten  in  den  vier- 
ten Quadranten  zurück.  Dieses  .Spiel  wiederholt  .sieh  nun  uneudlicli  "tt 
und  wir  können  daher  das  Gesagte  kurz  dahin  zusanunenfassen ,  däs» 
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die  Carve  sich  in  uncudlicb  Tielen  Zweigen  nur  auf  einer  Seite  des  durch 
den  Anfang  in  der  Richtung  n  —  a  gesogont  n  Strahle»  befinden  wird.  Die 
GnrreDpnnkte  mit  negativem  9  können,  als  der  Uanptnnterraelinng  fremd, 
ausgeschlossen  werden. 

Betrachten  wir  jetst  die  erste  Gleichung  5).  Man  kann  derselben 
die  Form  geben  j 

Die  linke  Seite  dieser  Oleiehung  ist  aller  negativen  Werthe  fkhig, 

erreicht  bei  9  =  e  ein  Maximum,  dessen  Werth  — ,  und  man  überzeugt 

sich  leicht,  dass  jeder  Werth  zwischen  0  und  ^  zweimal,  jeder  grüssere 

gar  nicht  angenommen  wird. 

Herr  Gantor  theilte  auf  der  diesjährigen  Philologenversammlung  in 
der  mathematischen  Section  ein  interessantes  geometrisches  Verfahren  mit. 

Nehmen  wir  also  zunlehst  an,  so  existiren,  indem  wir  wieder 

a  im  ersten  Quadranten  liegend  annehmen,  für  9=0  swei  Werthe  des  p; 

dasselbe  gilt  fBr  alle  Werthe  des  9  bis  9>==y  — dort  wird  der  eine 

Werth  des  ^  =  1,  der  andere  f  »oo,  der  eine  Zweig  der  Curve  verliert 

n 

sich  also  in  der  Sichtung  ^^-^  — «  im  Unendlichen. 

3» 

Wihrend  nun  9»  sieh  bis  auf    — a  vergrössert,  bat  9  immer  nur 

eiucu  bcätimmtcn  Werth  <  1 ,  die.  Curvo  hestoht  alfio  im  einen  Theile 
des  ersten,  im  ganzen  zweiten  und  in  einem  Theile  des  dritten  Qua- 

dranten  nur  ans  einem  Zweige.   Sobald  ^  den  Werth    —  u  ttberschrei- 

tet,  eracheiut  die  Curve  in  dieser  Kichtung  wieder  aus  dem  Unend- 
lichen, besteht  also  wieder  aus  zwei  Zweigen. 

Fassen  wir  das  Gesagte  zusammen,  so  besteht  die  Curve  auf  der 

einen  S^te  des  in  der  Richtung  dnreh  den  Anfang  gehenden 

Strahles  aus  einem  überall  im  Endlichen  liegenden  Zweige,  auf  der  an- 
dern Seite  aber  aus  zwei  Zweiget^  von  denen  der  eine  überall  im  End- 

sr 

liehen  liegt,  der  andere  aber  in  der  obigen  Biehtnng  ^    "  '^'^  beiden 

Seiten  ins  Unendliche  ausläuft.  Die  beiden  Zweige  berühren  einander 
in  einer  Kichtung,  welche  durch  die  Gleichung  gegeben  ist 

6)  i  =  o.co*(o+^), 

was  aber  nur  fttr  den  Orensfall  asl.  eintreten  kann. 

e 
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Was  nmi  die  Entfcheidong  unterer  Hauptfrage  nach  dem  Dvt^ 
sdineiden  der  beiden  Cnrven  5)  betrifft,  so  ist  snnSeliat  wiehtig,  zu  k>  ' 

IC 

merken,  daaa  die  beiden  vorbin  gefundenen  Bichtongen  n — •  nnd-^-a 

auf  einander  senkrecht  btelien.    Auch  wird  der  autmerksame  Leser  je 
funden  haben,  das»  der  Ausdruck:  „eiue  Seite  des  Strahles'*  nur  der 
Kürze  wegen  in  dieser  Unbeätimmtheit  belassen  ist. 

Wir  wollen  jetzt  diesen  Zweifel  beben  und  zwar  indem  wir  die  Cnr- 
ven, wie  es  schon  im  Texte  gesebeben  ut,  mit  A  und  B  bezeiebnen,  ti 
folgender  anschaulicher  Form,  welcbe  ohne  nähere  Beschreibung  nnnrei- 
felbaft  verstSndlicb  ist,  wenn  gesagt  wird,  dass  in  dem  Winkelraiiae  Uiki 
oben  die  Curve  Ä  gar  nicht  and  "B  in  eunfaehem  Znge  voikomnit.  Mai 
siebt  sofort,  dass  der  ins  Unendliebe  Terlanfende  Zweig  von  ^  ia  dm  i 
Quadranten  reebts  nnten  die  sämmtlieben  Zweige  von  A  dmrebselaen  m»  | 
Interessante  Fragen,  ob  im  Quadranten  reebts  oben,  ttberhanpt,  ob  nf ' 
dem  endlicben  Zweige  von  B  Sebnittpunitle  liegen ,  übergebe  ich,  da  js  ! 
die  Hauptfrage  in  bejabendem  Sinne  entschieden  ist. 


h  einfach  ver- 
zweigt. 


In  dieser  Richtung 
YOn  "B  nach 
ins  Un-  ^ 

B  doppelt  ver-'  4S 
sweigt 


I  « 


to  15  ^  einlach  ver» 
I  Ö  zweigt 


2  geht  ein  Zweig 

beiden  Seiten 
'S  endliche. 


0»  bo 


~  jß  doppelt  YOr- 
sweigt 


t:  o 


Nehmen  wir  endlich *a>»—  an,  so  erhalten  wir  für  9==^?  — o  «« 

S  2 

oben  xwei  Wertbe  des  9,  nttmlieb  1  und  oo;  wächst  9,  so  li^  «+f 

im  vierten  Quadranten,  sein  Cosinus  ist  positiv  und  fttr  jeden  Wiakd 

ezistiren  swei  Cnrvenpunkte,  bis  (p  den  Wertb  erreiebt,  wekber  dsick 

die  Gleicbung  gegeben  ist 

6)  i-  =  a.co*(«  +  9). 

Hier  liegt  ein  Haltepunkt  der  Curve,  der  zngleieb  eine  Spitse  ist.  fii 
gleicher  liegt  symmetrigch  im  ersten  Quadranten.  Ist  derselbe  übertekri*' 
ten,  so  entsprechen  wieder  jedem  Winkel  zwei  Wierthe  deö  q  also  sva 
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GoryeDpiinkte,  bU  tp^^-'f  wird,  wo  der  eine  Zweig  ins  Uaendliclie 

aotlXiift  und  der  andere  den  übrigen  Halbkreis  in  einem  einfachen  Bo- 
gen dnreblftnfk. 

Ancb  hier  ist  die  Hanptfrago  wieder  oline  Schwierigkeit  in  bejahen* 
dem  Sinne  su  entaeheiden. 

Daa  Besaitet  nnserer  Untersachnng  IXsst  sieh  daher  knn  dahin  sn- 
sammenfassen :  • 

Die  GleicbuDg  ^-^=3^,       J  irgend  eine  eompleze  Grösse  bedeu» 

tet,  ist  in  jedem  Falle  dnrch  nnsXhlige  eomplexe  Werthe  von  «  Msbar. 
Ist  «s^.«^'  nnd  jtfaa.«*',  so  hat  man  flir  grosse  Werthe  des  ^  den 

IrVinkel  <p  in  der  Nähe  des  Werthes  <;  2in»  +  ^  — a,  wo  m  ganzzahlig, 

nnfansnehen.   Irgend  ein  derartiges  Werthepaar  fttr  «  giebt  eine  LSsnng 
der  Glriehnng  or'ay'.   Es  braucht  wohl  kanm  erinnert  an  werden,  dass 
diese  Oleichvng,  Air  sich  l>etrachtet,  unbestimmt  ist 
Ein  besonderes  Interesse  bietet  noch  der  Specialfall 

logx_  1 
at  ~  e 

dar,  indem  bei  reellen  Werthen  hier  ein  Mazimnm  srss  Torhanden  ist^ 
Da  jedoch  die  Methoden  nur  genaneien  Erörterung  dieselben  bleiben, 
mag  diescur  Hinweis  dem  geneigten  Leser  genügen. 

Brilon.  Dr.  K.  Sobwbriiio. 


Berichtigung. 

In  dem  Auftatse:  „Zur  synthetischen  Behandlung  der  ebenen  Onr- 
▼en  dritter  Ordnung"  im  XXI.  Pande  dieser  Zeitschrift  kommen  einige 
Versehen  vor,  die  durch  folgende  Zeilen  berichtigt  werden  sollen. 
Für  den  Beweis  in  2  auf  S.  428  tritt  der  folgende  ein: 
Die  Kegelschnitte  x^^^x^-Xj"...  mögen  ihre  homologen  Strahlen  s^s^s^.., 
in  /'i^'n  £'x^t>  ^3^3>  schneiden.  Durch  die  beiden  Punktgrnppen 
ABB^F^E^  und  A B B^F^E^  lege  man  die  Kegelschnitte  und  Vi  »ie  mö- 
gen sich  noch  in  E  schneiden  nnd  constitniren  ein  'Q\\s(t\\e\{ABB^E^\k^X^...\* 
Ein  Kefrelsclinitt  desselben,  A3',  geht  durch  F^.  Wenn  man  die  Kegel- 
schnitte Xj-x^-x^*  und  X*k^i,^  einander  zuordnet,  so  sind  die  Büschel 
(x^...)  und  (^^•••)  projectivisch  auf  einander  und  letzteres  auch  auf  das 
Strahlenbtlschel  M{s^s^...)  bezogen.  — Zieht  man  dureh  Jlf  irgend  einen 
Strahl  jr«,  so  wird  er  von  jedem  der  Kegelsehnittbfisehel  in  einer  Tuto- 
Intion  geschnitten.  In  dem  beiden  Involutionen  gemeinsamen  Punktpaare 
treffen  sich  zwei  Kegelschnitte  x*x  nnd  A'^:  ordnet  man  je  zwei  einander 
zu,  so  sind  die  Büschel  auf  einander  und  auf  das  StiahlenbUschel  Mi^s^s^...) 
projectivisch  bezogen.  Da  bei  dieser  Beziehung  die  Elemente  Xj'  und 
K*t  ^  V  homologe  sind,  so  müssen  die  Kegelschnitte 

des  Büschels  (A'...)  die  Strahlen  des  Büschels  M{s^s^.,.)  in  denjenigen 
Punkten  trePFen,  in  denen  dirse  von  (len  ihnen  homologen  Kegelschnitten 
des  BOschels  (a^..*)  getroffen  werden.    Die  Curre  C\  welche  durch  die 
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leber  ein  äpeciellt--.  Hyperboloid  und  andere  mit  ihm  zu 
Regeltiächen.    Von  Dr.  Aianua  SciioESFL-ißS  in 

XIII.  Leber  die  Bediiigaugen  der  Aggregatzuhtun  Maciui 

Dr.  SV.  C.  WiTTWKK  in  llvi- 
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je  11.  \ 


Kleinere  Mitt lieilungeii 

\  ^'   ^Mitlietischrr  Heweis  des  Satzes,  duss  jede  el 
ciMrch  i'iii  KegeltjL-huittbvL^ehel  und  ein  prop 
L'Ugt  werden  kann.    Von  Milinowski  in  ^ 
XVI.  Ueber  Tangenten  nnd  Normalen  an  < 'urvensyetemen.  V' 
XVII.  Ceber  die  Wurzeln  der  Gleichung  v'  =  .t*.    Von  l>r.  K.  5?t  iiv, 
Brilon 
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XV. 

Ueber  die  Folarflächen  der  windschiefen  Flächen 

dritter  Ordnung. 

Tod 

Dr.  Ad.  Hochheim, 

(Voriaaismaffi) 


Envcloppen  der  Folarebenen. 

15.  Die  zweite  Folarfläohe  einer  Oeraden  G.  Constmirt  man  zu 
jedem  Punkte  einer  Geraden  G  die  Polarebene  besttglich  einer  wind- 
schiefen Fläche  1),  so  wird  dieses  Eheneneystem  von  einer  abwickelbaren 
Fläche  sweiter  Ordnung  eingebfillt,  der  sveiten  PolarfUche  dieser 
Geraden.* 

län  Punkt  k  auf  der  Geraden  G  besitze  die  Coordinaten  Ii«  l««  Is« 
ein,  zweiter  Punkt  k'  die  Coordinaten  l*,,  l'g,  l',,  ,  dann  lassen  sich 
die  Coordinaten  eines  beliebigen  Punktes  anf  derselben  bezeichnen  durch 
$i  +  A|',,  IjH-AS',,  ...  nnd  das  System  der  Polarebenen  aller  Punkte 
von  G  besttglich  einer  windschiefen  Fläche  1)  entspricht  deonnach  der 
Gleichung  _       _  ^^^^^^  ^  ^U,.,) 

29)  +  2  M  §4  r 4    "  I3       -     l's  +  h  ^2)  ^3  +     ^4  +  I4 l'i)  ^4 1 

+ ^nr^ar,  -  i\x,  -  2r,r3^3 + 2r,  r4^4) = o, 

in  der  k  als  Veränderliche  zu  betrachten  ist.  Setzt  man  das  Differential 
dieser  Gleichung  gleich  Null  und  cliniinirt  mit  Hilfe  der  so  erhaltenen 
Relation  die  Grösse  i,  so  ergiebt  sich  als  Gleichung  der  Envcloppe  des 
Ebenensystems 

'1  -  k  ''-3  +  2  ^.  ^4  ^4)  ^1  -         ^.-^^2  ^3  ^3  +  2  ^\  ^  4^4) 


oder 

30) 


+ (tr,  -  feir,)««ii* + (I.  -  «^i'«)«*** = o. 


*  Cremona,  Theorie  d.  Oberfl.  S.  78. 
ZrlUduUl  f.  M«tli«MUk  a.  Shi^  XXTTT,  «.  96 
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Die  Bweite  PoUrflXebe  einer  Gefaden  G  betflglieli  einer 
windschiefen  Fläche  1)  ist  demnach  ein  Kegel  iweiter  Ord- 
nung, dessen  Spitse*  im  Dnrchsehnittspnnkte  der  drei  Ebe- 
nen/*^, Pe,  Pc  liegt  Diese  Flftehe  wird  auch  der  Polarkegel 

der  Geraden  G*  genannt. 

Von  der  Coordinatenebene  2".,  =  0  wird  der  Polarkegcl  der  Geraden 
G  in  eiper  Hyperbel  geschnitten,  und  zwar  ist  dieselbe  eine  gleichseitige, 
wenn  die  doppelte  Leitlinie  der  windschiefen  Flache  iu  der  Unendlich- 
keit liegt. 

Aus  der  Gleichung  30)  lassen  sich  fulgeude  bemerkenswerthe  Spe* 
cialfälle  ableiten. 

cc)  Schneidet  die  Gorade  G  die  doppelte  Leitlinie  der  windschiefen 
Fläche,  so  degenerirt  der  Polarkegel  in  eine  Doppelebene,  welche  die 
Doppellinie  in  sich  enthält. 

ß)  Ist  die  Gerade  G  eine  Generatriz  der  windschiefen  Fläche,  to 
schneiden  sich  alle  Ebenen  des  Systems  in  derselben. 

y)  Liegt  die  Gerade  G  in  der  Ebene  'iB=0, 
80  ist  der  Polarkegel  derselben  be-    so  liegt  die  Spitse  des  Polarkegels 
süglich  der  windschiefen  Fliehe  W    bezüglich  der  windschiefen  Fliehe 

»I    V    n  r  j     j  ^  Pnnkte  a?i  =  0,  x,=0, 

ein  parabolischer  Uylindery  dessen 

Generatrix  der  Axe  a^»0,  «^eaO  ^asO. 

parallel  läuft. 

6)  Befindet  sich  die  Gerade  G  in  der  Ebene  d^aO,  so  ist  der  Po- 
larkegel derselben  ein  hyperbolischer  Cylinder. 

c)  Liegt  die  Gerade  G  in  der  Ebene  '3=0,  so  degenerirt  der  Polar- 
kegel derselben  in  eine  Doppelebene,  die  mit  x^  =  0  zosammenfftUt;  liegt 
G  dagegen  in  der  Ebene  x^  =  Ot  so  geht  der  Polarkegel  über  iti  eine 
Doppelebene,  welche  mit  der  Ebene  ^3  =  0  zusammenfällt. 

Mit  Hilfe  von  5)  lassen  sich  die  beiden  folgenden  Sätze  ableiten: 

Die  Spitze  des  Polarkegels  der  Geraden  G  ist  der  Pol 
derjenigen  quadratischen  Polarfläche  bezüglich  einer  wind- 
schiefen Fläche  1),  welche  durch  G  hindurchgeht. 

Der  Polarkegel  der  Geraden  G  ist  der  geometrische  Ort 
aller  Pole,  deren  quadratische  Polarflächen  bezüglich  einer 
windschiefen  Fläche  1}  von  der  Geraden  G  berührt  werden. 

16w  Die  gemiiehte  Polaiflidie  iw«iar  Omden  G  «ad  C  Ocmstmiit 
man  an  jedem  Pnnkte  einer  Geraden  G  die  quadratische  Polarfliehe  be- 
sttglich  einer  windschiefen  Fliehe  1)  nnd  an  Jedem  Punkte  riner  Geiaden 
G'  die  Polarebene  besOglich  jeder  jener  qnadiatisehen  Polarfliefaen,  so 
wird  das  Ebenensystem  von  einer  Fliehe  iweiter  Ordnung,  der  gemisch- 

*  Cremona,  Theorie  d.  Oberfl.  S.  168. 
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teo  Polarfläche  der  Geraden  G  und  C',*  eingehüllt.  Nach  12)  ist 
diese  Fläche  zugleich  die  finveloppe  der  gemischten  Polarebenea  zweier 
Punkte  k  and  von  denen  dar  eine  anf  der  Geraden  6,  der  andere 
anf  der  Geraden  G'  fortgleitet. 

Gegeben  seien  anf  jeder  der  Geraden  0  und  swel  floate  Rankte, 
auf  Q  nItmllelL  k  nnd  anf  dagegen  H'  nnd  U",  Die  Ooordinaten 
dieser  Punkte  scüen 

^»  fe»  •••»     ^1»  tf»  "M     ^1»  ^ tl  •••»     1^1»  ^t»  ^8» 

dann  sind  die  Ooordinaten  irgend  eines  Punktes  auf  der  Geraden  G 

und  dier  eines  beliebigen  Punktes  auf  der  Geraden  G* 

r'.+fr..  r,+(.r„  {",+cr..  r.+^r,. 

Das  System  der  gemischten  Polarebenen  der  funkte  anf  den  Ge- 
raden Q  und      hesitat  demnach  die  Gleichung 

+i  ^r.r««.  -  r,  r,-k-  or.r, + r.r,)«,+ (r.  + r.r.)  ««t 
+ii»i?4r«<r,  -  r,r,«r,-(r.r.+ r,rj«b 

in  4ar  1  iia4  |t  tllt  aSg^iehMi  Waith«  bMÜMs  ktaMn.  OiCBantiirt 
omh  diäte  Olddrang  nach  1  nnd  |t|  Mtit  diaM  DMtannthle  i^deh  NnD 
nnd  diainiit  mit  Hilf«  diaia  beiden  Belationen  die  Tetindariiehan  OtMian 
1  and  fi,  10  argiabt  liab  all  Olaiehnng  dar  Enraloppe  da«  Bbananijitama 

{ f.  ^1  -  ^3  ^8       -  +  ^3         ^3  +  (Ii  ^4  +  ^4  ^' ^4  } 

X I  r'4  *i  -  r3  r'3  ^2  -  (r,  r, + ^3  ^3 + (i'.  r'* + r', )  } = 0. 

Die  gemischte  Folar fläche  der  beiden  Geraden  G  und  G' 
bezüglich  einer  windschiefen  Fläche  1)  ist  also  ein  Hyper- 
boloid mit  einer  Mantelfläche. 

Bezeichnen  wir  die  Gleichung  der  gemischten  Polarebene  der  Punkte 
k  and  k"  mit  /'«  =  0,  die  der  Punkte  k'  und  k"  mit  Ptfs=0  n.  s.  f.,  so 

iSsst  sieh  die  Gleichung  32)  auf  die  Gestalt  bringen 

33)  Pe.  Pe  —  Pe.  Pe  =  0. 

kk"    fc'k"'       kk'"  k'k" 

Die  gemischte  Polarfläche  der  beiden  Geraden  G  und  G' 
kann  demnach  betrachtet  werden  als  der  geometrische  Ort 
der  Systeme  tob  geraden  Linien,  welche  den  Gleichungen 


•  Cremona,  Theorie  d.  Oberfl.  S.  l&S. 
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Pe^v.Pe,    v.Pe  =  Pe^ 

kk"  kk"'  k'k'"  k'k" 

^  Pe==v.Pe,  v.Pez=Pe 

\  ktr      ifif*      UV  ku^ 

entfpreehen. 

Liwt  mui  Ir  mit  iT  und  Ae^  mit  Ii"  lUMmmenftUen,  so  dedfcn  ikb 
die  beiden  Qeraden  0  und  ^,  die  Oleielituig  32)  geht  dann  ib«  h 
die  Gleiehvng  30). 

Fellen  also  die  beiden  Oeraden  G  nnd  ^  nnsammea,  lo 
.erbaltei^  wir  einen  Kegel  sweiter  Ordnung,  nimlieb  i%\ 
Polarkegel  der  Geraden  G, 

Fftllt  die  eine  der  beiden  Geraden  mit  der  doppelten  Leitlinie  d« 
wiadachicfeu  Fläche  zusammen,  so  geht  die  Gleichung  32)  über  in 

~  0  I 

d.  b«  die  gemiaehte  Polarfläehe  der  beiden  Geraden  besteht  aof  den  ba- 
den Ebenen  «ssO  nnd  x^^^O. 

Flir  geht  die  Oleidinng  32)  Aber  in 

a?4«  =  0.  ' 

Daraus  folgt:  Verlegt  man  die  beiden  Geraden  6'  und  G'  in  die  Ebtne 
oTj  =  0,  80  degenerirt  die  gemischte  Polarflftche  derselben  in  swei  Ebeoet, 
die  beide  mit      =  0  zusammenfallen. 

Setzt  man  ^^  =  |'^s^"^  =  |'"^s=  0,  so  geht  die  Gleichung  32)  über  ii 

Befinden  aieh  also  die  beiden  Geraden  in  der  Ebene  sr^^O,  lo  bi- 
steht  die  gemischte  Polarfliche  deiselben  ans  iwei  Ebenen,  die  beide nil 
der  Ebene  «^bO  snsammenfallen« 

Dia  goMiaa  Maifliahe  einer  Ib«M  ^  buS^ieh  eiier  wiaissUifa 
nisbe  ]). 

!?•  Die  Enreleppe  der  Polarebenen  bealiglieb.  einer  windseUrfei 
Fliehe  1)  aller  Punkte,  welche  sieh  anf  einer  Ebene  befinden«  iit  em 
FUehe  dritter  Ordnnng  nnd  wird  die  gemeine  oder  kubische  Ft- 
larfliche  der  Ebene  genannt. 

Wir  benntien  snr  Ableitung  der  Gleichung  dieser  Polarfiiebe  ^ 
Methode  der  unbestimmten  Moltiplicatoren.  Gegeben  sei  die  Gleichua^ 
der  Ebene  E 

35)  fl,l,  +  a8l,  +  a3S3  + «4^4  =  0.  (F). 

Die  Gleichung  der  Polarebcne  eines  Punktes  k  mit  den  Coordinaten 
\g\  Ist  ^4  bezüglich  einer  beliebigen  Fläche  dritter  Ordnnng  (m)  iit 

36^        =        +  V"»  +  VSi  +  «4'««4  +  +  » f,i,«„ 

*  Salmon,  Aaa^  OMmtWe  dM  BanoMi  8.411. 
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Bilden  wir  die  Di£ferentiale  der  Relation 

ü+2kV=0 

Dach  igt  i^t  ikt      ^  ergeben  sich  die  Gleiehttogeii 

auf  denen  aieh  mit  H9fe  tob  36)  die  GhrÖBsen  eUnuniren 
lusen.  Ü,iai  nun  bezüglich  derselben  homogen  vom  aireiten  Giade  nnd 
denmaeh  nmta  aneh 

sein.   Da  neeh  den  Gldcihungen^  37) 

dü  dü  dü  dü_ 

ist,  80  läMt  sich  die  Gleichung  38)  überführen  in 

Führt  man  die  Elimination  ans,  so  erhftlt  man  als  Gleiohnug  der 
Enveloppe 


39) 


0 

«3 


u 


11 


u 


81 


31 


•41 


U 


U 


U 


18 
t» 
39 
41 


U. 


U, 


»13 
83 

33 


*14 
'S4 


=  0. 


Darob  Einsetsnng  der  Werthe  für  f/n,  u^g«  erhält  man  demnach  die 
Gleichung  der  gemeinen  Polarfläche  der  Ebene  £  besfiglich  einer  wind- 
sehiefen  ifläohe  1),  nämlich 


40a) 


0 

•i 
«1 
«1 


0 
0 
0 

2  «4 


0 
0 


0 


«4 

0 

0 


=  0 


2a^^a^x^x^ H-  la^a^x^x^  =  0. 


—  2«,   —  2xj 

oder 

40  b)      "1  --x*» 
Daraus  folgt: 

Die  Enveloppe  der  Polarebenen  aller  Punkte,  welche 
auf  der  Ebene  E  liegen,  ist  eine  windschiefe  Fläche  dritter 
Ordnung,-  deren  doppelte  Leitlinie  die  Gerade  .r3  =  0,  j^^^O 
und  deren  einfache  Leitlinie  die  Schnittliante  der  beiden 
Ebenen 

ist. 
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18.  Nach  4  ist  die  Polarebene  eines  Punktes  A  bezüglich  einer 
Fläche  zugleich  auch  die  Polarebene  bezüglich  der  quadratischen  Polar- 
flächc  desselben  Punktes.  Bestimmt  man  also  für  jeden  Punkt  auf  der 
Ebene  E  die  quadratische  Polarfläehe  bezüglich  einer  windschiefen  Fläche, 
1)  und  ausserdem  für  jeden  dieser  Punkte  die  Polarebene  in  Bezug  auf 
die  zugehörige  quadratische  Polarfläehe,  so  wird  das  Ebenensystem  tod 
der  gemeinen  Polarfläche  der  Ebene  E  eingehüllt.  • 

Nach  den  Erklärungen  in  15  und  17  ist  die  gemeine  Polarfläche 
«Der  Ebene  E  auch  die  Enveloppe  der  Polarkegel  aller  Geraden,  welche 
in  der  Ebene  E  liegen. 

Gegeben  seien  zwei  Ebenen  E  und  E\  welche  sich  in  einer  Geraden 
G  schneiden  mögen.  Bestimmt  man  den  Polarkegel  der  (ieraden  6',  so 
ist  derselbe  Tangentenkegel  sowohl  der  geraeinen  Polarfläche  der  Ebene 
Ey  als  auch  der  der  Ebene  E\  und  zwar  liegt  sein  Scheitel  in  jeder 
dieser  beiden  Polarflächen. 

Eine  Ebene  £  schneidet  eine  windschiefe  Fläche  1)  im  Allgemeinen 
in  einer  Curve  dritter  Ordnung.  Die  Polarebenen  aller  Punkte  dieser 
Schoittcurve  sind  zugleich  Tangentialebenen  der  windschiefen  Fläche  an 
diesen  Punkten.  Daraus  lässt  sich  schliessen:  Die  Abwickelbare 
Flüche,  welche  von  den  Tangentialebenen  längs  der  Schnitt- 
earve gebildet  wird,  ist  der  gemeinen  Polarfläehe  der  Ebene 
E  umgeschrieben. 

Ist  die  Ebene  E  Tangentialebene  der  windschiefen  Fläche  1),  so 
liegt  aueh  die  durch  den  Berührungspunkt  gehende  Generatrix  denelbsn 
auf  der  gemeinen  Polarflttcbe  der  Ebene  &, 

Durch  einen  beliebigen  Punkt  k  tei  ein  System  Ton  Sbenen 
...  gelegt  und  au  jeder  denelben  die  gemeine  Polaiflicbe  eonstmirt 
Da  der  Punkt  k  auf  jeder  dieser  Ebenen  liegt,  so  muss  die  Polarebene 
desselben  beaOglich  einer  windsebiefen  FUtehe  1)  an  Jedem  der  Syiteois 
Ton  Ebenen  gebSren,  dessen  EuToloppe  eine  jener  gemeinen  Polsr- 
flächen  ist 

Gehen  demnaeh  die  Ebenen  iB^»      alle  durch  eines 

Punkt  A,  so  ist  die  Polarebene  des  Punktes  Ar  beattglieh  einer 
windschiefen  Fläche  1)  die  gemeinschaftliche  Tangential- 
ebene der  gemeinen  Polarfläehen  der  Ehe  nen  £|f  ffg, 

19.  Gegeben  sei  eine  Ebene       welche  der  Gleichung 

entsprechen  möge.  Wenn  man  für  jeden  Punkt  derselben  als  Pol  die 
quadratische  Polarfläche  bezüglich  einer  windschiefen  Fläche  1)  bestimmt, 
so  ergiebt  sich  als  Gleichung  dieses  Systems  ron  Hyperboloiden 
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in  dor  die  VerbSltiiiase  alle  belieVigen  Werthe  besitsen  kSooen. 

Wird  nnn  die  Ebene  E  als  Polarebene  jeder  dieser  qnadreliscben  Polar- 
flächen betrachtet,  so  müssen  die  tetraedrLscben  Coordinaten  {'n  {'si  ^at 
jedes  eat^reehenden  Pelea  den  Belatienen 

«l'flfe  +  (fl2«3  $'4  -  «1  «J's)  ^3  +  (''2  «4  5*4  -  «l«2^'l)  ^4  =  0, 
(«2  S  ^'4  -  "1  «4  ^'3)  I2  +  («3*^'4  -  «1  «4  S'2)  ^3  +  i"s^i  ^\  -  «1  "3  ^'JS*  =  0 

genügen.    Eliounirt  man  die  veränderlichen  Verhältnifise 
p,     Mu  diesen  Gleiebnngen,  so  erbllt  man 

41a}     a  f 4  flg  ^'4  —  Ol  «4  l'a       <»4  i'4  —  '^i    ^'i  =  ^ 

oder 

41b)     a.'r,P.-V6',r,-2«,-.J\J',  +  2a,a,i',r'.  =  0. 

Ans  der  Ueb'ereinstimiiiiuig  dieser  letsteren  Oleicbang  mit  40  b)  folgt: 

Bestimmt  man  fttr  jeden  Punkt  der  Ebene  E  die  quadra- 
tische .PolarflScbe  beafiglich  einer  vlndscbiefen  Flftcbe  1) 
and  betrachtet  dann  die  Ebene  als  Polarebene  beafiglich 
jedes  der  Hyperboloide,  so  ist  der  geometrische  Ort  der  an- 
gehSrigen  Pole  die  gemeine  Polarfliche  der  Ebene  B  in  Be- 
sag anf  die  windschiefe  F-lXehe. 

20.  Betrachtet  man  alle  Punkte  einer  gemeinen  Polarfläche  der 
Ebene  E  als  Pole  und  bildet  zu  jedem  derselben  die  quadratische  Polar- 
fläche bezüglich  einer  windschiefen  Fläche  1)»  80  entspricht  das  System 
von  Hyperboloiden  der  Gleichung 

+H"V64^i*4«*0, 

in  der  die  Verhältnisse        r  ^l^o  möglichen  Werthe  besitzen  können. 

»4  »4 

BKminirt  man  diese  Terinderlichen  Yerbilhnisse  mit  Hilfe  der  beiden 
Beiationen 

2  I  2  ^-  2  _       2  ^  J!^^  2  _  Q  ^ 

4aia^8,€,«4'-  2a,l,y«,»i  2a,%l3  V-  6  W«f«s 
so  eigiebt  sidi  als  Oldchnng  der  EnTcloppe  des  Flächensyslems 

42)  =  0,      «»1*1  +  «2^2  +  ^^3^3  +  "4^4  = 

DieEnveloppe  des  Systems  vonllyperboloideuwird.ilso 
von  zehn  Ebenen  gebildet,  von  denen  eine  mit  der  Ebene 
Ey  Tier  mit  der  Ebene  ^8=0,  vier  mit  der  Ebene  x^  =  0  zu- 
sammenfallen. 
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Die  quadratischen  Polarflächen  aller  Punkte,  welche  auf 
der  gemeinen  Polarfläche  der  Ebene  E  liegen,  haben  diese 
Ebene  selbst  zur  gemeinsehaftlichen  Tangentialebene. 

Umgekehrt  ist.  die  gemeine  Polarfl&che  der  Ebene  E  der 
geometrische  Ort  aller  Punkte,  deren  qnedrAtische  Polar- 
flächen von  der  Ebene  E  berührt  werden. 

Die  gemeine  Polerfliche  der  Bbene 

hczüglich  einer  windschiefen  Fläche  1)  (äWt  mit  der  der  Ebene  E  xn- 
zusammen. 

21«  Anf  der  gemeinen  Polerfläehe  der  Ebene  S  besOglieh  einer 
windschiefen  Fliehe  1)  befinde  sieh  ein  Punkt  Ar.  Die  quedmtisebe  Po- 
larfliche  dieses  Fnnktee  beifiglieh  einer  windscliiefen  Fliehe  1)  wird  nack 
dem  Vorigen  yon  der  Ebene  B  in  einem  Punkte  berflhrt,  mber  nneser- 
dem  in  swei  Geraden,  welche  durch  k'  gehen,  gesehnitten.  Bildet  man 
die  Polerebenen  eller  Punkte  der  Geraden  G  und  G*,  eo  rnnss  jede  der* 
selben  eine  Tangentialebene  der  gemeinen  Polarfltche  der  Ebene  E  sem 
und  durch  den  Punkt  k  hindurchgehen.  Von  den  Bertihrnngspunkten 
dieser  Tangentialebenen  fällt  nur  der  der  Polarebene  Pe  mit  k  zusammen. 

Die  beiden  Polarkegel  der  Geraden  &  und  G'  haben  demnach  ihre  Sehsi- 
,  telpunkte  in  k  und  sind  Tangentenkegel  der  gemeinen  Polaiflldie  dsr 
Bbene  JP« 

22.  Durch  einen  beliebigen  Punkt  k  seien  alle  möglichen  Tangen- 
tialebenen an  die  gemeine  Polarfläche  einer  Ebene  bezüglich  einer  wind- 
schiefen Fläche  1)  gelegt.  Werden  diese  Tangentialebenen  als  Polar- 
ebenen besügUch  der  windschiefen  Fläche  1)  betrachtet,  so  mnss  der  Pol 
einer  jeden  sieh  auf  der  Ebene  E  befinden.  Da  nun  die  quadratische 
Polarfläche  des  Punktes  Ar  der  geometrische  Ort  aller  Pole  iet,  deren  Po- 
larebenen durch  den  Punkt  Ar  hindurchgehen,  so  lassen  sicfa  folgende 
8ätie  aufstellen. 

Beschreibt  man  von  einem  Punkte  k  ausweinen  Tangen- 
tenkegel um  die  gemeine  Polarfläche  einer  Ebene  E  und 
betrachtet  die  Tangentialebenen  desselben  als  Polarebenen 
der  windschiefen  Fläche,  so  befinden  sich  alle  Pole  dersel- 
ben auf  einem  Kegelschnitte,  nämlich  auf  der  SchnittearTC 

der  quadratischen  Polarflächc  J^u  und  der  Ebene  £. 

k 

Bildet  man  su  allen  Punkten  der  Sehnittcur^e  der  Ebene 
E  und  einer  quadratischen  Polarfläehe  Pf  InBeang  auf  sine 

windschiefe  Fläche  1)  die  Polarebeneu,  so  werden  dieselben 
von  einem  Kegel  eingehüllt,  welcher  der  gemeinen  Polar- 
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fläche  (inr  Ebene  E  umschrieben  ist,  und  dessen  Spitze  im 
Punkte  A  liegt. 

23.  Das  Ebenensystem,  dessen  gemeine  Polarflächen  bezüglich  einer 
windschiefen  Fläche  1)  dnrch  einen  Punkt  mit  den  Coordinaten 

Ig,      hindurchgelien,  entspricht  der  Gleichung 

43)  fli«i  +  «tai  +  «»<^  +  «4«4  —  ö, 

Ib  der  «i,  a,,  o,,  «4  TerinderliGlie  Conitante  sind,  ab«r  der  Bedingung 

Geniige  Idften  rnttiien. 

Betit  man  den  ans  44)  sieb  ergelienden  Ansdmek  filr  in  43)  ein, 
80  nimmt  die  Gleiehnng  des  Bbenensystems  die  Gestalt  an 

Elimiüirt  man  aas  dicBer  Gleichung  mit  Hilfo  der  Ilelationon 
die  Terinderliehen  Quotienten  — ,  - ,  so  erhJUt  man 

«4  °4 

^1  ^4'  -  -^a"  -  2 13^8^3  +  2 0:1X4  =  0. 
Daraus  folgt:  Das  System  der  Ebenen,  deren  gemeine  Polar- 
flächen bezüglich  einer  windschiefen  Fläche!)  durch  einen 
festen  Punkt  (^j ,  |g ,  $3 ,  | ,)  hindurchgehen,  werden  von  der 
quadratischen  Polarfläche  des  festen  Punktes  in  Bezug  auf 
die  Fundanien talfläche  eingehüllt. 

Aus  diesem  Satze  lassen  sich  folgende  Kcsultate  ableiten: 
Befinden  sich  auf  der  gemeinen  Polarfläche  der  Ebene 
E  die  beiden  Punkte  k  und  A',  so  ist  die  Ebene  E  gemein- 
scbaftliche  Tangentialebene  der  quadratiscben  PolarflAeben 
der  beiden  Punkte  k  und  Ar'bezüglicb  der  Fnndamentalfliebe, 
nnd  die  Umkebmng: 

Ist  dieBbene  B  eine  gemeinsebaftliebe  Tangentialebene» 
sweier  quadratiscben  Polarflfteben  beattglieb  einer  wind- 
sebiefen  Fllebe  1),  so  liegen  die  Pole  derselben  auf  der  ge- 
meinen Polarflicbe  der  Ebene  £» 

Eine  VeiaUgemeinerung  dieser  Sitae  fttbrt  an  den  firOber  entwickel- 
ten Besultaten. 

24.  Für  besondere  Lagen  der  Ebene  E  lassen  sich  mit  Hilfe  der 
Gleichung  40  b)  folgende  Resultate  aufstellen. 

«)  Setzt  man  a^  =  0,  so  geht  die  Gleichnng  40b)  übet  in 

Oj*  Xj      —  2  a  j  a  j  X5      =  0 

oder 


Digitized  by  Google 


854  üeber  4ie  PoladUtoben  etc. 

Darans  erhellt: 

Geht  die  Ebene  E  dureh  den  Steht  die  Ebenem  auf  der  Ebene 
Schnittpunkt  der  drei  Ebenen  *,bO,  «^sO  lothreeht,  so  wird  die  ge- 
dr3e0,«4«s0,  80  beeteht  die  gemeine  meine  Polarfliehe  denelben  besBf> 
Polarfliche  denelben  besllglicb  der    lieh  der  Fliehe  W  Ton  drei  Ebenen 

Fliehe       ans 'drei  Ebenen«  tod 

4,,  gebildot,  von  denen  die  eine  die 

denen  die  eine  die  Gerade  a"2«=0,     Gerade  t^  =  0,  a'3  =  0  enthält,  die 
3" ,  =  0  enthält,  die  beiden  anderen     beiden  anderen  mit  der  unendlich 
mit  der  Ebouo  x^=»0  zosammeii-    fernen  Ebene  i^ugatumoniallen. 
fallen. 

Dieselben  Reanltate  ergeben  sieb,  wenn  die  Ebene  E  die  Geiade 
«2  =  0,  x^obO  enthSit. 

^3)  Für  ag  =  0  erhält  man 

.Tg*  -  2  « j        .r ,  =  0 

oder 

Steht  also  die  Ebene  K  lothrecht  auf  der  Ebene  o:,  =  0, 
•o  besteht  die  gemeine  Polarfläche    so  besteht  die  gemeine  Polarfläcbe 
derselben  bezüglich  der  windschie-     derselben  bezüglich  der  windschie- 
fen Flitohe  9F  ans  drei  Ebenen,  von    fen  Fläche     ans  drei  Ebenen,  von 

denen  awei  mit  der  Ebene  ar,8sO  denen  swei  mit  der  Ebene  «,=0 
nsammenfaUen,  die  dritte  der  Ebene  insammenfidlen,  die  dxitte  der  Ebene 
s;4»0  iMrallel  Iftnft.  x^^O  parallel  Unft. 

Diese  Besnltate  bleiben  nnveriadert,  wenn  man  a,Bfl^aaO  setst. 

/)  EnthlOt  die  Ebene  B  die  doppelte  Leitlinie  der  windsohiefen 
FlKohe,  so  Tenchwindet  die  Gleiehnng  40  b). 

9)  Setit  man  a,sa^  =  0,  so  erhält  die  Gleiehnng  40b)  die  eb- 
üseheve  Gestalt 

Enthält  demnaeh  die  Ebene  S  die  einfache  Leitlinie  der  Fnndaaientsl- 
•  lliiebe,  so  ist  die  gemeine  Polarfliehe  derselben  ebenfslls  eine  windschiefe 
Fliehe  dritter  Ordnung,  deren  doppelte  Leitlinie  mit  der  Geraden  r^^O, 
«4=0,  deren  einfaehe  Leidinie  mit  der  Geraden  «iSsO,  sr^eO  rassm* 
menfUlt,  deren  singnllre  Ersengende  aber  in  den  Schnittkanten  r-^^^ 
«t^O  nnd  «ibO,  «««O  liegen, 
t)  Für  a^  =  a^  =  0  ergiebt  sieh 

.Tjo:^'  =  0  oder  Xj  =  0 ,  x^s»0, 

Warans  folgt: 

Geht  die  Ebene  E  dnrch  die        Linft  die  Ebene  B  dar  Ebene 
endliche  DoppelgeneratriK  der  wind-    sr,  »  0  parallel,  so  besteht  die  ge- 
schiefen Fliehe  W,  so  wird  die  ge-    meine  Polarfliehe  dersdben  beaflg- 
d.0 
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meme  Polarfllebe  ^«fsdben  von    lieh  der  windschiefen  Flldie  W  ens 

drei  Ebenen  gebildet,  yon  denen        .  t^, 

..   <■    ^«  A      .        droi  Ebenen,  von  denen  eine  mit 

■wai  mit  der  Ebene  «««0,  eue    ,  n       •    •  i 

_  (lor  hoene  .r.>=(),  zwei  mit  der  un 

■ttt  der  Ebene  «.«0  insammen-  ,    .    ^  ... 

•  '  endlich  lernen  i!<oene  ausammen- 

fnllen.  . 

fallen. 

Zn  denselben  Resultaten  gelangt  man,  wenn  man  der  Ebene  E  die 
Lege  «^bO  ertheilt. 

i)  Setifc  man  endlieb  a^  =  a^ssOy  so  erbXlt  man 

^1  -^3*  =  0  oder     c=  0 ,  ag-  =  0.  ■ 

Daraus  iHsst  sich  schliesson: 

Ist  die  Ebene  £  der  Ebene  Xg  =  0         Enthält  die  Ebene  E  die  end- 

parallel,  so  degenerirt  die  gemeine    liehe  Doppelgeneratrix  der  wind- 

Polarfläche  derselben  bezüglich  der    schiefen  J^lftche  fF,  so  besteht  die 

windschiefen  Fl&cbe  fr  in  drei  Ehe-  ,   „f'T    ,  „ 

(f.e  gemeine  Polarflacbe  derselben  ans 

nen,  von  denen  eine  mit  der  uu-  drei  Ebenen,  von  denen  vh\c  mit 
endlich  fernen  Ebene,  die  beiden  der  Ebene  XjS=0,  die  beiden  an- 
anderen mit  der  Ebene  x^'=^0  zu-  deren  mit  der  Ebene  0:3=0  zusam- 
eammenfallen.  menfallen. 

Dieselben  Resultate  ergeben  sich,  wenn  E  die  Lage  .t,  =  ()  erhält. 
l>ie  Ebenen  x^  =  0,  ^3  =  0  bilden  demnach  die  Enveloppe  aller  Diame- 
tralebenen der  windschiefen  Fläche  IV, 

IMe  gemisehte  Polaiilftehe  iweier  BbeBsn  E  vnd  E'  bezüglich  einer 
wiadsohiefen  Tlftche  1). 

25.  Gegeben  seien  zwei  Ebenen  E  und  E'.  Bestimmt  man  zu  jedem 
Punkte  der  Ebene  E  die  quadratische  Polarfiäclic  iu  Bt  zu^  auf  eine  wind- 
ficbiefe  Flache  1)  und  betrachtet  die  Ebene  A  als  Pulaicbene  jeder  dieser 
quadratischen  Polarflächen,  so  ist  der  geomeirische  Ort  der  Pole  die 
gemischte  Polarfläche  der' Ebenen  E  und  £' *  bezüglich  der 
windschiefen  Fläche. 

Es  sei  die  Gleichung  der  Ebene  £ 

45n)  Oi«|-|-<i^«^  +  a|jB3  +  A4^4=^0, 

die  der  Ebene  B' 

45  b)  a\  or,  +  e',«,  +  a\    +  a\    =  0. 

Bezeichnet  man  die  Gleichung  der  Fundamentalflilehe  knns  durch 

M  =  0,  so  kann  man  der  Gleichung  der  quadratisclion  Polarfläche  eines 
Punktes  k  bezüglich  derselben,  indem  man  a?j,  x^,  x^,  rr^  als  Constante, 
Ij,  ||,  ^,  I4  als  Variabele  betrachtet,  die  Gestalt  geben 


•  Cremona,  Theorie  d.  Oberfl.  6.  IM. 
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F) 


Wild  die  Eliene  E'  ab  Polarebene  dieeer  qnadfatiaehen  Polaiilidie 
angenommen  t  so  müssen  bekanntlich  die  Cooidinaten  des  angehOrigcn 
Poles  der  Proportion 

dF  dF  dF  dP      *    »    »  ^ 

genügen,  woraus  sich  die  Kclationen  ergeben 

«Ii  Ii  +  «»It  +  "isfe  +  «ul*  =  A«'it 
Ii  +      I,  +  «28  Ij  +  «M I4  =  i «  f . 
•^ili  +  «3»  I2  +  «asls  +  «M^  =  Sl 

Durch  Elimination  der  OrOssen  ffg,  «4  ans  den  Qleiehnngea 

45  a)  und  46)  findet  miA  demnach  die  Gleichung  des  geometrieehen  Ortes 
der  Pole.  Die  Gleiebungen  46)  ändern  sich  indessen  nieht»  wenn  man 
li>  li>  I3»  &  ^8»      ^4  vertanseht   Man  gelangt  daher  an  desi- 

selben  Resultate,  wenn  man  aus  den  Gleichnngen  46)  und 

«1  Ii  +     I2  +  «als  +  «414  =  0 
die  Grössen       ||,  $3,  ^  eliminirt.    Durch  diese  Operation  findet  maa 


46) 


47) 


«II 
«n 


tl, 


81 


«Ii 
«ü 


»It  »14 
«» 
«91 


«M 
«84 


0." 


4     "41     ••tt     "48  -44 

Setzt  man  die  entsprechenden  Werthe  statt  u 

man  für  den  vorliegenden  Fall 


48  a) 


ein,  so  erhiit 


0 

«1 

«8 

«4 

«'1 

0 

0 

0 

2x^ 

0 

0 

-2*3 

0 

«8 

0 

—  2ar, 

— '2«| 

0 

«4 

2074 

0 

0 

2a;i 

=  0 


oder 

48b)  «l«>i-^3'~Oa«'l^8^4'-  K«'4  +  «4«'l)^3*-2^4 

+  (''2  "'3  +  «3  "'2)  ^3  ^4*  =  ® 

Die  gemischte  Polarflächc  der  beiden  Ebenen  E  and 
bezüglich  einer  windschiefen  Fläche  1)  ist  demnach  eben- 
falls eine  windschiefe  Fläche  dritter  Ordnung,  deren  dop- 
pelte Leitlinie  mit  der  Geraden  =  0,  jr^^O  zusammenfällt, 
und  deren  einfache  Leitlinie  die  tScbnittkante  der  beiden 
Ebenen 


*  Daräge,  Corren  dritter  Ordnung  8. 187. 
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ist 

26.  Betet  man 

so  geben  die  Gleichungen  48  a)  und  48  b)  in  die  40  a)  und  40  b)  Uber. 
Dtrans  folgt: 

Läset  man  die  beiden  Ebenen  E  nnd  ^  in  eineEbenc  zu- 
sammenfallen, 80  geht  die  gemischte  Polar  fläche  über  in  die 
gemeine  Polarfläche  dieser  Ebene  besttglich  der  windschie- 
fen  Fläche. 

Ana  diesem  Satee  ergiebt  sich  zugleich  die  in  19  entwickelte  Eigen- 
schaft der  gemeinen  Polarfläche  einer  Ebene  B, 

Die  Belation  48b)  bleibt  unverändert,  wenn  man  in  dereelben  die 
Oonstanten  a^,  a^^  e^,     mit  a'j,  t^,,  e^,  a\  Tertaiiseht. 

Die  gemischte  Polerfllehe  der  Ebenen  E  und  S'  rer- 
indert  sieli  also  nicht,  wenn  die  beiden  Ebenen  S  und  E' 
ihre  Functionen  mit  einander  yertanschen. 

27.  Die  Gleichung  der  quadratischen  Polarfläche  eines  Punktes  /* 
mit  den  Coordinaten  1^,       I3,      bezüglich  einer  windschiefen  Fläche 

die  beiden  Ebenen  S  nnd  E',  deren  Gleichungen  in  45  a)  nnd  45  b)  ge- 
geben ^nd,  mögen  in  Besag  avf  diese  quadratische  Polarfliehe  conjugirt 
sem,  also  jede  derselben  möge  den  Pol  der  andern  bezüglich  der  qua- 
dratischen Polarfläche  enthalten.    Bestimmt  man  die  Polarebene  eines 

beliehigen  Punktes  a:\,  x\f  ^3,  x\  bezüglich  der  quadratischeD  Polar- 
fläche F^7,  so  ist  die  Gleichung  derselben 

49)    x^^^x^  -  x'a^x,  -  + «3 1^)3:3  -f  (ar'il^  -f  a:'Ji)«^«0; 

Wird  diese  Belation  in  Einklang  gebracht  mit  der  Gleichung 

so.  müssen  die  daraus  sich  ergebenden  Coordinaten  des  sugehörigen  Poles 
BBch  der  uraprttngliehen  Annahme  der  Gleichung 

fl, Xi  -\-a^x^-\-  a^x^  -\-a^x^z=0 
Genüge  leisten.    Durch  Substitution  der  betrefifenden  Werthe  erhält  man 
50)  a^a\  fey -  «,a; {.y  -  {a,a\  +  a^fl'J +  (a,a,  +  a^a'^UU'  =  0. 
Da  diese  Gleichung  mit  der  48  b)  flbeieinstimmt,  so  lässt  sichschliessen: 
Sind  die  Ebeneta  E  und  E*  conjugirt  beaflglich  der  qua* 
dratischen  Polarfläche  eines  Punktes  Ar,  so  liegt  der  Punkt 
k  auf  der  gemischten  Polarfläche  der  beiden  Ebenen  E  und 
in  Beaug  auf  eine  windschiefe  Fläche  1). 
Die  gemischte  Polarfläche  der  beiden  Ebenen  E  und 
ist  der  geometrische  Ort  der  Pole  derjenigen  quadratischen 
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PolarfUlehen  [bejiflgUeb  einer  wiedaeliiefeii  Flftehe  ii 
denen  die  Ebenen  E  nnd  B*  eonjugirt  aind. 

Demnaeh  leisen  sich  folgende  SXtse  anfstellen; 
^   Bestimmt  man  zu  jedem  Punkte  der  gemischten  Polir* 

fläche  der  beiden  Ebenen  £  nnd  E'  die  quadratische  Polir- 

fläche  bezüglich  einer  windschiefen  Flaclie  1),  so  sind  die 
Ebenen  E  und  E'  bezüglich  jeder  der  quadratisclien  Polar- 
flächen  eonjugirt,  jede  geht  durch  den  Pol  der  andern. 

Jedem  Punkte  f  auf  der  gemischten  Polar  fläche  der  bei- 
den Ebenen  K  und  E'  entspricht  ein  Punkt  k  auf  der  Ebene 
Ä'und  ein  Punkt  k'  auf  der  Ebene  ,  und  zwar  ist  k  der  Pol 
der  Ebene  E'  und  k'  der  Pol  der  Ebene  £  beaüglich  der  qm« 
dratischen  Polarfläcbe  P^q, 

28.  Die  beiden  Ebenen  S  nnd  B'  mögen  eieh  in  der  Gendea  ff 
sebneiden.  Einem  Pnnkte  k  anf  dieser  Geraden  entspriebtt  weil  er  aif 
der  Ebene  E  liegt,  ein  bestimmter  Punkt  f  anf  der  gemiaebten  Pol» 
fläebe  der  beiden  Ebenen  S  nnd  E\  femer  ein  aweiter  Punkt  auf  der 
selben  Flftebe,  weil  k  auch  anf  der  Ebene  E'  liegt.  Da  nun  aber  k  d« 
Ebene  E'  angebört,  so  befindet  dcb  der  Punkt  f  auch  anf  der  gemeinen 
PolarflUche  von  E\  nnd  swar  wird  dieselbe  in  diesem  Punkte  roa  der 
Polarebene  dea  Pnnktea  k  bezüglich  der  Fundamentalfliehe  beHihrt  Ent- 
sprechend ist  auch  f  der  Pol  der  Ebene  B  beaflglieh  der  quadratisehsB 

Polarfläcbe  Pq  und  muss,  da  k  auch  anf  der  Ebene  E  liegt,  sich  auf  da 
k 

gemeinen  PolarflMehe  Ton  E  befinden,  wo  dieselbe  von  der  PolaKbes« 
dea  Pnnktea  k  berührt  wird. 
Daraua  folgt: 

In  der  gemiaebten  PolarflSche  der  beiden  Ebenen  B  unA 
W  befinden  aich  swei  Punktreihen,  welche  den  Punkten  dar 
Schnittkante  der  Ebenen  E  und  ^  entaprechen,  und  ivar 
aind  dieae  die  Pnnkte,  in  welchen  die  beiden  gemeinen  Po« 
larflSchen  der  Ebenen  £  nnd  E'  von  den  Polarebenen,  deres 
Bnveloppe  der  Polarkegel  der  Geraden  Q  tat,  berUhrt  werdsa 

29.  Durch  die  Gerado  in  der  die  beiden  Ebenen  E  und  i!  «leb 
achneiden,  möge  eine  dritte  Ebene  gelegt  sein.  Die  Gleichung  dcfssl- 
ben  sei 

(«1  +  A      I,  +  (a,  +  A  «'s)  ^  -f  («3  +  A  «'s)  ^3  +  («4  +  A  a'J    =  0. 
Durch  den  Werth  der  Grösse  i  ist  die  Lage  der  Ebene  bestimmt  Die 
gemeine  Polarflüche  dieser  Ebene  beattglich  einer  windschiefen  f  UcIm  1) 
entapricht  nach«  18)  der  Gleichung 

'  -|-2(e,  +  Aa,)(a,  +  lfl3)a,a:,'^«iO 

oder 
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+  i\a'\  X,      -  fl>,a:,«  -  2  «\  a  4         +  2  o^'j  (r3a:/)  =  0. 

Betrachtet  man  X  als  Variabele,  so  entspricht  dieser  Gleichung  das 
System  der  gemeinen  Polarflächen  aller  Bbenen,  welche  durch  die  Qe- 
lade  Q  gehen.   Doreh  Elimination  tob  i  mit  Hilfe  der  Qleiohiing 

2(a,a>i X3» -  flga^arja-^«  —  (aja^  +  a^a\)x^x^  +  («,«'3  +  ös«s)«'8*4*I 

+  2 i{a'*j OTj —  a\ a:^*  --  2 a', a'^ 0:3* .r^  +  2 a'j, ^i'^  .r^ ob 0 

erhält  man 

W  *1        -  «2*  *t  *4*  -  2  öl  «4       X,  H-  2  ff,  «3  X,  X/) 

52)  .X(fl^:riX3«-a'«,T,x,«-2fl>>3«x,  +  2a>>3x,^')  ^ 

=  { «1  X,  X3«  -  a\  x/  —  (a,  a\  +  ff  ^  ff', )  x^  x^  +  (0,^  ff,  +  Ö3  a\)  X3  x^« ) 
Die  Enveloppe  der  geraeinen  Polar  flächen  aller  Ebenen, 
welche  sich  in  der  Geraden  G  schneiden,  ist  demnach  eine 
rUehe  sechster  Ordnung,  und  zwar  gebt  dieselbe  durch  die- 
jenigen Pnnkte,  in  denen  sich  die  gemeine  Folarfl&cbe  von 
E,  die  von  E'  nnd  die  gemischte  Polarfläche  Ton  B  und  E* 
durchschneiden. 

Die  Schnittpunkte  der  gemeinen  und  der  gemischten  Polarfliche 
iwder  beUebigen  IShenes,  welehe  dncch  die  Gerade  G  gehen,  liegen  auf 
der  Fliehe,  welehe  der  Qlelohnng  52)  entaprieht 

30.  Die  Ebene  B  ael  fest,  die  Ebene  E'  dagegen  bewege  eich  um 
die  Gerade    ,  in  der  sie  Ton  einer  Ebene  B\  deren  Gleichnng 

sein  möge,  geschnitten  wird.  Das  System  der  gemischten  Polarflächen 
der  Ebenen  E  und  K'  bezüglich  einer  windschiefen  Fläche  1)  entspricht 
dann  der  Gleichung 

Wa)  -  { ff, {a\  +  l a\)  +  ff, (ff-,  +  A a\) | x^^x, 

oder 

«1  «'1  ^1 V  —     «'2  ^2  ^4'  —  ("1  ^\  +  «4  ''  i)  ^3*^4  +  (^^a  «'3  +     '»V  ^8  V 
53  b)  +  A I  ffj  o' j  «4  a:,*-a,a",  a^a:^^  -  (a^  o"4+a4a"j)a:,*a:4+(a,  a'^-^a^a^^  a:,«^*! 

=  0, 

worin  il  jeden  beliebigen  Werth  besitsen  kann.    Daraus  folgt: 

Bleibt  die  Ebene  E  fest,  und  bewegt  sich  die  Ebene  ^ 
um  die  Gerade  6,  so  bilden  die  gemischten  Polarflächen  der 
Ebenen  E  nnd  B'  betttglich  einer  windsebiefen  FUehe  1)  ein 
Fllebenbfisebel,  welches  als  Basis  die  BanmenrTe  besitst, 
in  der  sieb  die  gemif  ebte  Polarfticbe  von  B  und  B^  nnd  die 
Ton  B  und  B^  dnrebseb neiden. 
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Dnidh  ElimiDatioii  toh  or,  ana  den  Glelebang«!  der  gemiachtei 
PolarflXche  von  E  nod  E'  und  der  Ton  S  und  E"  erhält  mmn 

—  0^  (a,  a%  —  a'g  a" J  «4*  b=  0. 

Die  Projeetion  der  Bsiia  des  Fl'ftebenbttseliels  53b)  aif 
d^sO  beitebt  demnaeb  «na  einer 'Geraden  nnd  einem  Kegel- 
aebnitte. 

31.   Zu  jedem  Punkte  der  gemischten  Polarfläche  der  Ebenen  £  und 
sei  die  quadratische  Polarfläche  bezüglich  der  zugehörigen  windschie- 
fen Fläche  couBtruirt   Das  System  der  Hyperboloide  ODtspricbt  dann  der 
Gleicbung  _  |^^^,  _  jfe«,«,  +  2  t,ar,«,  «  0, 

in  der  die  Verhältnisse  l^t      r  der  BeUtion 

65)  a,  a\  ^1  _  ^ —  (o,  a'4  -f.  a\)  Ij«^^  +  (oj, o'g  +  «3  o',)  l^l^*  =  0 
genügen  müssen.    Als  Gleichung  der  Enveloppe  dioses  Systems  findet  rnai 

d.  h. :  Das  System  der  quadratischen  Polarflächen,  deres 
Pole  anf  der  gemiaebten  Polarfläcbe  der  beiden  Ebenen  S  umi 
E*  liegen,  wird  Ton  lebn  Ebenen  ein|;ebttlU,  von  denen  Tier 
mit  der  Ebene  «t^O,  vier  mit  der  Ebene  w^saO  inaammea- 
fallen. 

93.  Für  beaondere  Lagen  der  Ebenen  B  nnd  E*  kann  die  Gleiebaog 
48b)  eine  einfachere  Gestalt  annehmen. 
a)  Setst  man     =  0 ,  so  erhält  man 

56  a)    a:^  =  0 ,      a'i    ^4  +  ^4  ^\  ~  («t «  »  +         ^1^*4  =  0. 
Daraus  folgt: 

Geht  die  Ebene  E  durch  den  Steht  die  Ebene  E  auf  der  Ebeae 

Selmittpnnkt  P  der  drei  Ebenen  x^^O  lotbieebt,  ao  bestebt  die 

w^^Of  «gBsO,  «4a»0,  ao  bestebt  mbcbte  Polarfllebe  Ten  E  nnd  ^ 

die  gemiacbte  Polarflilobe  Ton  E  nnd  beafiglicb  der  Fllebe       ans  dv 

unendlich  fernen  Ebene  und  einem 


IT  bealiglieb  der  Fliebe  W  ans  der 


Ebene  ar^  =  0  und  einem  Kegel  parabolischen  Cylinder,  dessen  Ge- 
zweiter  Ordnung,  dessen  Scheitel  neratrix  der  Kante  a^  =  0,  0^=0 
im  Punkte  P  liegt.  parallel  läuft. 

Da  die  Gleichungen  56a)  unabhängig  sind  Ton  1/4,  so  werden  die 
vorstehenden  Resultate  nnverändert  bleiben,  wenn  man  E*  alle  Lsgra 
ertheilt,  welche  den  verschiedenen  Werthen  von  a\  entapreehen. 

ß)  Fflr  o^sO  gebt  die  Gleicbnng  48  b)  ttber  in 

56b)   ffgsO,    fljö'iiPiafj  — («ifl4  +  a4a'j)X3X^-|-a,a',flp^*Ä0. 
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Steht  demnach  die  Ebene  E  auf  der  Ehene  or,  — 0  lothrecht,  bo  degene- 
rirt  die  gemischte  PolarflMche  von  E  nnd  E'  bezüglich  einer  windschiefen 
Fliehe  1)  in  die  Ebene  nnd  einen  hyperbolischen  Cylinder. 

Ertheilt  man  in  diesem  Falle  der  Ebene  alle  möglichen  Lagen, 
welche  den  verschiedenen  Wcrthen  Ton  ü\  entiprechen,  lo  bleibt  die 
gemischte  Polarfläche  unverändert. 

y)  Setst  man  a^ssO,  «^^O,  so  ergiebt  sich 

56e)  «^s^O,   ««aO,  a^tt'^x^-^ago'^x^eaO^ 

d.  Ii.:  Enthält  die  Ebene  E  die  doppelte  LeitHnie  der  windaebiefen  Fläche 
in  sieb,  to  besteht  die  gemischte  Polaiiläche  ans  drei  Ebenen,  die  sieb 
in  dieser  Leitlinie  whneiden. 

d)  Ist  a^sA^sO  und  «',»«'^»0,  so  nimmt  dib  Qleiebnng  4Sb) 
die  Gestalt  an 

56  d)  «1  a\  «1 —  a^  o\  Xj^»^  0. 

Darans  folgt: 

Schneiden  sich  die  beiden  Ebenen  E  und  E'  in  der  einfachen  Leit* 
linie  einer  windschiefen  Fläche  1),  so  ist  die  gemischte  Polarfläche  der- 
selben ebenfalls  eine  windschiefe  Fläche,  deren  doppolte  Leitlinie  mit 
^3^=0,  .r|  =  0,  nnd  deren  einfache  Leitlinie  mit  x^  =  Oy  or,  =  0  zusam- 
menfällt, deren  singnläre  Brsengende  .aber  in  den  Kanten  ^t^O,  sc^^^O 
nnd  XjcaO,  ^^  =  0  liegen. 

(Belilmt«  folgt.) 
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Zur  UnterBachang  der  zweiten  Variation  einfacher 

Integrale. 

Von 

G.  Ekdmaxn, 

OpKnaalallftlur«?  in  KOnlgiberg. 


Hiena  Tut  VI«  Fig.  1— Ifl. 


Einleitung. 

D«r  Zweck  neiii«r  üiitemidning  ist  enten«,  gewiase,  meiiies  Wif> 
lens  biftier  noeh  nieht  bebaadelte  Antnalimefime  in  Betmebt  sa  nahen, 
die  bei  der  Untenncbnng  der  iweiten  Varietion  eintreten  können;  iwet- 
tens ,  die  Kriterien  dee  Mezirnnma  und  Hinimnnw  fttr  Integrale  mit  variab- 
len Grenzen  feetsustellen. 

Was  den  zweiten  Punkt  betrifft,  ao  giebt  Herr  Professor  Mayer* 
an,  man  könne  bei  nicht  coiurtanten  Grenzwerthen  die  Aufgabe  so  lösen, 
dass  man  snnächst  die  Grenzwerthe  als  gegeben  ansieht ^  den  Maximal- 
oder Minimal  Werth  des  Integrals  als  Function  der  Grenzwerthe  bestimmt 
nnd  Ton  dieser  Function  das  Maximum  oder  Minimum  in  Bezug  auf  die 
Orenswerthe  sucht.  Indessen  dürfte  es  doch  immerhin  zweckmässig  sein, 
fQr  diese  Aufgabe  feststehende  Formeln  abzuleiten ,  und  ausserdem  ist 
die  von  Herrn  Mayer  angegebene  Methode  meiner  Ansicht  nach  auch 
nicht  unbedingt  genau.  Hat  man  nHmlich  eino  begrenzte  Cnrve  gefun- 
den, welche  y  als  Function  von  x  so  ausdrückt,  dass  ein  gegebenes  In- 
tegral mit  variablen  Grenzwerthen  jenen  Kriterien  zufolge  ein  Minimum 
werden  mfisste,  wenn  man  es  zwischen  den  Endpunkten  der  Curve  nimmt 
und  für  y  seinen  Werth  in  x  einsetzt,  so  ist  damit  nur  Folgendes  be- 
wiesen: Der  Werth  des  Integrals  muss  zunehmen,  wenn  man  die  Grena- 
punkte  unverändert  lÄsst  und  die  sie  verbindende  Curve  ändert;  er  muss 
femer  zunehmen,  wenn  man  die  Grenzpunkte  ändert  und  sie  mit  einer 


*  CreUe*s  Journal  Bd.  69. 
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Cimre  verbindet,  die  den  Di£ferentialgleiehiingen  dei  Fkoblemi  ebenfeUt 

gentigt.  Wenn  man  abex  die  Carre  so  indert,  dass  sie  aufhört,  dieser 
Differentialgleicbnng  zn  goniigcn,  und  sogleich  eoeh  andere  Endpunkte 
erhält,  so  bliebe  die  Möglichkeit  nicht  ausgeschlossen,  dass  das  Integral 
abnehme,  dass  somit  kein  wirkliehes  Minimum  stattflUide, 


§1. 

irnibiiiniiig  dsr  iwtiteii  VwiAtloin. 


SetM  ieh  ^  für  ^  «nd 

'  dx 


y=J*<p{x,yty)dx, 

80  habe  iefa»  wenn  ieh 


ß 


9(«it  Vnt^t)      -  V(«bi yo»»o)  '«b— -Ä' 
setiei  folgende  GlmchnngMi: 

1)  9r^J+K, 

2)  = fl^io      +  2aji      d y -f  flog  6y'^  +  a^^      +  a^^  6*^1  dx 

+|aio*«'y+«oi^*'y'li» 

wobei  in  dem  zwischen  den  Strichen  stehenden  Anedrnck  erst  dfa^r, 
und  dann  x  =  Xq  zu  setzen  und  darauf  das  Resultat  der  letzteren  Sub- 
stitution von  dem  der  ersteren  abzuziehen  ist.  —  Wenn  ich  bilde, 
so  muss  ich  die  vollständigen  Variationen  [iy']  und  [6y']  in  Anwendung 
bringen;  ich  habe  demnach 

SA'=  |fl,o  dx  [5y]  +  <^f^^^x  [8y'\  +  (p'i-r)  6x^  +  (p(.r,  y,  y) 
oder,  wenn  ich  [d^]  =  dj/ +        und  \iy]=idy' y^x  setse, 

d  I* 

Setze  ich  jetit  noch 

so  erhalte  ich  vermöge  der  Gleichungen  1),  2)  nnd  3)  folgenden  Ans» 
dmck  für  die  sweite  Variation  des  Integrals: 

S6* 
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5)  ^        Ob  ^ 

1 

0 

Soll  die  erste  Variation  von  V  Teiseliwinden ,  so  mnas  bekanntlich  & 
Differentialgleiebnng  ^ 

erfüllt  werden.  Das  zweite  Integral  in  unserem  Ausdruclce  ftr  6^f  ver- 
schwindet also.  —  Wenn  ich  dieselbe  Bezeichnungsweisc,  wie  in  einer 
früheren  Abhandlung  von  mir*  anwende,  so  erhalte  ich  die  Gleicboog 

6)  («»-«'oi)«-«w»'-«««'=0, 

mit  Hilfe  welcher  «ieb  das  erste  Integral  in  5)  in  folgender  Weise  nn* 
formen  iXsst: 

7)  Jsidx^^ g'^u*  äx  + +  «0» .  ^]  ^ y{ . 

welche  Transformation  jedoeb  nnr  gilttg  ist,  wenn  u  swischen  den  Gm- 
sen  x^  nnd  x^  weder  ▼erschwindet,  noeh  nnendlieh  wird.  Daher  folgt 
ans  5)  nnd  7) 

Wir  können  die  Formel  S)  umformen,  wenn  wir  die  partialea  Va- 
riationen dy  und  d^y  durch  die  totalen  [djr]  und  [jS^y]  ersetzen.  Die 
Abliebe  Metaphysik  der  Yariationsreehnnng  sieht  bekanntlich  y  ab  Tm^ 
tion  von  x  nnd  einem  Parameter  «  an  nnd  definirt  die  partisle  Yvi*- 
tion  Ton  y  als  den  Zuwachs,  den  y  erhftlt,  wenn  nnr  «  Tariirt,  die  totib 
als  den  Zuwachs  von  y,  wenn  a  nnd  x  sich  Sndem.   Demnach  hat  m» 


•  DiCM  Zeitschrift  XXU,  6. 
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XU  Hilfe  dieser  Gleichnngen  erhalte  ich  aus  8} 

ah 

II  «1 

IS 


9) 


+  |[v'(»)-«i«Sf'+«i.Sf''  +  «otlf'^-^] 

§2. 

IK«  Onnirafhe  lind  gegtbaiL 

Sind       uud  Xj,  sowie  die  Grenzwerthe  von  y,      uud     ,  gegeben, 
vorecliwinden  ihre  Variationen  und  somit  alle  in  8)  und  9)  ausserhalb 
des  Integralzeichens  stehenden  Glieder.    Es  wird  daher  ein  Maximum 

oder  lüniiimm  stattfinden «  wenn  das  Integral  j*a^g*u* dx  für  alle  mög- 

liehen  Weithe  von  g  dasselbe  Zeichen  hat.  Die  Willkürlichkeit  der 
Function  g  wird  nnr  dnieh  die  Bedingungen  ^yQ^O  nnd  6y^^^  be* 
•ehrinkt.  Unsere  ganse  Transformation  bembt  indessen  anf  der  Yoravs- 
letsnng,  dass  }^if*i  +  ya^t  zwischen  und  weder  ▼eisehwindet, 
noch  unendlich  wird.  Nehme  leb  aunichst  den  Fall  an,  dass  weder  r^, 
noch  unendlich  wird»  so  kann  auch  u  nickt  unendlich  werden,  und 
es  ist  nur  noeh  die  Bedingung  au  erAlllen,  dass  u  iwischen  und 
nirgends  Terschwindet.  Ich  bestimme  nun  nnd  y^  so,  dass  tf  für 
xssx^  ▼ersehwindet  (da  dy^^^»       dies  gestattet).    Wenn  nun  der 


r, 


Ausdruck      weder  an  .einem  Punkte  swiscben  den  Integrationsgrenien, 


Doch  für  a:  =  .rj  den«jelben  Werth  annimmt,  wie  füra'  =  a'Q,  so  verschwin- 
det u  für  keinen  andern  Werth  von  x,  als  für  x  =  Xq.  In  diesem  Falle 
wäre  also  unsere  Transformation  giltig  uud  Gleichung  9)  ginge  Über  in 

6*V=t»Ja„g*u*dx. 

Wenn  nun  ausserdem  0^  auf  dem  Integrationswege  sein  Zeichen  nicht 
weehselt,  so  hat  d^F  für  jeden  beliebigen  Werth  tou  g  dasselbe  Zeiehen, 
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wie  Ogg,    Ich  will  hier,  wie  in  allen  folgenden  Fällen  ennehmeD,  iIm 

positiy  ist.  Demnach  wSre  anch  6T>0  und  könnte  nur  dann 
schwinden,  wenn  /  identisch  Null,  d.  h.  wenn  $  eine  Constante  wln; 
da  aber  dy  und  somit  auch  g  für  x=sk^  yerschwinden  mnss,  so  ksasf 
keine  andere  Constante,  als  Knll  sein,  woraus  folgt,  dass  dy  ideatisck 
Nnll  sein  mttsste.  Ffir  einen  andern  Werth  von  dy  kann  d*  V  nicht  tv* 
sehwinden,  es  findet  daher  ein  Miniionm  statt. 

Unsere  Transformation  ist  anch  noch  giltig,  wenn  u  iwir  fttr  keim 
Pnnkt  iwisehen  Xq  nnd  x^^  aber  für  xsCj  Tersehwindet  In  dämm 
Falle  kann  Jedoch  g  gleich  einer  Ton  0  ▼eitehiedenen  Oonstanten  la- 
genommen  werden,  da  die  Bedingung  dyi  =  0  dann  auf  jeden  Fall  erftOl 
wird;  T  kann  also  zum  Verschwinden  gebracht  werden,  ohne  dass  6y 
identisch  s=  0  ist,  und  es  wird  im  Allgemeinen  kein  Minimum  statttmdeo. 

Wenn  das  Integral  sich  noch  weiter  erstreckt,  als  über  den  Punkt, 
in  welchem  u  verschwindet,  so  bietet  n.icb  Hesse*  das  Princip  der  Con- 
tinnität  wenigstens  eine  Wahrscheinlichkeit  dafür,  dass  die  zweite  Varia- 
tion auch  ihr  Zeichen  wechseln  könne.  Es  lösst  sich  dies  indest  tfish 
genauer  beweisen,  wie  später  gezeigt  werden  soU. 

Ich  setze  jetzt  noch 

wo  f^^  und       zwei  beliebige  neue  Constanten  sind,  nnd  werde  dau 

den  Ansdmck  —  nither  nntersnchen.    Ich  bezeichne  ihn  so  dicMn 

u 

Zwecke  mit  p.  Da  Gleichung  6)  anch  gelten  mnsS|  wenn  ich  für  u  en* 
setze     oder  pu^  bo  ergiebt  sich  ans  derselben 

wo  A  eine  Constante  bezeichnet. 

Da       nach  unserer  Annahme  stets  ^0  int,  so  folgt  aas  10),  dm 
d  D 

auch  —  stets  dasselbe  Zeichen  behalten  mnss.  Betae  Ich  f^esf^^ss^ 
f^Kssy^tsal^  SO  soho  ich,  dsss  dasselbe  anch  Ton  ^  ^  gilt.   Ich  bs- 

idchne  ^  mit  q  nnd  nehme  an,  ^  sei  stets  gröMor  als  0,  da,  wess 

dieser  Ausdruck  stets  <.  0  ist,  ganz  die  entsprechenden  Betrachtunges 
gelten.  £s  wird  dann  q  stets  annehmen  und  denselben  Werth,  wie  for 
xsjE^  sam  zweiten  Mal  nnr  dann  erhalten  können,  wenn  es,  bis  iss 
Unendliche  gewachsen,  in  das  negatiT  Unendliche  nmschligt  nnd  dsaa 
wieder  annimmt.  Wenn  dann  g  fOr  x^x*  wieder  densell>en  Werth  sa* 
nhnmt,  wie  ffir  ffsäp^,  so  darf  nach  den  Anseinandersetznngen  dissei 

*  Crelle*s  Journal  Bd.  54 
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Paragraphen  die  obere  Grenze  des  Integrals  niobt  weiter,  als  bis  x  aus- 
gedehnt werden,  wenn  ein  Minimum  stattfinden  soll. 

Im  Vorstehenden  ist  nftmlich  bewiesen,  dass  die  zweite  Variation 
nur  >0  sein  kann,  wenn  x^<C,x\  dass  sie  dagegen  auch  verschwinden 
kann,  wenn  x^  =  x.  Wenn  nun  Xj>a5',  so  kann  Ö'' F  aach  ^0  werden, 
wie  aus  folgender  Betrachtung  erhellt. 

Nimmt  q  für  x  —  x'  zum  zweiten ,  für  x  =  x"  zum  dritten  Male  den 
Werth  </„  an ,  so  möge  £Cj  zwischen  x'  und  x  '  liegen.  Kann  ich  nämlich 
für  diesen  Fall  beweisen,  dass  kein  Minimum  stattfindet,  so  wird  ein 
solches  um  so  weniger  vorhanden  sein,  wenn  .tj  grösser  als  x"  ist.  Die 
in  M  und  enthaltenen  Constanten  bestimme  ich  so,  dass  «,  wie  früher, 
für  x  =  Xq  und  für  x=^x^  verschwindet.  Dann  wird  q  zwischen  x' 
und  nirgends  denselben  Werth  annehmen,  wie  für  x  =  a;j,  wohl  aber 
wird  es  zwischen  x^  und  x'  einen  und  nur  einen  Werth  x\  geben,  für 
den  q  denselben  Werth  erhält,  wie  für  x  =  x^.  Dem  entsprechend  wird 
auch  xi^  für  x\  und  a^j,  aber  für  keinen  dazwischen  liegenden  Werth 
verschwinden,  folglich  auch  sein  Zeichen  zwischen  diesen  Grenzen  nicht 
wechseln ,  ebenso  wenig  wie  u  swischen  den  Grenzen  und  x,  Ist  nun 
{x)  ein  beliebiger  Werth  zwischen  d?'}  und  dß',  so  kann  ich  mir  die  Con- 
stanten j'/,  1^  so  bestimmt  denken,  dass  ti  nnd  ^  flir  «s(a;) 
denselben  nnd  iwar  positiven  Werth  haben;  dann  wird  aneh  ti  awisehen 
«0  nnd  [x)y  sowie  awisehen  (x)  nnd  jB,  stets  >Osein.  Jetaterthdle 
ich  der  Variation  von  y  awisehen  nnd  (rc)  den  Werth  f if,  awisehen 
(j;)  und  x^  den  Werth  tti\  wo  t  eine  nnendlieh  Udne  Constante  ist. 
Dann  haben  wir,  entq»rechend  der  Formel  8),  in  weleher  nnd  d'xsO, 
psl,  also  ^'bsO  an  scftaen  ist: 


folgUeh 


Nach  10)  ist  das  Zeiehen  von  —     ein  constantes.  Da  «  ftr  «««« 

verschwindet,  für  die  nächst  kleineren  Wertbe  von  m  aber  ebenso  wie 
positiv  ist,  so  folgt,  dass  j^^x  negativ  ist;  dieser  Diffe- 
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rentialqiiotieiit  mnss  also  auch  fttr  »ss(jgp)  negativ  sein;  da  fener  n^ssv, 
•0  seben  wir,  dass  6*  V  fUr  die  angonomroeDeii  Werthe  von  6y  ncgiUf 
wild,  daia  aUo  anf  keinen  Fall  ein  Minimnm  eziatiren  kann. 


Eb  iit  Jetit  noch  der  Fall  sn  beteaehten,  dase  eine  dar  GröMen  f| 
vnd  swSsehen  nnd  9^  nnendlieh  wird,  flir  welchen  Fall  wun 
Sohlniiweiae  nngiltig  iet,  wie  Herr  Professor  Mayer*  in  einer  aUgemei- 
neren  üntersnchnng  bemerkt  bat-  Es  werde  fDr  xbs(x)  nneadlidi, 
dann  ist  innilcbst  mOglich,  dass  iwisehen  nnd  weder  voriehwiB' 
det,  noch  nnendlieh  wird.  Dann  kann  ich  v=^y^r^  setsen,  wobei  die 
Transformation  8)  giltig  bleibt;  es  wird  also  ein  Minimnm  stattibdeo, 
wenn  nur  a^^,  positiv  bleibt.  Verschwindet  dagegen  r,  für  einen  WeiÄ 
zwischen  Xq  und  {x)^  den  ich  mit  i  bezeichnen  will|  so  wird  der  Aas- 

dmck  0=3-^  an  dieser  Stelle  0,  nnd  wenn  sieh  m  der  Greasa  (d^) 

nähert,  so  nähert  q  sich  wiederum  der  Grenze  0,  da  sein  Nenner  x 
wird.  Wenn  wir  vorauasetzen ,  dass  a^^  stets  positiv  bleibt,  so  behält 
der  Differentialquotient  vun  q  stets  dasselbe  Zeichen,  q  muss  also  zwi- 
schen I  und  {x)  durch  oo  hindurchgegangen  sein.  Nehmen  wir,  wie 
frttheri  an,  dass  g  stets  aunimmt,  so  wird  für  einen  Werth  (^),  der  zwi- 
schen (Dq  und  I,  und  awar  sehr  nahe  an  |  liegt,  g  etwas  kleiner  all  0 
sein;  da  aber  q  ans  dem  negativ  Unendlichen  bis  0  zunimmt,  wenn  i 
noh  der  (Glrense  (x)  nähert,  so  mnss  es  einen  Werth  (  awisehen  x^  und 
(x)  geben,  fSr  welchen  q  denselben  Werth  annimmt,  wie  fttr  fl?s(|). 
Da  awisehen  (1)  nnd  f  die  Differential^notienten  von  y  nach  ^  aad 
nicht  00  werden,  so  gelten  fllr  ein  von  (£)  bis  (  anegedehntes  latcgisl 
unsere  früheren  Betrachthngen,  d.  h.:  die  aweite  Variation  dieses  latt- 
grals  kann  snm  Verschwinden  gebracht  werden,  nnd  es  wird  anfkeinai 
Fall  ein  Minimnm  stattfinden  ,  wenn  das  integral  noch  weiter  ansgedehot 

wird;  das  Integral  1  (pix^y^y  )  dx  wird  also  in  dem  betrachteten  f*Ue 


kein  Minimum  haben. 

Ganz  das  Entsprechende  gilt,  wenn  an  einer  Stelle  zwischen  {*) 
und  x^  verschwindet.  Nur  der  Fall,  dass  an  derselben  Stelle  ver- 
schwindet, an  welcher  unendlich  wird,  sowie  der,  dass  jeder  der  bei- 
den Differentialquotienten  an  einer  Stelle  zwischen  x^  nnd  0|  uncadlieb 
wird,  entsieht  sich  noch  unseren  Betraohtungen. 


*  Grell e*a  Joomal  Bd.  69. 
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Es  ist  bemerkenswerth ,  dass  die  von  Hesse  angegebene  Bedingang 
für  dae  Stattfinden  eines  Minimnms  nieht  giltig  ist,  wenn  an  einer 
SteUe  OD  wild.   Wir  sehen  dies  an  dem  Beispiele 

Daflaelbe  führt  auf  die  Differentialgleichung 
welche  ergiebt 

and  hieraus  folgt  q=:cotx'  nach  der  Hesse' sehen  Begel  würde  also  ein 
Minimum  nicht  mehr  stattfinden,  wenn  x^  nnd  um  mehr  als  n  von 
einander  verschieden  wären.  Aber  r^ssttgoo  wird  in  einem  solchen  Falle 
twischen  den  Integrationsgrensen  nnendlieh;  nnd  da  r^sl  nie  ▼er- 
sehwinden kann,  so  mnss  naeh  den  eben  entwickelten  Begeln  stets  ein 
Hinhnnm  stattfinden. 

Der  einsige  Fall,  der  hier  in  Betracht  kommen  kann,  ist  der,  dass 
die  Grenswerthe  von  y^  und  gfj,  einander  gleich  sind,  weil  nnr  dann 
=  0  an  setaen  ist;  denn  in  jedem  andern  Falle  würde  y  swischen  den 
Integrationsgrensen  njiendlich  werden  nnd  wir  würden  keine  snsammen- 
hängende  Curve  erhalten.*  In  diesem  Falle  aber  ist  y^c^t  ^'=0,  und 
somit  wird  das  Integral  F  =  0,  was  in  der  That  der  kleinste  Werth,  den 
es  erhalten  kaun,  also  immer  ciu  Miuimum  ist,  abweichend  Ton  der 
Uesse' sehen  Kegel. 

§4. 

JA»  oberen  Oremen  sind  ▼ariabelr 

Es  soll  im  Folgenden  immer  angenommen  werden,  dass  nnd 
endlich  bleiben.  —  Sind  die  Gronzvverthe  nicht  gegeben,  «o  müiiseu  die- 
selben Bedingungen,  die  bei  gegebenen  Greuzwerthen  stattfinden,  natür- 
lich auch  erfüllt  werden,  d.  h.  es  muss  '^'02^^  ^^^^  ^"'^  ^^'^ 
Ausdruck  q  weder  für  einen  Werth  von  x  zwischen  Xq  undXj,  noch  für 
x  =  x^  denselben  Werth  amiehinen,  wie  für  x  —  X^^.  Setzen  wir  diese 
Bedingungen  als  erfüllt  voraus  und  nehmen  wir  Xq  und  y^  als  fest,  x^ 
und  dagegen  als  variabel  an ,  so  ist  die  Transformation  des  §  1  giltig 
und  das  Integral  des  Ausdrucks  8)  oder  9)  kann  nicht  negativ  werden; 
wohl  aber  kann  das  Integral  zum  Verschwinden  gebracht  werden,  wenn 
g  gleich  einer  beliebigen  Gonstanten  gesetzt  wird,  denn  die  Bedingung 
d^i^O  findet  hier  nicht  statt.  Ob  somit  ein  Minimum  stattfindet,  wird 
davon  abhängen,  ob  der  ausserhalb  des  Integralseichens  stehende  Aus- 
druck für  alle  aulässigen  Werthe  von  dy,  und  ^x^  grosser  als  0  ist  Ist 
keine  Bedingungsgleichung  zwischen  x^  und  y^  vorbanden,  so  müssen. 
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dtmlt  die  erste  Variation  verschwinde,  die  Ausdrücke  nnd  9>(x,y,y') 
far  xssrTj  verschwinden.  Der  in  8)  anteerhalb  des  lotegnÜMidMii 
stehende  Ansdraek  geht  somit  Aber  in 

'11+ «w-       ^Vx  +  2a«»  da?!      +  —  9(0?,  y,  y  )  i  V, 

wohei  iD  den  Ausdrücken  a^^ ,  8*  ^>  ^  =  ^1  zu  setzen  ist.  Der 

Ausdruck  14)  muss,  wenn  ein  Minimum  stattfinden  soll,  eine  positive 
quadratische  Form  in  Bezug  auf  bx^  und  sein.  Die  in  w  vorkom- 
menden Constanten  und  sind,  wie  früher,  so  zn  bestimmea,  da« 
II  für  x  —  Xq  verschwindet. 

Ist       gegeben,       aber  niclit,  so  ist  leicht  zu  seheUi  dass  die 
sachten  Kriterien  darch  das  Zeichen  des  Ausdracks 

%£ 

gegeben  werden. 

Wären  die  oberen  Grenzwerthe  fest  and  die  anteren  gegeben,  m 
ist  offenbar  in  dem  Aosdracke  14)  00  und  an  die  Stelle  yon  «|  iid 
jfi  an  setseo  und  das  Voneichen  des  Ansdmcks  nmmkeluren* 

§5. 

Beispiel  für  die  Aegeln  des  Torigen  Paragraphen. 

Ein  geometrisches  Beispiel  ist  folgendes.  Es  sei  eine  Cnrre  gegebrn 
nnd  ein  Pnnkt  anf  derselben ;  an  dem  Punkte  ist  der  eine  EndpanlEt 
eines  Fadens  von  gegebener  Lange  befestigt,  während  der  andere  End- 
punkt sich  auf  der  Curvo  bewegen  kann;  der  Faden  soll  so  gelegt  wer- 
den, dass  der  Flächenranm,  den  er  mit  der  gegebenen  Curve  einschhesst, 
ein  Maximum  wird. 

Die  Länge  des  Fadens  sei  /;  ich  betrachte  den  Bogen  %  als  an- 
abhftngige  and  den  von  dem  gegebenen  Punkte  ansgehenden  Uadios  tsc- 

dr 

tor  r  als  abhängige  Variable  nnd  setie  ferner  sei  f{f)  der  Ii- 

halt  der  zwischen  dem  Radius  vector  nnd  der  gegebenen  Cnrre  li^gM* 
den  Fliehe»  so  habe  ich  das  Maximum  an  snchen  Ton 

I 

0 

WO   

17)  (5 .  r,  /)  =  r  /r=7^  +  a^r) .  r\ 

Dies  Problem  führt  anf  die  Differentialgleichung 

18)  r-Cj/I^«, 
welche  integriri  gii 
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19)  r  =    sin  - — % 


Es  ifft  diet  die  GleiebüDg  eines  Kreises,  dessen  Dnrcbmesser  gleich 

ist.  Die  GrenzgleichuDg  ist,  da  der  Grenzwerth  der  unabhängigen  Va- 
riablen gegeben  und  der  der  abhängigen  veränderlich  ist, 

and  mit  Berücksichtigung  von  19) 
21)  2^(r,)  SS    cos  iiZLS  a    eo$  — . 

Wenn  r  und  (p  die  PolarcoordinAten  der  gegebenen  Cnrre  beseieh- 
nen,  so  mnM  ich  haben  /• 

ond  somit 

Ist  (Fig.  1)  A  der  feste  Endpunkt  und  Q  der  Tariable,  ziehe  ich  in 
Q  eine  Tangente  an  die  gegebene  Gurre  nnd  errichte  in  A  auf 
eine  Senkrechte,  die  die  Tangente  in  F  eohneide,  lo  ist  AQ^r^^ 

AFear^*-^,  —  Ist  ferner^  der  Mittelpunkt  dea  Kreises  und  bezeichne 

ich  den  Winkel  AMQ  mit  2%*  so  ist  ~'^%t  Gleichungen 

21)  nnd  22)  ergiebt  sich  ^ 

J  Fss   eö$%  SS  2MQ  cot  %, 

Daraus  aber  folgt,  dass  M  in  der  Linie  QF  liegt,  d.  h*  der  Kieifbogen 
moss  die  gegebene  Gnrve  senkrecht  schneiden. 
Um  die  i weite  Variation  an  nntennehen,  beachten  wir,  daas 

r 


stets  negativ  ist.  r  V  J 

^Wir  haben  femer 

23)  ^=  «»— ^  r"<^ö'-7-. 

frC|  ri         ^1  ri 

s  —  c  s —~  c  s —~  c 
  ist  für  den  Anfangspunkt  gleich  0;  der  Ausdruck   -^tg  

darf  also  an  keinem  andern  Punkte  Tenehwinden,  wns  auch  nie  ge* 

schiebt,  da   Ideiner  als  n  bleibt.    Ich  habe  femer  fttr  die  obeire 

Orense 
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26)  «u  — ««I  +  arHri.r,), 

.     S        Ca         S        f*o  ^  Co 

u  =  51«  ^  cos  ' 


Ci        e,  c, 


U       »  — C«    .   S  — Co      .   5— Co      #— Co 


'  Mit  •  :  «m          —  — •  cos 

«1  ^1 


28) 


Der  Aufidruck  15)  wird  fiomit  für  onsern  Fall 


l^nii  folgt  durch  DUFerentUtion  der  Gleiehnng  22) 

2r(r.r)  =  2r^  +  H|^ 

dr 

oder,  wenn  wir      ,  abweichend  von  der  frttheren  BeseichnuDgaweke, 

o  (p 

mit  r\  j—^  mit  r"  beseichneo, 

Nuo  ist,  weun  ^  der  Krümiuungsradiuä  der  gegebenen  Curve  ist, 


IHdaieb  gebt  30)  tb«r  in 

and  gemilss  29)  wird  die  Bedingung  fär  das  Stattfinden  einee  MaximuM 

Der  Krümmungsradius  welcher  den  vom  Faden  gebildeten  K^el^ 
bogen  berührt,  ist  hierbei  als  negativ  anzusehen,  wenn  er  die  Fortsetzung 
des  Fadens  bildet  (Fig.  2),  und  als  positiv,  wenn  er  die  entgegengesetsU 
Richtung  hat  (Fig.  3). 

Nehmen  wir  zunächst  den  Fall  an,  dass  die  gegebene  Curve  ani 
awei  eich  ecbneidenden  geraden  Linien  JT  und  TQ  besteht  (Fig.  4),  so 
ist  =  00  und  es  wird  darauf  ankommen ,  ob  der  in  31)  rechts  stehende 
Ausdruck  positiv  oder  negativ  ist.  Da  i  nicht  grösser  als  n  sein  kaue, 
weil  sonet  der  Faden  mehr  ale  einen  Umkreis  vollenden  mtisste,  so  bleibt 
der  Nenner  der  rechten  Seite  von  31)  stete  positiv;  der  2iähler  ist  gl<icli 
faUs  positiy,  so  lange  2x<257^27'l2"  ist,  dagegen  negaÜT,  aMAh 
grSsser  ist   Nur  im  eisten  Falle  wird  also  ein  Maximum  stattfinden. 
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In  dem  allgemeinen  Falle,  wenn  eine  beliebige  Curve  gegeben  ist, 
li98t  die  Ungleichung  31)  gleichfalls  eine  geometrische  Deutung  zu. 
Trilgt  man  nSmlich  (Fig.  5  u.  6)  auf  der  in  Q  errichteten  Normale  der 
gegebenen  Cnrvc  die  Länge  des  Fadens  in  positiver  Bicbtung  ahf  ao 
dass  QS  gleich  dem  Bogen  Qj4  ist,  and  beschreibt  einen  Kreis,  der 
durch  S  geht  und  den  Kreis  des  Fadens  in  A  senkrecht  schneidet,  and 
ist  R  der  sweite  Treffpunkt  dieses  Kreises  mit  der  Normale,  so  ist 

—  .s-/7(  2  ;^  —  2i  CDS  2  X 
je  nachdem  2^  kloinor  oder  grösser  als  2rj7"27'12''  ist.  Bezcicline  ich 
nämlich  im  ersteren  Falle  den  Treffpunkt  von  der  in  A  auf  .4M  errich- 
teten Senkrechten  und  der  durch  Ii  zu  AM  gezogenen  Parallelen  mit  7) 
und  falle  von  R  auf  AQ  die  Senkrechte  /?/?,  so  folgt  aus  der  Aehnlich- 
keit  der  Dreiecke  ABB  und  ^iQS  die  Proportion 

aus  der  sich  die  Gleichung  32)  ergiebt. 

Das  Entsprechende  lässt  sich  für  den  Fall  2^  >  257' 27' 12"  nach- 
weisen. 

Die  Bedingung  31)  zeigt  dalier,  dass  im  ersten  Falle  der  Krüm- 
mnngsmittelpunkt  nicht  zwischen  Q  und  R  fallen  darf,  im  zweiten  Falle 
dagegen  zwischen  Q  und  R  fallen  muss,  wenn  ein  Maximum  stattfinden  soll. 

Bi  lind  iwiMhen     ud     Bedingnngsgleiclrangen  gegebm. 

Sind,  ^e  im  §  4,  Xq  und  fest,  a\  und  dagegen  variabel,  aber 
von  einer  Bedingungsgleichung  abhängig,  so  ist  das  Vorzeichen  des  in  9) 
ausserhalb  des  Integralzeichens  stehenden  Ausdrucks  zu  untersuchen.  Da 
man  bei  zwei  von  einander  abhängigen  Variablen  die  erste  Variation  der 
einen  als  constant,  also  ihre  zweite  Variation  als  verschwindend  ansehen 
kann,  so  kann  ich  d^a'  =  0  setzen  und  erhalte  somit  folgende  Bedingung 
für  das  Stattfinden  eines  Minimums: 


33) 


wobei  xssx^  m  setsen  ist. 

Das  einfaebtte  Beiepiel,  das  bierfttr  angeflihrl  werden  kann,  bt,  ▼on 
einem  gegebenen  Punkte  an  eine  gegebene  Cure  die  kUneste  Linie  an 
sieken. 

Wir  haben  hier  «. 


Dies  fuhrt  anf 


Digitized  by  Google 


874  Zar  Unienncbang  etc. 

leb  will  in  diesem  Beispiel  die  ▼oUatindigen  Variationen  einfach  mit 
'Vit  ^'Vi  bezeichnen,  da  die  parttalen  gar  nioht  vorkomoMB.  Dann  habe 
ich  fUr  die  Orenzwerthe  die  Qleiehnng 

9  (y'i)     +  [9  (^1 .  yi  t  y  1)  -  y ,  9  (ir'i))  *  «1 «  0, 

34)   jjj. 

woians  rieh  der  bekeiiBte  8ats  ergiebt,  daae  die  Linie  eine  Nonnale  der 
Cnrre  sein  mua, 

üm  m  nntertneheni  wann  rin  wirUiehee  Minimnm  itattfindet,  Ulde 

ich  mir  den  Ansdrnck  33).  Da  —-  =  Xf  r — ^1,  also  uao;  — iflt|  so 
erlialte  ieh  mit  Berttekriehtigong  von  84) 

1  S,/-^  Sx.ö^y,  1 


Da  }/l  positiv  zu  nehmen  ist,  so  muss  +  3 

dasselbe  Zeichen  wie  d$g  Italten.  Der  Anadraek  85)  giebt  mir  daher  die 
Bedingung 

worans  sich  ergiebt,  daaa  ein  Hinimnm  jedenfalls  dann  stattfindet,  wenn 

die  Curve  convex  gegen  den  gegebrnrn  Punkt  ist;  ist  sie  concav,  so  ist 
ein  Minimum  nur  in  dem  Falle  vorhanden,  wenn  der  gegebene  Punkt 
zwischen  der  Cnrve  und  ihrem  Krümmungsmittelpuukte  liegt,  wie  sich 
^dieses  Resultat  auch  mittelst  der  elementaren  Theorie  der  Maxima  und 
Minima  finden  l&est  [Herr  Prof.  Dicnger  behandelt  in  seinem  ,,Grundri88 
der  Variationsrechnung"  dies  Problem  und  kommt  zu  einem  Ausdruck,  der 
dasselbe  besagt,  wie  36);  doch  giebt  er  die  geometrische  Bedeatnng  seines 
Beanltats  nicht  an]. 

•  7. 

Sowohl  dio  oberoB,  oli  die  inttroii  OmiMii  iIiiA  TorialML 

Der  Ausdruck  8)  oder  9)  muss  für  alle  Werthe,  welche  die  ö>,  dx 
annehmen  können ,  positiv  sein.    Ich  denke  mir  jetzt  irgend  awei  Werthe 
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TOB  ^Vi'         Ooiiftuiten      und      kann  ich  beliebig  bestim- 

inmi.  Der  Anidnick  9)  mtue  positiv  bleiben  für  alle  Warthe  Ton  bei 
welchen  ^o^o^^^o  9i^i~^yi  ist.  Werden  die  Bedingnagen  des 
§  2  erfüllt,  so  bleibt  du  Integral  in  9)  für  alle  Werthe  von  g  positiv. 
Wenn  nnn  auch  der  ausserhalb  des  Integralseichens  stehende  Auadniek 
poflitiy  ist,  so  wird  d^V  sein  Zeichen  nicbt  weebseln  können;  diese  6e< 
diagnng  wird  eine  nothwendige  dann  sein,  wenn  g  so  bestimmt  werden 
kann,  dase  das  Integral  venehwindet.  leh  werde  somit  die  Constanten 
Yi  und  Yi  jedem  Falle  so  zn  bestimmen  tnchen,  dass  daa  Integral  nun 
Verschwinden  gebracht  werden  kann. 

leb  aebve  nun  snnSehst  an,  dafs  die  partieUen  Variationen  8yi  nnd 
verschiedenes  VoneiebeB  bmben.   Dann  moss  dp  an  einem  Punkte 

zwischen  nnd  verschwinden.  Ich  bezeichne  den  entspredienden 
Werth  von  x  mit  nnd  bestimme  nnd  y^  so,  dass  u  für  diesen  Pttnkt 
▼enchwindet.  Dann  lumn  ich  statt  des  Integzals  in  9)  setaten 

nnd  ich  kann  g  gleich  einer  in  beiden  Integralen  verschiedenen  Constan- 
ten setzen,  was  die  ContinuitÄt  von  iy  =  «^u  nicht  beeinträchtigt.  Diese 
Constanten  Werthe  denke  ich  mir  für  jedes  zulKssige  Werthepaar  von  Sj/q 
und  ^y^  verschieden  bestimmt,  und  zwar  jedesmal  derartig,  dass  iQqUq 
=  SyQ  nnd  tg^u^  =  Öi/^  wird.  Dann  werden  die  Integrale  versehwinden 
und  wir  haben  als  nothwendige  Bedingung  für  das  Stattfinden  eines 
Minimums: 

Der  in  9)  ausserhalb  des  Integralzeichens  stehende  Aus- 
druck muss  positiv  sein  für  alle  Werthe  von  ÄJTQundda'j,  und 
für  alle  diejenigen  Werthe  von  öt/^  und  öy^,  die  verschiede« 
nes  Zeichen  liaben,  wobei  die  in  ii  vorkommenden  Constan- 
ten yj  und  ^2  alle  Werthe  erhalten  können,  für  welche  u  an 
einem  zwischen       und  x\  gelegenen  Punkte  verschwindet. 

Nehmen  wir  ferner  an,  dass  dy^  und  öy,  dasselbe  Zeichen  haben, 
so  dürfen  wir  g  gleich  einer  Coustanten  setzen  nnd  hierdurch  das  Inte> 

gial  la^g'*u*dx  znm  Verschwinden  bringen,  wenn  wir      und  so 

bestimmen,  dass  , 
37)  «o:«i  =  *yoS*yi. 

da  sytiQssdyo  und  fp»j  =  dyj  sein  mnss  Setae  leb  für  nnd  Ug  ihre 
Werthe  ein,  so  ergiebt  sieh  ans  dieser  Bediagang  rar  Bestlrnnwag  voa 
fi  und  ff  die  Proportion 
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—  n  ~r —  ~~~ri~  --|---|--------*-*----------|------|--          »  -  -  —  ,  rLrinru-unj"u"LAnnj\nri.rij-iji '  "rui. 

38)         ,,:y,_4y,__«y,_:_iy,_  +  ai,,_. 

Das8  M  bei  diesen  Wertheu  von  und  y.,  zwischen  nnd  nicht  ver- 
schwinden kann,  dass  wir  somit  d>/  =  fgu  setzen  dürfen,  folgt  aus  fol- 
gender Betrachtung.  Da  6  und  öy, ,  nach  37)  also  auch  f/j,  und  «j, 
dasselbe  Zeichen  liaben,  so  müsste  m,  wenn  es  überhaupt  zwischen  den 
Grenzen  verschwindet,  sein  Zeichen  an  dieser  Stelle  nicht  wechseln,  oder 
es  mttsste  an  mehr  als  einer  Stelle  verschwinden.  Das  Letztere  ist  da* 
durch  ausgeschlossen,  dass  die  Bedingangen  des  §  2  erfüllt  sein  raüssea. 
.Dass  u  verschwindet,  ohne  sein  Zeichen  zn  wechseln,  ist  gleichfalls  nn* 
möglich,  denn  alsdann  müsste  auch  u  versehwinden  und  wir  bitten  die 
beiden  Oleichnngen 

wortnfl  aieb  ergeben  würde 

und  folglich  n&ch  §  2  unmöglich  ist. 

Wir  haben  somit  als  fernere  nothwendige  Bedingung  fSr  ein  MiniramB: 
Der  in  9)  ansserhalb  des  Integralieicbens  stehende  Aas- 
druck  mnss  posit|y  sein  fflr  alleWerthe  Ton  öXq  und  ix^  und 

für  diejenigen  Werthe  von  dy^  und  <Jy,,  welche  gleiches  Zei- 
chen habeUi  wobei  y^  und  y^  su  zu  bestimmen  sind,  dass  UgiUj 
^öyQidy^. 

§8. 

Beispiel  für  den  vorigen  Faungraphen. 

Um  ein  Beispiel  zu  geben,  behandle  ich  das  Problem,  die  kfliMile 
Linie  swischen  awei  Gurren  au  liehen. 

Ebenso,  wie  in  dem  entsprechenden  einfacheren  Problem  des  §6, 
folgt,  dass  die  gesuchte  Linie  die  gemeinschaftliche  Normale  der  beidsa 

Curven  ist.  —  Um  die  zweite  Variation  zu  untersuchen,  bilde  ich  den 
in  9)  ausserhalb  des  Integralzeichens  stehenden  Ausdruck.  Hierbei  kann 
ich  ö^a:  =  0  setzen  und  u  =  x  —  x\  wo  x'  eine  noch  zn  bestimmerde 
Constante  ist;  dann  erhalte  ich,  ahnlich  wie  in  §  6,  für  das  StattBodco 
eines  Minimums  folgende  Bedingung: 


39) 


Die  Quadratwumel  hat  hierbei  wieder  dasselbe  Zeicbeni  wie  [^^J. 
men  wir  an,  dass  Öy^  und  8y^  entgegengesetzte  Vorzeichen  haboi,  m 
mnss  gemitos  §  7      so  bestimmt  werden ,  dass  u  zwischen  x^  und  x^  tw«- 
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'  schwindet;  also  mius  die  Bedingung  39)  für  alle  zwisclien  Xq  und  «|  ge- 
legenen Wcrthe  von  x'  erfüllt  werden.    Dies  wird  der  Fall  seiot  wenn 
^wir  die  folgenden  ^beiden  Ungleichungen  haben: 


snnlchat  nothwendige  Bedingungen  ftti  das  Stattfinden  eines  Mini- 
mnms  sind.  ~  Nehmen  wir  an,  dass  i^^  nnd  dt/x  gleiches  Veraeichen 
haben,  so  ist     ans  Oleichung  37)  zn  bestimmen,  d.  h.  wir  haben 

nnd  wenn  Ich 
setae 

(a:,-ro)(dVH-(5yi]')[^.Vo] 


(x,-a-o)((JV  +  [«5yol')[^.V,] 


"Wenn  ich  dies  in  39)  einsetze  und  der  einfacheren  Scliieibwoiso  wegen 
die  Klammern,  in  denen  die  Variationen  stehen,  fortlasse,  so  erhalteich 

läind  die  Coor^aten  des  KrOmmungsmittelpanktes  «oi  i^oi  ^^'^V- 
/^i»  und  die  KrÜmmangsradien     nnd  9^,  so  habe  ich  allgemdn 

Hierdurch  geht  42)  nach  geeigneten  Transformationen  Über  in 

Z«ltMb>ilt     Matb«iB«Uk  o.  Ph^ilk,  0.  S7 
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46) 


Damit  dieser  Ansdrack  eine  definite  quadratiacbe  Form  ist,  mass  man 
hftben 

Beedit«fc  mui,  du»  5>i:^«  flTlüI,  ao  gebt  47)  über  in 

48)  («b-     («I  -  «i)*(«i-«o)  («!-«)<  0- 

Damit  46)  nvii  «neb  eine  positive  Form  wird,  moM  fi(jto~'x)^^  *^'^* 
Da  die  Qnadratwnrsel  dea  Ausdrucks  42)  daaselbe  Zeieben  babvn  mnss, 
wie  ifft  so  folgt  ava  43)  und  44),  dass  das  Zeieben  von  p  gleich  dem 
▼on  X—«  an  nebmen  iat  Die  l^atere  Bedingung  kann  icb  alao  aneb 
schreiben 

49)  («i-«,)C«»-«i)>0- 

Zn  diesen  Bedingungen  kommen  noeb  die  frttber  gefundenen  40)  nnd 
41)  t  welebe  aieb  scbrdben  lassen 

«I  —  «j       df  I  —  « 

51)  1     .      I  . 


— 0^  «o"~* 

nnd  fllT  alle  zwischen  und  liegenden  Wertbe  von  erfüllt  werden 
müssen.  Die  vier  Ungleichungen  48)  bis  51)  bilden  somit  die  nothwen* 
digen  nnd  hinreicbenden  Bedingungen  für  das  Stattfindon  eines  Minimums. 

JB  sei  die  gemeinscbaftlicbe  Nonnale  der  beiden  Carven,  a  der 
Krttmmnngsmittelpnnkt  der  ersten  Ourve  im  Punkte  Af  k  der  der  aweitea 
Curve  im  Punkte  Sind  die  beiden  Curven  convex  gegen  einander, 
wie  in  Fig.  7,  so  ist  'o^^o*  ^i^ti'it  <>'i^^o»  folglich  werden  sfiramtliche 
Bedingungen  erfüllt  und  es  findet  sicher  ein  Minimum  statt.  Sind  die 
Curven  concav  gegen  einander,  wie  in  Fig.  8,  so  ist  Xo<«o,  >  o, , 
soll  B(<mit  die  Bedingung  48)  erfüllt  worden,  so  muss  cfj  sein;  in 

dioKoin  Falle  wäre  aber  Xq  sicher  kleiner  als  Oj,  folglich  \\ür(lc  die  Be- 
dingung 49)  nicht  erfüllt  werden;  es  kann  somit  kein  Miniraum  stattfinden. 

Ist  die  (^nrve,  auf  welcher  der  Anfangspunkt  liegt,  concav  gegen 
diejenige,  auf  der  der  Endpunkt  liegt,  diese  aber  gegen  jene  convex, 
wie  in  Fig.  0  und  10,  so  haben  wir  aro<ofQ,  a*,  <aj,  somit  sind  die  Be- 
dingungen 49)  und  50)  erfüllt;  die  Bedingung  48)  dagegen  wird  nur 
dann  erfüllt  sein,  wenn  >a, ,  wie  in  Fig.  10,  und  da  dann  auch 
cro>'Xj,  so  ist  auch  51)  erfüllt.  Nur  Fig.  10,  nicht  aber  Fig.  9  wird  uns 
ein  Minimum  liefern. 
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Ist  umgekehrt,  wie  in  Fig.  11  und  12,  die  Anfangscurve  gegen  die 
Sndenrve  convex  und  diese  gegen  jene  concav,  so  habe  ich  Xq^oCq, 
dP|>ff^,  alao  Bedingung  51)  ist  erfüllt;  Bedingung  48)  wird  wieder  nnr 
dann  erftillt  sein,  wenn  «Q^orj,  wie  in  Fig.  12,  nud  da  in  diesem  Falle 
^o>''ii  so  sind  auch  die  Bedingungen  49)  und  50)  erfttllt.  Nor  Fig.  12, 
nielit  aber  Fig.  11  wird  ein  Minimum  geben. 

Die  Figuren  7,  10  und  12  stellen  uns  somit  die  Fälle  dar,  in  wel- 
chen ein  Minimum  stattfindet,  und  die  Figuren  8,  9  und  11  diejenigen 
Fälle,  in  welchen  ein  Minimum  nicht  vorbanden  ist.  Das  Resultat  un* 
serer  Untersnchting  ist  daher  folgendes: 

Die  Strecke  A  B  wird  das  Minimum  des  Entfernung  der  beiden  Cur- 
ven  stets  dann  darstellen,  wenn  dieselben  in  den  Punkten  A  und  B  con- 
vex gegen  einander  sind;  es  wird  nie  ein  Minimum  stattfinden,  wenn 
beide  Curven  concav  gegen  einander  sind;  ist  die  eine  gegen  die  andere 
concav  und  diese  gegen  jene  convex,  so  wird  ein  Minimum  nur  dann 
statthaben ,  wenn  A  und  a  beide  zwischen  B  und  oder  B  und  b  beide 
iwiscben  A  und  a  liegen. 

Königsberg,  3.  März  1878. 
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Osdllatorisehe  Bewegniig  eines  Terlängerten  Botatiena- 
ellipeoidi  infölge  der  Andebiing  eines  weit  entfernten 

Ptuiktes. 

Von 

Dr.  Abhold  Giesen. 


Hierau  Taf.  Vi,  hig.  13 -Iß. 

§  1.  BMfcimaiiuis  dar  tu  dm  BUipwdd  wirkwte  XMll». 

Auf  ein  homogenes,  verlängertes  Rotationsellipsoid  (Fig.  13)i  wel- 
ches um  seinen  festen  Mittelpunkt  drehbar  ist,  wirkt  nach  dem  Newton - 
sehen  GniTitationsgesetse  ein  weit  entfornter  materieller  Punkt  Der 
Badins  des  Aequators  des  Ellipsolds  sei  a,  die  halbe  Botationsaxe  sei  e. 
Wir  legen  femer  ein  rechtwinkliges  Ooordinatensystem  an  Omodei  dessen 
ffy-Ebene  in  die  Aeqnatorebene  des  Ellipsoids  Mit  und  dessen  «s-Ebene 
den  ansiehenden  Punkt  enthih;  die  Goordinaten  des  letsteren  seien  a 
und  f  (entspreehend  x  vnd  s).  Dabei  ist  der  Mittelpnnkt  des  Ellipsoids 
der  Coordinatenanfangspnnkt  und  die  Coordinatenazen  sind  HanpttiSg- 
heilsazen.  Ein  Pnnkt  des  Ellipsoids  habe  die  Coordinaten  x,  t,  dann 
ist  die  Entfernung  desselben  tou  i»,  welche  wir  r  nennen  wollen, 

r^^O'-z)«+j,«+(«-a:)» 
Die  Anziebnng,  welche  der  fragliche  Punkt  von  fi  erleidet,  ist  also 

li,.dm,f 

wenn  f»  und  dm  die  Massen  der  beiden  Punkte  und  f  die  constante  Ele- 
mentaranzichung  bedeuten.  Die  Componenten  dieser  Ansiehnng  nach 
den  drei  Axen  sind 

yif  dm  {a  —  s)         yLfdm^     nf  dm{y'~t) 
^         '  r«      •  7*  • 

Für  r  wollen  wir  jetzt  einen  genäherten  Ausdruck  setzen.  Dazu 
nennen  wir  die  Entfernung  des'  Punktes  f»  vom  Mittelpunkte  des  Ellip- 
soids R  und  haben  dann 
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demnach  also 

1       1  L     2{ax  +  yz)  .  x^4-y^+;^(-S 

Ts^B^y — — i  • 

Nach  unserer  Au  nähme,  dass  (x  sehr  weit  entfernt  sei,  ist,  da  «,  y 

und  R  von  derselben  Ordnung,  dagegen     jf,  z  gegen  die  enteren  Grössen 

sehr  klein  sind,  ^,      .  ^ 

2(<fa;  +  yt) 

sehr  klein  von  der  ersten, 

dagegen  von  der  sweiten  Ordnung.  Leister«  GrOne  kann  ■ilao  aaner 
Acht  bleiben.  BntwickelD  wir  nun  den  Torliegenden  Anidra<^  neeh  dem 
Unomisehen  Setie  und  lusen  diejenigen  Glieder  der  Entwiekelnng  weg, 
welche  Uein  ron  lidherer  Ordnung  eind,  so  kommt 


nnd  daraas  endlich  folgen  durch  Substitution  in  obige  Gleichungen  der 
drei  Anziebungscomponenten,  welche  der  Punkt  (t,  y,  z)  von  f»  erleidet, 

Solche  Kräfte  wirken  an  jedem  Punkte  des  ElHpsoids.  Sie  setzen  eich 
zu  einer  Resultante  im  Ursprünge  zusammen,  deren  mit  den  Axeu  pa- 
rallele  Compoaeuten  folgende  sind: 

SX,  £Y,  £Z, 

und  zu  einem  Paare,  dessen  nach  den  Axen  gerichtete  Componenten  der 
Grösse  und  dem  Zeichen  nach  durch  folgende  Ausdrücke  dargestellt 
werden: 

L  =  £{yZ—zT),    M=^E{zX  —  xZ),    N=  Z{xY—yÄ') 
oder  nach  Substitution  obiger  Ausdrücke  für  die  Kraftcomponenten 
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INe  Sammen  sind  natOrtieb  flbtf  die  guue  Mmm  det  EUiptoidf 
debnen.  Beaebten  wir  mniit  dass  der  Urapning  im  Bcbwerpnnkte  d« 
Ellipfloids  liegt  und  dais  die  Goordinatenaxen  die  ^opttrügbeittazea  im 
EllipBoidf  aind,  eo  aiebt  man,  dass  folgende  Summen 

£X(lmy  Zydm^  Ztäm^ 
£xy  dm,  £xzdm^  £yzdm 

ajimmtUeb  gleieb  Noll  werden.  Demnacb  werden  obige  Componentan  im 
Gegenpi 


II)  X  =  0,    M=^'^i^f*^£{z*-x^dm,  JV=0. 

Diese  Wertbe  aeigen,  dass  die  Aze  des  resnltirenden  Oegenpaares  niek 
der  y-Axe  gerichtet  ist,  das  Gegenpaar  demnaeb  in  der  Ebene  liegt, 
welebe  dnreb  die  Axe  des  Eilipsoids  nnd  den  angrenzenden  Punkt  gebt. 
Bezeichnen  wir  dafiselbe  fortan  mit  Gy  um  mit  M  die  Masse  de^  ElUp&oidi 
bezeicLueu  zu  können,  so  haben  wir  weiter 

Sfi/-^  £  [(tHy*)  äm  -  (x^+y^  dm] 

oder  weiter 

«-3,r^[f(,.+..)-|  (..+..)]. 

indem  S{z^'\'ff)dm  nnd  Zip^-^-j^^^  Trigbeitsmomente  des  Eilip- 
soids besflg^cb  naeb  der      nnd  s-Aate  sind,  welebe  die  Wertbe  hsb« 

^(a^^+c^)  und  ?(a«  +  fl^). 

Nennt  man  ^  den  Winkel,  welchen  die  Linie  R  mit  der  Eotationi* 
axe  c  bildet,  so  ist 

so  dass  wir  endlich  fttr  das  Oegenpaar  folgenden  Ausdruck  erbaltaa: 

III)  G=    ^'   -sm&cos». 

Ein  positives  Paar  strebt  bekanntlich  eine  Drehung  hervorzubringen, 
durch  welche  die  positive  i-Axe  in  die  positive  x- Axe  gelangt.  Ist  al§'> 
das  Ellipsoid  ein  abgeplattetes,  so  strebt  die  ungleiche  Axe  des  £^ 
lipsoids  senkrecht  zu  stellen  zur  Verbindungslinie  R\  ist  dagegen  du 
Ellipsoid  Terlängert,  so  strebt  das  Paar,  die  ungleiche  Axe  in  jeneVif* 
bindungslinie  zu  drehen.  Der  letztere  Fall  ist  es,  welcher  uns  hier  ta« 
g^ht.  In  beiden  Fällen  ist  das  Ellipsoid  im  Gleichgewichte,  sowohl  wens 
seine  ungleiche  Axe  in  die  gedachte  Linie  R  fiült,  als  wenn  beide  saf 
einander  senkreebt  stehen.  Bei  abgeplatteten  Ellipsoiden  ist  eisteres  6k 
labile,  lauteres  die  subile  Gleiebgewicbtslage,  umgekehrt  bei  ▼erlieg««' 
ten  Ellipsoiden. 
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§  2.  Zwdto  Beftiiiaiuigf  m«tliode  der  «a  dm  BUipioid  wirküidmi 

Krille. 

Wir  wollen  jetzt  sehen,  wie  sich  dieselbe  Formel  für  das  Gegenpaar 
der  allgemeinen  Formel  für  daa  Potential  eines  Ellipsoids  ableiten  Uwt. 
Daa  Potential  eines  homogenen  Ellipsoids  mit  den  Halbaxen  a,  6,  c 
in  einem  insaern  Punkte  («,  y,  z)  wird  bekanntlieh  aoagedrttckl  dnreh  die 
Formel 


0 


wenn  a  die  positive  Wnnel  der  Gleiebnng 


3.2  ,« 


darstellt.  *'+^ 

Hieraus  findet  man  zmiUclust,  wenn  zur  Abkttraung 

geaetat  wird» 


a 

a 

—  aöc.J 

]f  «ItipUeirt  man  dieae  drei  Anadrfleke  noch  mit  der  constanten  Dichtig- 
keit Q  des  Ellipsoids,  der  Hasse  ^  dea  angezogenen  Punktes  nnd  der 

constanten  Elementaranziehung  so  erhält  man  die  Componenten  der 
Kraft,  welche  daa  Ellipsoid  auf  den  Punkt  11  auöübt. 

Sowie  aber  das  Ellipsoid  den  Pniikt  ^  anzieht,  zieht  auch  dicaer 
das  Ellipsoid  an,  beide  Kräfte  sind  t;ntgt'genge«etzt  gleich.  Die  Rich- 
tung der  Kraft,  der  das  Ellipsoid  unterworfen  ist,  geht  durch  (jt,  y,  r) 
nnd  ihre  Componenten  sind  entgegengesetzt  gleich  den  vorherbestimmten. 
Für  unsern  Fall  ist  das  Ellipsoid  ein  Kotatiousellipsoid,  wir  setzen  daher 
0  =  6;  der  Punkt  (a',y,  r)  liegt  in  der  xz- Ebene,  seine  j/-Coordinate 
ist  daher  gleich  Null  und  folglich  auoh  die  y-Componente  der  An- 
ziehung. Für  die  beiden  anderen  Componenten  erhalten  wir  also  die 
Ausdrücke 

00 

u 
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VW 


2=  2fi/*^a*CÄ<  ' 


Die  Integrale  sind  nicht  mehr  elliptisch,  sondern  führen  im  Falle 
des  verlaugerteu  EUipsoids  auf  logaritluniäche,  im  Falle  des  abgeplatteten 
auf  cyclometrische  Ausdrucke.  Wir  könnten  dieselben  entwickeln  und 
unter  der  Voraussetzung,  dass  der  l'unkt  (x,  0,  z)  sehr  weit  entfernt  ist, 
vereinfachen;  viel  einfacher  wird  es  jedoch  sein,  die  IntegralnusdrUcke 
direct  zu  vereinfachen.  ZnnächBt  kommt  es  &af  die  Bestimmung  von  a 
•a.   Diese  Gi^tase  bestimmt  nch  jetst  tau  folgender  Gleichung: 

«1  2* 


Es  ist  klar,  dass,  je  weiter  der  Punkt  (x,  0,  :)  entfernt  ist,  das  durch 
diesen  Pankt  gehende  confocale  EUipsoid  sich  immer  mehr  der  Kugel 
nähert;  trotsdem  ist  es  eher  nieht  gestattet,  a  geradezu  =a^^-z*  za 
nehmen,  obsehon  diese  Annehme  nns  in  Besng  anf  das  Gegenpaar  ram 
richtigen  Resultate  fahren  würde.   Die  Bestimmungsgleichnng  fttr  «r  er- 

giebt  also     a:S(c«+ff)  +       +    =  (a*  +  ö)(cHö). 

woraus  für  die  pobitive  Wurzel  nach  dem  binomischen  Satze  folgt 

wenn  wir  uns  auf  die  Glieder  der  zweiten  bis  nullten  Dimension  be- 
schränken; Glieder  der  ersten  Dimension  enthält  der  Ausdruck  nicht. 
Mit  einer  ersten  Annäherung,  für  welche  0ssa;'  +  z'  zu  setien  wäre, 
dürfen  wir  uns  hier  darum  nicht  begnügen,  weil  nach  einer  solchen  daa 
EUipsoid  von  dem  unendlich  fernen  Punkte  so  angezogen  wird,  als  wenn 
seine  Masse  im  Mittelpunkte  vereinigt  wäre,  wobei  also  das  Gegenpaar, 
auf  welches  e8  uns  gerade  ankommt,  vernachlässigt  wird.  Um  sicher  za 
gehen,  setzen  wir  also 

Nun  entwickeln  wir  die  Werthe  von  Ä  und  Z  weiter.  Die  Integrations- 
variable  t  durchläuft  nur  sehr  grosse  Werthe;  also  können  wir,  um  den 
Ausdruck  für  Ä  zuerst  zu  behandeln,  setzen 

^iera1ls  folgt  dnrch  Integration 
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ond,  indem  wir  fEir  a  den  obigen  Werth  eetsen, 

di   1  4a»-|-c»  1 

webet  im  leisten  GÜede  für  0  einfaeh  getetst  wnide,  welches 

jedenfsUs  gestaltet  ist.  Hieraus  folgt  niu  dnieh  Entwiekelimg  des  eisten 
GUedes 


dl   1  a*x*'\-cH^     4a*-^c^  1 

Das  zweite  Glied  ist  seines  Zählers  wegen  von  derselben  Ordnung  wie 
das  leiste.  Aus  dieser  Formel  ergiebt  sich  sogleich  ^,  wenn  wir  die 
Entfernung  des  ansiehenden  Punktes  vom  Mittelpunkte  wieder  mit  Jl  be- 
seiehnen; 

Nun  müssen  wir  t  bilden.    Wir  haben  ganz  wie  vorhin 


...(._lXl-*?)-K-7-*7) 


1      ,2a«  +  3c» 


und  hieraus  durch  Integration 

dt  1        2a«  +  3c« 

(a"+l)(c»+<)V."*aV.    *  TT* 

*   1  2fl«  +  3c« 

""♦jp"*"  *  ja» 

und  denmaeh 

II)  Z  =  |<*/ja^c»  j||  +  2/i/^a»c«z  ifi/«a*c»z  ^  . 

Hätten  wir  frttber  s  direct  =3x^+2^  gesetst,  so  würden  die  Formeln 
fftr  J[  und  Z  die  sweiten  Glieder  nicht  enthalten. 


Digitized  by  Google 


1 


386  Oscillatorißcbe  Bewegung  etc. 


Die  beiden  Anfengsglieder  in  den  Ausdrücken  fttr  X  and  2,  wekbe 
wir,  indem  wir  wieder  mit  M  die  Mease  des  ElUpeeids  beseidmeD,  uek 
80  sehreiben  kSnnen: 

Mu.f  9         ,    Maf  t 

■=r  und  — 


R  Ä«  R 

stellen  die  Componenten  der  Ansiebung  dar,  welebe  des  filHpsoid  eriiiden 
würde,  wenn  seine  Masse  im  Mittelpnnkte  vereinigt  wSre;  ilne  BmI* 
tante  trügt  natürlieb  aar  Bildung  des  Gegenpaares  nichts  bei.  Ebsan 
wenig  die  folgenden  beiden  Glieder: 

%fif^,^cnx  ^        nnd  %^f^tFcK%  . 

Die  Resultante,  welche  ihnen  entspricht,  gebt  offenbar  auch  durch  den 
Mittelpunkt  des  Ellipsoids.  In  Bezug  auf  das  Gegenpaar  hätten  wir  also, 
wie  wir  jetat  sehen,  keinen  Fehler  gemacht,  wenn  wir  nisprüogjiek 
ass«'-f'<'  gesetat  bitten;  im  Ausdruck  ftir  die  Kraftcomponenten  vtr- 
den  aber  dadurch  die  Glieder,  welebe  mit  denjenigen,  von  welchen 
Gegenpaar  herrührt»  Ton  gleidiem  Bange  sind,  fehletbafi  gewordea  wisL 
Da  es  uns  also  annitobst  auf  die  Bereehnnng  des  Gegenpaares  ankonMl, 
so  brauchen  wir  blos  die  letaten  Theile  der  Oomponenten  in  BetnMbt  n 
sieben  und  setsen  darum 

W  =  -*<*^^«»«»^  ir-^'    (Z)  =  -i,»/^^a«c«-i  ^  

Bedenkt  man  nun,  dass  das  Gegenpaar  den  Werth  bat 

so  erhült  man  für  dasselbe  den  Ausdruck 

ni)  G^lMfLf'-^xz, 
wie  in  §  1. 

Wenn  e»  sich  um  den  Druck  handelt ,  welchen  der  feste  Mittelpuckt 
des  Ellipsoids  anszuhalten  hat,  so  ist  derselbe  gleich  der  Resultante  toi 
den  oben  bestimmten  vollständigen  Componenten  A'  uud  Z\  in  erster 
Annäherung  kann  mau  sich  hier  auf  die  Glieder  der  höchsten  Dimenfck'a 
beachränken,  also  den  Druck  gleich  setzen  der  Resnltante  von 

nämlich  gleich 

Derselbe  ist  dann  vom  Mittelpunkte  nach  dem  anziehenden  Punkte  ge- 
richtet.   Infolge  der  durch  die  Bewegung  entstehenden  Schwungkrifte 
erleidet  die  Drebaxe  keinen  Druck,  weil  sie  eine  Hauptträgheitnxe 
auch  nicht  emmal  der  feate  Mittelpunkt,  wdl  er  der  Sehwetpsakt  iüi 


Digitized  by  Google 


Von  Dr.  A.  Gissen.  387 


§  3.  Otoillatioii  oIum  Anftngigeioliwindigkeit. 

Wir  bringen  das  ElUpaoid  in  eine  solche  Lege»  deas  «eine  ongleiehe 
Aze  mit  der  Linie  H  den  Winkel  bildet,  nnd  flberlasien  es  sich  selbst* 
Die  Aze  des  KriftopaereB,  welehes  ven  der  Antiehnng  des  Punktes  f» 
herrOhrt,  liegt  in  der  y-Aze,  also  in  einer  HanpttrSgheitsaxe.  Nach 
einar  bekannten  ISgenschaft  der  HanpttrÜgheitsaxen  dreht  e^  daher  den 
K9rper  nm  die  y-Aze  gerade  so«  als  wenn  diese  fest  wire;  wir  haben 
daher  s«r  Erforschung  der  Bewegnngsgesetse  die  Formeln  der  Bewegung 
mm  eine*  feste  Aze  ansnwenden.  IVaeh  dem  d*Al embert* sehen  Princip 
moss  die  Arbeit«  welche  das  Gegenpaar  in  dem  Zeitelemente  bei  jeder 
mit  der  VerbinduDg  Terträglichen  Verschiebnng  irerricLtet,  derjenigen 
gleich  sein,  welche  jene  Kräfte  verrichten  würden,  welche  den  frei  ge- 
dachteu  Punkten  die  wirklich  stattfindende  Bewegung  ertheilen  würden. 
Während  des  Zeitelements  verrichtet  nnn  G  die  Arbeit  Gd^i  die  ihr 

gleiehsQsetsende  Arbeit  ist  —  ^^^^t       ^       Trägheitsmoment  fUr 

die  Umdrehnngsaze  ist  nnd  den  Werth  hat  Daher  haben 

wir  die  Bewegongsgleichung 

-dfi  Ä3(c*  +  a») 

Diese  Oleichnng  zeigt,  dass  (bei  gleicher  Anlisngselongation)  alle  Ellip- 
soide  gana  in  deiselben  Weise  schwingen,  für  welche  der  Aasdmck 

^q-^  derselbe  bleibt.    Dies  ist  aber  offenbar  der  Fall  fttr  alle  mit  dem 

gegebenen  Ihnlichen  £Uipsoide  nnd  auch  nnr  für  diese.  Denn  wenn 

ist,  so  ist  anch  c^:o^s=!C*:a*  nnd  anch  (e^—a*):(c*-^a*) 

=  (c*  — n*):  nnd  umgekehrt.    Unabhängig  sind  die  Umstände  der 

Bewegung  von  der  Dichtigkeit  des  gegebenen  Ellipsoids. 

Ehe  wir  die  Bewegungsgloichuug  weiter  behandelu,  können  wir  schon 
sofort  eine  interessante  Frage  untersuchen.  Wie  man  nämlich  die  Be- 
wegung eines  zusammengesetzton  Pandels  auf  die  eines  mathematischen 
zurückführt,  so  muss  auch  hier  gleich  die  Vcrmuthung  entstehen,  dass 
sich  auch  die  Bewegung  des  Ellipsoids  durch  ein  einfacheres  System  dar- 
stellen lasse.  Dass  sie  sich  nicht  durch  einen  einzigen  mit  dem  Mittel- 
punkte fest  verbundenen  Punkt  darstellen  lasse,  wie  beim  zusammen- 
gesetzten Pendel,  ist  klar,  da  ein  solches  System  senkrecht  zur  Linie  R 
keine  Gleichgewichtslage  hat,  was  bei  dem  Ellipsoid  der  Fall  ist.  Viel- 
leicht aber  wird  sich  die  ßeweguni:^  des  Ellipsoids  darstellen  lassen  durch 
ein  System  von  zwei  Punkten  J  und  B  von  gleicher  Masse  m,  welche 
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durch  eine  mftssouloso  Linie,  beiderseits  vom  Urspninge  gleichweit  ent- 
fernt, verbunden  sind,  die  sich  um  den  Ursprung  drehen  kann.  Die 
halbe  Länge  des  Ilebela  sei  /,  ^  and  R  behalten  ihre  Bedeutung  (Fig.  14). 
Die  Componenten  der  Ansiehuug,  welche  A  erleidet,  emd 

diejenigen,  welche  B  erleidet,  sind 

— j-  —  una  — =-  -ö  , 

weon'  Ti  und  die  Entfernungen  bezüglich  der  Punkte  A  und  ß  ymsk 
anxlehenden  Punkte  fx  bedeuten.  Die  letsteren,  d.  h.  die  z-Ccmiponen- 
ten,  eneugen  kein  Paar.    Nun  ist 


also 


r. 


also  sind  die      Componenten  der  an  A  und  ^  wirkenden  Kräfte 

+  J?S   ^• 

Die  beiden  ComponeBten  . 

^  nififcc 

an  beiden  Punkten  erzeugen  kein  Paar,  sondern  halten  sich  dos  Gleich- 
gewicht.   Die  beiden  Theile,  welche  das  Paar  erzeugen,  sind  also  nur 

+  ^         und  ^  . 

Der  Hebelarm  des  Paares  ist  2/  und  also  das  Paar  selbst 

Du  moB  der  ftattfindenden  Bewegung  abgeleitete  Paar  iat 

wenn  /  das  Trftgheitsmonient  der  beiden  Punkte  in  Beiug  auf  die  Dreh* 
•ze  ist;  dieses  ist  ^2mP.  Daher  wird  die  Bew^gungsglelehnng 

Die  Bewegung  hängt  hiemaeh  also  gar  nieht  von  d«r  Masse  der  beiden 
Punkte  A  und  aneh  nieht  von  ihrer  Entfernung  I  ab,  sondern  nur 
▼on  der  Lage  des  ansiehenden  Punktes,  seiner  Masse  und  der  eonstan- 
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ten  ElementAnuiiiehiuig  (und  der  Anfangsamplltade),  wu  flir  elektro- 
lulriNhe  Beobaehtangen  mteresMnt  seiii  kann.  ESn  lolehee  Syatem  ist 
daher  nicht  geeignet,  die  Bewegung  unseres  Ellipsoids  denrasteUen.  Be* 
msfken  wir  noch,  daas  eine  homogene  Linie  von  beliebiger  Lttnge,  welche 

im  Mittelpunkte  nnterstfltat  ist,  gerade  so  schwingt,  wie  die  beiden  Punkte 
A  and  ^,  indem  alle  ihre  Punkte,  wie  yorhin  bemerkt,  gleiche  Winkel- 
geschwindigkeit haben.  — 

Versuchen  wir  jetzt,  ob  sich  die  Bewegung  des  Ellipsoids  nicht  durch 
ein  System  von  vier  Punkten  von  gleicher  Masse  m  darstellen  lässt, 
welche  durch  zwei  niassenlose  Linien  verbunden  sind  und  beiderseits  vom 
Dnrehschnittspunkte  dieser  Linien  gleich  weit  abliegen.  Ueber  die  zwei 
Verbindungslinien  machen  wir  zwei  verschiedene  Voraussetzungen.  Erst- 
lich seien  dieselben  gleich  lang,  aber  der  von  ihnen  eingeschlossene 
Winkel  2 9  sei  noch  unbestimmt.  Die  Halbimngslinie  dieses  Winkels 
irehmen  wir  zur  2-,  die  Sttnes  Nebenwinkels  zur  x-Kia\  der  Punkt  |» 
liegt  natttrlich  in  der  Ebene  des  Systems.   An  der  Linie  A  B  wirkt  nnn 

und  an  der  Linie        das  Paar 

am  ganzen  Syatem  wirkt  demnach  das  Paar 

Daa  TrAgheitsmoment  dea  Systems  ist  4m^,  also  die  Bewegnngsgleichnng 

<fi  d  3  ii  /"  roN^  rp 

-TT  =  =S         COS  &  stn 

Die  Bewegung  dieses  Systems  ist  daher  ebenfalls  unabhängig  von  der 

Länge  der  Hebelarme,  weshalb  zwei  gleich  lange,  in  ihrer  Mitte  an  ein- 
auder  befestigte  homogene  Linien  ebenso  wie  die  vier  Tunkte  schwingen. 
iJa  die  Bewegung  aber  von  dem  Winkel  cp  abhängt,  so  lässt  sich  diese 
Gleichung  mit  jener  für  das  Kilipsoid  identiticiren.    Wir  brauchen  näm- 

c*  —  a* 

lieh  nnr  ^  setsen,  woraus  sogleich  folgt 

•wXl  —  cos  2  <p  a 

Verbindet  maii  also  einen  Pol  unseres  Eälipsoids  mit  einem  beliebi- 
gen Punkte  des  Aeqnators,  so  bildet  diese  Verbindungslinie  mit  der 
Polaraxe  den  gesuchten  Winkel  9.  Koch  ist  su  bemerken,  dass  wir 
licht  noihwendig  homogene  Linien  au  nehmen  brauchen;  die  Dichtigkeit 
tann  Tielmehr  von  Null  aus  gana  beliebig  yariiren,  wenn  sie  nur  su  hei- 
len Seiten  tod  Null  aus  gleichmftssig  variirt. 
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Wir  macben  jetzt  die  zweite  Voraussetzung,  dass  nätnlicb  die  beideu 
Verbindungslinien  auf  einander  senkrecbt  stehen,  aber  das  Verhältniss 
ihrer  Längen  noch  unbestimmt  ist.  Nimmt  man  die  Linien  selbst  zu  den 
Axen  der  r  und  z  und  läast  0  und  Ii  ihre  frühere  Bedeutung,  so  wird 
das  Paari  welches  aa  der  Linie  A  B  wirkt,  nach  dem  Obigen  durgesteUt 

+  5»  • 

dM  an  der  Linie  J'B'  wirkende  dagegen  dnreh 

also  das  am  ganien  Sjstein  wirkende  durch 

Das  Trigheitsinonient  ist  2iii(<* also  die  Bewegangig^eiehnng 

wir  haben  also  nnr  an  setaen 

um  sofort  wieder  die  Bew  ogungsgleichung  uiiseros  EUipsoids  zu  erhalten. 

Nach  dieser  Digression  kehren  wir  nun  zur  Bewegungsgleichnng  sn- 
rück  und  schreiten  zur  Integration  derselben. 
Schreiben  wir  dieselbe  in  der  Form 

so  kommt  nach  Mnltiplication  mit  2(/  {> 

dl  dfi         *J?^(c*4-o*j  ^  ' 

oder  durch  Integration 

Hierbei  ist       die  Winkalgesehwindigkeit;  die  Consta»te  beatimiaft 

sich  daher  durch  die  Bedingung,  dass  beim  Anfange  der  Bewegung  der 
Elongation  die  Winkelgeschwindigkeit  Null  entsprechen  soll,  was  die 
Bedingung  giebt  uf(c»-^a*\ 

Durch  Subtraetion  von  der  yorigen  Gleichung  kommt 
und  weiter 
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Sctzon  wir  oitistweilen  den  constaiiton  Factor  der  rechten  Seite  gleich  ^, 
so  wird  die  Torige  Gleichung  doreh  eine  einfache  TranBformation 

+  ai=  — = 


^2  ^nndo'  — «in^    tm^o^^  ^/^  sind* 
Fühlen  wir  fftr  4^  die  nene  Variable  9  ein  mittelst  der  Gleichung 

«Ml« 


wonns  folgt 
wd  w^ter  also 

1^       eo«l^   ^yi  —  tiii»^*tin^' 


V 


1- 


'0 

dadueh  erhalten  wir  also 

A  dip 


}/2  yi  —  sm  i>,^  sincp^  . 
Wählt  man  nun  das  Zeichen  so,  dass  /  positiv  wird,  und  rechnet 
die  Zeit  vom  Anfange  der  Bewegung  aus,  so  dass  1  =  0,  '^  =  ^0  ^^^^ 
auch  tpsa^n  einander  entsprechende  Werthe  Bind»  so  kommt  durch  In- 
tegration TOfStehender  Gleichnng 

9  '2 

oder,  wenn  wir  für  J  seinen  Werth  setzen ,  das  Integral  mit  das  ▼oll- 
ständige aber  nach  Jacobi  mit  IC  bezeichnen} 

Für  die  Zeit  rom  Anfange  der  Bewegung  bis  dabin,  wo  das  Ellfip- 
soid  durch  die  Gleiebgewiohtslage  geht,  also  itir  den  Tierten  Theil  der 
gaasen  Oseillationsdaner,  die  wir  mit  T  beseicbnea  wollen,  haben  wir 

9t 

2 


alao  ist 


0 
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Beehnen  wir  dagegen  die  Zeit  toh  dem  Punkte  aiu,  wo  das  EUipioid 
dnieh  die  stabile  Gldchgewiehtslage  geht,  nnd  beseiehnen  daon  dMe 
mit     80  kommt 

oder 

Nun  handelt  es  sich  aber  woniger  darum,  die  Zeit  aus  dem  Elongations- 
winkel  zu  finden,  als  vielmehr  umgekehrt,  den  Elongationswinkel  an? 
der  gegebenen  Zeit  zu  finden.  Kehren  wir  daher  die  vorige  Gleichuii;: 
um,  wozu  ans  die  elliptUchen  Functionen  die  Mittel  bieten,  lo  koouBi 

IV)  .  ^^^Hni^^smaml^y^-^^!^^ 

\R  t       Ä(C*4-a*)  /mod=tm9» 

Hieraus  ergiebt  sich  sogleich  weiter 


TTN  ^     ^  •  /l  t/S^TV-«'')  A 

V)  C^^^a.  (_^_tn__2.^)_^^^^^. 

Aus  diesen  Formeln  ergiebt  sieb  leiebt  die  Winkelgescbwindigkeit.  Ik 

uämlicb 

diinamu 

du 

90  folgt  aus  IV) 


X 


folglich 


SeUen  wir  ^»0  oder  oder  ilberbaapt  ^«  wo  n  eine  po- 
sitive ganze  Zahl  ist,  so  erhalten  wir  die  Winkelgescbwindigkeit  in  ti^* 
bten  Punkte.    Für  <  =  0  wird  zunächst 


da  cosamO^l  ist.    Setzen  wir  ^^^^i  so  kommt  zuerst 

cos  am  • ' }  ~  "  ^  J  =n  f   «  »  =  ±  ^ 
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je  nachdem  «  gerade  oder  ungerade  ist.  Daher  kommt  für  die  Winkel- 
geschwindigkeit im  tiefsten  Punkte  jedesmal  derselbe  Werth,  nur 
einmal  positivi  das  andere  Mal  negativ,  wie  zu  erwarten  war, 

Oleichnng  IV)  llsit  sieb  mit  Benntsnng  tod  II)  aaeb  00  schreiben: 
Vm)  tin9^sin9^tiHam(^ 

Setzen  wir  in  dieser  Oleichaug  nacheinander 

so  kommt  offenbar 

^  =  0,    ^«^^,  ^  =  0,   dc=— Vo,   0  =  0,   ^  =  ^0» 

T 

Für  swei  Zeitpunkte,  welche  um      avseinander  liegen,  fttr  welche  «bo 
7» 

l^fBi', -f^,  kommt,  wenn  die  entsprechenden  Amplituden  mit  nnd 

^2  bezeichnet  werden, 

tin^^  a  mOo  iinam  i 

mO,  =  sin sinam(2iC -j-^      =  sin «in ^»  +  am l'^^J , 
wonns  folgt 

Ebenso  können  wir  anch  die  Formel  fttr  die  Winkelgeschwindigkeit  mit 
Hilfe  von  II)  umformen: 

IX)  r^^sm&Q-j;-cosam\-Yi  )> 

Fttr  swei  nm  ^7  mseinander  liegende  Zeitpunkte  liefert  diese  Formel 
offenbar,  wie  die  vorhergebende,  Wertbe  von  entgegengesetstem  Zeichen, 
da  die  Function  eosamu  ebenso  wie  sinamu  das  Zeichen  wechselt,  wenn 
das  Argument  um  2^*  wlcbst. 

Aus  diesen  Bemerkungen  ist  nun  die  Perfodleitftt  der  Be- 
wegung klar.  Ans  II)  folgt  noch,  wenn  O^^^tc,  rsaoo,  was  sich 
daraus  erklKrt,  dass  dann  das  Ellipsoid  im  Oleichgcwiehte  ist. 

Die  bisherigen  Formeln  sind  für  jede  Elongationsweite  des  Ellipsoids 
giltig,  wenn  es  nur  nicht  ganz  herumschwingt.  Nehmen  wir  im  Folgen- 
den an,  dass  die  Elongationsweite  beständig  sehr  klein  bleibe; 
CS  wird  dies  der  Fall  sein,  wenn  die  anfängliche  Excursionsweite  sehr 
klein  ist.  Zu  dem  Ende  kehren  wir  zunächst  zur  Gleichung  für  +  dt 
zurück  und  ersetzen  sin^^  und  sinQ  durch  resp.  nnd  ^,  wodurch  wir 
erhalten 

IHUohdftail«ilMUitlk«.Vhyrik,ZZllI,  S8 
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also  darcb  Integration   

Hcchnen  wir  die  Zeit  von  der  Anfangslage  dos  Ellipsoidg  ailfi|  10  ent- 
spricht <-=0  nnd  es  wird  daher  vorige  Formel 


0 

aresin  — 


Ol 


oder  wenn  wir  die  Zeit  vom  Durebgugspnnkte  des  EUipsoids  durch  die 
stabile  Qleiehg«wiohttlag6  an  raehnea,  wobei  sieb  IsO  und  ent- 
■prechen, 


Fllr  die  ganze  Oscillationsdaner  kommt 


arcsm  —. 

*0 


Ans  dieser  Formel  ersieht  man  besonders,  daas  bei  kleinen  Anaschlägen, 
fttr  welche  sie  nur  gilt,  die  Oscillationsdaner  wie  beim  ebenen  Pendel 

unabhängig  iat  von  der  Oscillationsweite;  diosolbe  ist  ferner  proportional 
mit  der  Potenz  ^  der  Entfernung  des  anziehenden  Punktes  von  Mittel- 
punkte dos  EUipsoids,  nnd  umgekehrt  proportional  der  C^uadratwurzel 
aus  der  Masse  des  anziehenden  Punktes  und  ebenso  aus  der  constanten 
Äementaran Ziehung.  Weniger  einfach  ist,  wie  die  Formel  zeigt,  der 
Zusammenbang  zwischen  der  Oscüiationsdaaer  nnd  den  Azen  dea  El- 
lipsoids. 

Kehren  wir  die  Formel  XI)  um,  so  kommt 
und  durch  Differentiation 


Uieso  beiden  Ausdrücke  können  wir  endlich  durch  Eiuiührung  der  Oscil- 
lationsdaner auch  wieder  so  schreiben : 


Für  die  Winkelgeschwindigkeit  im  tiefsten  Ponkte  kommt,  indem  wir 
^as 0  setzen. 
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Tin  {'^^\  _lo7/3M/X5W)__2jr 

INMarAtudroek  geht,  wie  man  siehti  ans  dem  früheren,  für  jede  Oscil- 
lationsweite  geltenden  berror,  indem  man  in  letalerem  «ml^o  dnrch  ^0 
nwttt. 

§  4.  Ofoillatimi  mit  Anfangsgeiehwiiidigkeit. 

Alle  Umstände  sollen  ganz  dieselben  bleiben,  wie  im  vorhergeben- 
den Paragraphen  f  nur  Boll  die  Anfangsgeschwindigkeit  nicht  Nnll  sein. 
Die  Oleichaug  der  Bewegung  bleibt 

dl*         Ä»(c*Hh«*)  2Ä»(c*-|-e*)  • 

w«khe  doveh  Integration  eignb  . 

(«/•(c»-fl*) 


€05  2^4-0. 


Der  Miflinglichen  Amplitude  des  Ellipsoids  entspreehe  ab  Anfangs* 
diehiing  nm  die  y-Axe  die  Cksebwindigkeit  v^;  dann  giebt  die  ▼erstehende 

Glsichnng  ftir  den  Anfang  der  Bewegung 

Onidi  Snbtraction  entsteht 

Wenn  nun 

gesetzt  werden  kann,  wo  einen  gewissen  Winkel  bezeichnet,  d.  h. 
wenn  sich  aus  dieser  Gleichung  für  ro.v20p  ein  Werth  <C  +  1  ergiebt, 
80  ist  klar,  dass  vorige  Beweguugsgleichuug  in  i'olgeude  übergebt: 

Dass  6^  jetst  die  grOsste  Amplitude  des  Ellipeoids  bedeutet,  leigt 

auch  der  Umstand,  dass  für  ^  =  ^q  -jz  verschwindet,  &  also  ein  Maxi« 

mnm  oder  Minimnm  ist.  Obige  Gleichung  lelgt  nun,  dass  die  Bewegung 
gerade  so  geschieht,  als  wenn  das  Ellipsoid  von  der  Anfangsamplitude 
60  MS  ohne  Anfangsgeschwindigkeit  ausgegangen  wäre.  Dieser 
Winkel  9o  bestimmt  sich  nach  dem  Obigen  aua  6^  und  Auf  diesen 
Fall  brauehen  wir  also  nicht  weiter  einaugehen. 

Wenn  sieh  nun  aber  fttr  cos 2 69  ein  Werth  >  + 1  ergiebt,  welchen 
wir  jetzt,  da  er  als  Cosinus  keine. Bedeutung  hat^  einfach  mit  —  C  be- 
idchnen  werden,  so  zeigt  dieses,  dass  das  Ellipsoid  gans  hemmschwingt. 
Die  Gleichung 

88« 
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'  t  .7773— V — 


d  0 

wo  C  ^  1  ist,  zeigt  dieses,  indem  ihr  zufolge  jetzt  —  für  keinen  Werth 

von  9  verschwinden  kann.  Die  Amplitude  bat  daher  keinen  Maximal- 
und  Minimalwerth  und  die  Bewegung  geht  Immer  in  demselben  Sinne  fort. 
Es  ist  dann 

woraus  erhellt,  dass  C  stets  positiv  ist,  wenn  es  überhaupt  grösser  als 
Eins  sein  soll.  Wegen  der  Grösse  von  R  im  Vergleich  mit  c  und  a  ist 
aus  dieser  Formel  klar,  dass  schon  eine  geringe  anfängliche  Geschwin- 
digkeit das  Ellipsoid  in  ganz  herumgehende  Schwingungen  versetzen  kann, 
und  diese  erforderliche  Winkelgeschwindigkeit  ist  oflenbar  desto  kleiner, 
je  näher  cos2^q  an  —1,  je  näher  also  20q  an  180"  und  an  90" 
(welche  Amplitude  der  Lage  des  labilen  Gleichgewichts  ont.spricht)  liegt. 

Für  die  Geschwindigkeit  0  in  der  stabilen  Gleichgewichtslage  kommt 
hiernach  « 

soll  also  das  Ellipsoid  gans  hemmsehwingen,  so  mois  sein 


Die  positive  Grösse  C  kann  nun  als  bekannt  voransgeseizt  werden; 

dann  ist  weiter 


\dtj     ^Ä^Cc^+a'*)^^      «wiir;      ^»(0«+«»)  V  2  ""^J- 

1  +  C 

Beseiebnen  wir  nvn  die  nene  Gonstante  ■  ^  ,  welehe  offenbar  wie- 
der positiv  nnd  >1  ist,  mit  c^^j  so  kommt  endlich 


Nehmen  wir  jetst  die  Zeit  yom  Dnrcbgange  des  Ellipsoids  durch  die 
stabile  Oleiehgewiehtslage  an,  so  kommt  dnrch  Integration 


0 

Das  elliptische  Integral,  welches  nus  hier  begegnet,  kann  nicht  in 
derselben  Weise  anf  die  Normalform  gebracht  werden,  wie  im  früheren 
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Falle ,  da  Cj'  >  1  ist.  Diese  ZarttckftthniDg  ergiebt  sieh  indess  noeh  leich- 
ter eis  dMnaUf  es  ist  nimlieh 


!!L  /!___^fL__ 


0 

Hierdurch  ist  die  Normaliorm  schon  erreicht,  da  ist  und  es 


kommt  also  das  Besnltat 


Ffir  die  Zeit  7  eines  ganien  Umsehwmiges  haben  wir  ^^=2»  sn  setien 
ond  es  kommt 


wo  K  nach  Jacobi  wieder  das  TollstXndige  Integral  bedentet  Kehren 
wir  nun  die  Gleichung  1)  am,  so  erhalten  wir  die  Amplitude  durch  die 
Zeit  ausgedrückt   

Hier  kann  also  die  Amplitude  direct  ausgedrückt  werden,  was  im  vorigen 
Falle  nicht  möglich  war.   if  wird  offenbar  desto  kleiner»  je  kleiner  der 

Hodulus  — ,  je  grösser  also      ist.    Dadurch  nimmt  auch  der  constante 


Factor  im  Ausdrucke  fttr  7  ab;  T  wird  also  desto  kleiner,  je  grOsser  c^, 
also  je  grösser  wird,  wie  auch  von  selbst  klar  ist  Nach  dem  Yoilier- 
gebenden  kann  ^  für  jede  Zeit  berechnet  werden.  £s  ergiebt  sich  noch 
ftr  die  Oeschwindigkeit 


Die  Toriieigehendett  Formeln  können  wir  anch  wieder  durch  Ein- 
lUirung  der  Undaufszeit  so  darstellen: 

UI)  ^=«'«(^''), 

aus  welchen  Formeln  die  Periodicität  der  Bewegung  sich  gans  ein- 
fach erschliessen  lässt. 
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§  5.   Der  eniiehende  Punkt  betitit  selbst  eine  kleine  OtoilletioB. 

Wir  wollen  jetst  endHch  noch  die  VenuMsetsiing  meehen,  der  te- 
siebende  Fankt  ii  oseillire  eelbat  anf  einem  nm  den  Mittelpunkt  dfli  El- 
lipsoids  mit  dem  Helbmesser  R  besehriebenen  Kreise  nm  eine  MitttUa|s 

aber  so ,  dass  seine  Amplitude  9  immer  sebr  klein  bleibt.  (Flg.  IS.) 
Der  Winkel,  welchen  die  Kotationsaxe  des  Ellipsoids  mit  dem  nach  0 

gezogenen  Radius  vector  bildet,  heibse  r,  ferner  möpe  t  die  Zeit,  G  du 
auf  das  EUipsoid  wirkende  Gegenpaar,  J  sein  Trägbeitsmoiuent,  c  seine 
Rotations-  und  n  seine  Aec[aatorealhalbaxe ,  endlich  /*  die  Attractionscon* 
staute  bezeichnen. 

Die  Schwingungen  des  Punktes  um  seine  Mitteliage  0  seien  aiur 
gedrückt  durcb  die  Gleichung 

I)  d  =  do#.V*y/, 

unter  6  die  Dauer  einer  ganzen  Schwingung  und  unter  9q  die  grosste 
Winkeldistanz  von  der  Mitteliage  0  verstanden.  Dann  beieet  die  Bs* 
wegnngsgleiohung  j/t^ 

Nun  ist  naeb  m),  gl, 


G  =  it^fJU  ^^^^^  «tii(^- 1)  cos - 1). 
Femer  ist 

Dadurch  kommt 

.  d?     Ä»(c«-f«*)  '^^^■"'^  c«s(d-0  =  0. 

Da  nun  nach  Annahme  ^  und  t  stets  klein  bleiben  sollen,  eo  eetaeo  wir 
für  eine  angenäherte  Bebandlnng 

CO«(d  — T)a=l,  Jlin(^--T)s^^f 

und  ebenso  der  Kttrse  wegen 

3^/-(c»-a')_ 

Dann  wird  die  Bewegnngsgleichung  des  Ellipsoids 
oder 

2n 

Wenn  wir  nun  noeb       mit  «  beadebnen  und  für  «I  die  neue  Ys- 

riable  x  eiuluhren,  so  erhalten  wir  die  Ditierentialgleichung 
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oder 

]!)odlicb  setzen  wir  noch  für       ■■  t  die  neue  Variable  jf  und  erhalten  so 


Die  allgemeiao  Differentialgleicbnng 


hat  bekanntlich  aU  Integral 

niter      und  Mg  die  Wnneln  der  Gleiehnng 

M>  +  MI  +  6»0 

versUnden.  Setsen  wir  f{x)  =  finx,  ao  erhalten  wir 
Nun  ist  aber 


/• 


in*+ 1 


demnach  kommt  also  ^«.i^«.«  — 

^  fli|  —  fli|  «j  —  m  j 

Nun  ist  in  nnsem  Falle 

««1  =  +  -'» 


^  +  *'»s  =  ^i    »»1— n»j  = -fi  —  »• 


Daher  kommt 


2^. 
a 
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unter  C  und  c'  die  beiden  Integrationsconstonten  Yeistanden.  Wir 
nun  nach  dem  Früheren 

und  »=»«1  =  — * 
and  erhalten »  unter  C  und  c  swei  neue  Integrationseonstanten  veittandea, 

Wenu  der  anziehende  Punkt  fi  iu  seiner  bisherigen  Mittcllage  0  fest- 
liegend gedacht  wird,  so  ist  ^o=^  setzen  und  die  Bewegung  wird 
dargestellt  durch 

woraus  hervorgeht,  dass  man  für  die  OsciUationsdauer  ä  des  EUipsoids 
in  diesem  Falle  hat  ^ 

oder  nach  dem  Obigeu  [übereinstimmend  mit  XII)  io  §  3] 
Hiernach  gestaltet  sich  Gleichung  II)  fülgendennassen: 

Für  den  Mond  ist  ^  =  ^>        g  ^^^^  Winkelgeschwindigkeit 

=  Ar  Hiernach  findet  öich  für  öeine  Umlautözeit 


und  daraus  veiter 


4^  kann  man  als  die  Libration  des  Mondes  in  derLXnge  betiaek- 
ten,*  wobei  dann  fBr  d  natttrlich  T  m  setzen  ist.    Hierdurch  kommt 

Ueber  die  Axenverhältnissc  des  Mondes  vergleiche  man  des  Verfas- 
sers Abhandlung:  „Ueber  eine  einfache  Behandlungs weise  der- 
jenigen Probleme  der  Hydromechanik,  in  welchen  Ellif- 


*  Man  bedenke,  dass  fBr  die  entwickelten  Fonneln  nur  die  relatiTS  Be- 
wegung von  Erde  und  Mond  in  Betracht  kommt.  Mit  Bttcksicht  anf  Oleidaig 
I)  veigl  man  Laplace,  Uk,  cü,  T,  IU,  1,7,  n.     und  T,U,  h5,n,U. 
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soide  mit  kleinen  Excentricitäten  vorkommen",  I.  Theil  §  2, 
Jahrgang  XXI,  1  dieser  Zeitschrift.*  Offenbar  erhielte  man  für  t  eine 
Formel  von  derselben  Gestalt  bei  der  Annahme,  daas  die  auf  der  Ebene 
des  Winkels  r  senkrecht  stehende  Axo  des  Ellipsoids  die  kürzeste  sei. 

Die  Rotation  des  Mondes  um  seine  Axc  ist  glcicltförmig  und  ihre  Dauer 
sehr  nahe  gleich  der  Uralaufszeit  um  die  Erde.  Da  die  letztere  nicht  gleich- 
förmig ist,  so  wird  durch  diesen  Unterschied  die  Libration  in  der  Länge  be- 
dingt. Es  ist  unwahrscheinlich,  dass  die  anfängliche  Kotationsgeschwindig- 
•  keit  genau  gleich  der  mittleren  Umlaufegcst  hwindigkeit  war.  Waren  aber 
beide  verschieden  und  hätte  keine  weitere  Wirkung  stattgefunden,  so 
hätte  im  Laufe  der  Zeit  eine  merkliche  Ablenkung  der  Moudaxe  eintreten 
müssen.  Ans  dem  Vorhergehenden  leuchtet  nun  ein,  wie  dadurch,  dass 
die  grösste  Moudaxe  der  Erde  zugekehrt  ist,  diese  Axe  um  die  Lage, 
welche  sie  einnähme,  wenn  die  Rotations-  und  Umlaufsgeschwindigkeit 
genau  gleich  und  keine  weiteren  Wirkungen  vorhanden  wären,  am  We- 
niges heromsch wankt,  wofern  nur  der  anfkngliche  Unterschied  swischen 
der  Botatiomt-  «nd  mittleren  Umlaufsgeschwindigkeit  nicht  allia  beden- 
tond  war. 


*  DaselUt  S.  62  Z.  2  v.  o.  lese  man:  „b  steht"  statt  „besteht**. 
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ZYUL  Ueber  die  VeraUgemeineraiig  einer  Bneilgiuigiart  der  Curren 

iweiten  Qradee. 

(Bma  Tft£  71,  Fig.  16— 1&) 

Die  Erzeugungsweieen  der  Curven  lassen  eich  eintheilcn  in  me- 
trische und  projectivische.  Je  nachdem  die  Curve  in  ihrer  Er- 
zeugung oder  als  fertiges  Gebilde  betrachtet  wird ,  finden  jene  ihre 
analytische  Darstellung  vermittelst  der  inneren  oder  der  complexeo, 
dieae  vermittelst  der  äusseren  oder  der  algebraischen  Multipli- 
catioD.  —  Nar  die  Curven  zweiten  Grades  scheinen  bis  jetst  nach  allct 
diesen  Ricbtnngen  hin  nntersacbi  sn  sein,  and  zwar  waren  es  bei  diesen 
die  einfachen  metrischen  Erzengangsweisen  (des  Kreises  mittelst  Zirkd, 
der  Ellipse  mittelst  der  bekannten  Fadeneonstrnotion) ,  welche  sieh  dar 
Untersnchnng  stierst  darboten.  Erst  die  neuere  Zdt  braehte  dir  dine 
und  bald  auch  tfSi  die  höheren  Curen  die  projeetivisehen  Enengnoci- 
wdsen,  wtthrend  die  metrische  Bnengong  der  letsteren  noch  im  BfiÄ- 
stand  geblieben  ist. 

Im  Folgenden  soll  eine  VerallgemeineruDg  der  metrischen  Erseogug 
der  Cnrven  iweiten  Grades  yersncht  werden,  wobei  es  Yomgsweise  da^ 
anf  ankommen  wird^  im  Allgemdnen  festsnstellen,  welohe  Besaitete  siA 
von  Untersnchungen  dieser  Art  erwarten  lassOta. 

Wenn  die  elementare  Aufgabe  gestellt  wird,  den  Ort  eines  Punktet 
zu  bestimmen ,  für  welchen  die  Summe  der  Entfernungen  von  zwei  festen 
Punkten  constant  ist,  so  dass 

so  ergi(?bt  sich  bekanntlich  als  Lösung  eine  Ellipse  oder  eine  Hyperbel 
je  nachdem  und  r^,  gleiche  oder  entgegengesetzte  Vorzeichen  haben. 
Und  wenn  c  die  Entfernung  der  beiden  Punkte  ist,  so  ist  stets  nur  die 
Ellipse  oder  die  ilyperbel  reell,  je  nachdem  c  >  oder  < c.  Versteht  man 
daher  in  obiger  Aufgabe  nnter  „Summe"  die  algebraische  Somme 
(beide  Fälle:  r^  +  r^,  und  r^—r^  nmfassend),  so  ist  der  Ort  des  Ponktef 
ein  Paar  von'Kegelschnitten,  von  denen  der  eine  reell,  der  andere  iffls^ 
ginftr  ist.  Oder:  Für  einen  bestimmten  Werth  von  c  liefert  stets  nsr 
einer  der  beiden  Fälle  (r|+''t)  <uid  {r^—r^  eine  reelle  Cnrrei 
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Verwandelt  man  die  Gleichung  r^-\-r^  =  c  in  eine  Gleichung  zwischen 
rechtwinkligen  oder  Dreipunkt- Coordinaten,  so  erhlilt  man  die  Form 

worin  a  ond  6  Functionen  zweiten  Grades  der  Coordinaten  sind.  Durch 
Entfernung  der  Wurzeln  würde  man  eine  Gleichung  vierten  Grades  erhal- 
ten«  wenn  nicht  Glieder  auf  beiden  Seiten  der  Gleichung  sich  aufhöben. 
Nach  diesen  Vorbemerkungen,  deren  Vergleichung  später  von  Nutzen 

sein  wird,  wenden  wir  uns  zu  der  Aufgabe:  Den  geometrischen  Ort 
eines  Punktes  x  zu  bestimmen,  für  welchen  die  algebraische 
Summe  der  Entfernungen  vop  drei  gegebenen  Punkten  con- 
Stant  ist. 

Unter  der  Annahme,  dass  die  drei  festen  Punkte  e,,  e^^  nicht  in 
gerader  Linie  liegen,  können  wir  den  variablen  Punkt  x  ans  «|,  ^,  tf, 
mittelfit  der  Gleichung  ableiten'^ 

worin  tBj,  a?^,       Zahlen  sind  und  {Ci<'^t's)  =  ^  i^t*  können  femer 

annehmen,  daas  x  ein  einfacher  Punkt  (Punkt  mit  dem  (Joe(£iciönten  1) 
sei,  80  daaa 

2)  x,  +  Xj,  +  ar3  =  l. 

Ans  1)  ergeben  sich  dann  eogleieb  die  Entfemnagen  des  Panktes  x  von 
'it  ^0  folgt: 

(o:  -  «?J  =  X,  (e,  -  e,)  +    {e^  -  e^) , 
{x — e,)  =        -  e^)  +  Xi  (c,  —  tf,) , 
{x  -  e^)  ^    (e^ «t    -  ^) 
oder,  wenn  wir  nr  Abkttnnng 

setzen,  («t-«b)"H'  («t-«i)=«it 

{x-e^)  =  Xst^  —  x^f^,   {''c-l\^)^j■^e,^~x.^(^,   (x  —  e,^)  =  x^i^  -  x^  f,^. 

In  diesen  Ausdrücken  sind  aber  nicht  nur  die  numerischen  Wcrthe  der 
drei  Strecken,  sondern  auch  ihre  Kichtungcu  enthalten.  Da  nun  der 
numerische  Werth  einer  Ausdehnnngsgröüse  gleich  der  positiven  Quadrat- 
wurzel aus  ihrem  innern  Quadrat  ist,  so  erhält  mau,  wenn  die  Summe 
dieser  numerischen  Werthe  mit  s  bezeichnet  wird,  als  Gleichung  des 
gesuchten  Ortes  zunächst 

£b  iat  femer,  wenn  wir  die  Boehetaben  e  wieder  einfttbren, 
und  naeh  den  Geeetien  der  Bannlelire 


*  Hier,  wie  in  den  unmittelbar  folgenden  Rechnungen  setze  ich  die  in  den 
6raB8niann^<()u'n  Werken,  sowie  in  meiner  „itauuilehre"  aufgestellten  Begriffe 
und  (iebt:tzti  vuruu«. 
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Wenn  wir  diesen  und  die  analog  gebildeten  Aasdrttcke  in  der  Gleichnog 

3)  einsetzen,  so  gebt  sie  über  in 

oder,  wenn  wir  die  Khunmern  lösen,  dnrch  ^  dividiren  und  sij/^^l 
■etsen, 

4)  V^'i^  -\-x^x^  +  Xj«  +        H-    a:,  4-  u\  -|-  ^x,  ^  +    x.^  +  ar^*  =  A , 

wobei  man,  um  die  Homogenität  berzu^tellen,  zu  k  nocb  den  i'actur 
{x^-\-x^-\-x.^)  fügen  kann. 

Die  Gleichung  4)  ist  nun  die  Gleichung  einer  Curve,  welche  den 
geometriBcben  Ort  des  Punktet  x  reprXsentirt.  Um  diese  Gleichung  zn 
tnnafomüren,  tehrelben  wir  sie  in  der  Form 

schafTcn  }/c  nech  rechts  und  erhalten  durch  eine  kune  Beehnung, 
wobei  noch 

c  —  u  —  U  =  d 

geaetst  wird. 

Löst  man  dann  die  E3ammem,  ordnet  nach  Fotensen  von  1'  und  stellt 
die  Goeffieienten  derselben  durch  die  Ausdrucke  (d— 2c)  und  (d*— 4afr) 
dar«  so  findet  sieh  Imcht,  dass  die  Oleiehung  sich  auf  folgende  Form 
bringen  lisst: 

5)  [A*  +  2A''(d-2c)  +  (<i»-4«6)]«=64A*«6c. 

Setzt  mau  auch 

6)  XiX^-\- x^x^-^  x^x^  =  Vt 

so  ergiebt  sich  in  Verbiuduug  mit  2) 

a=l  — p  — X, ,    6  =  1  — t>  — «g, 
c  =  l  — 0  — a?3,    d  =  t;  — 2^5, 
(rf— 2<j)  =  3p-2,    (<i«-4«ft)  =  -3t;«,  abc^ü^-v^-aa^x^x^. 
Durch  Einsetzung  dieser  Warthe  in  5}  erhrilt  man 

7)  t**  +  2l«(3e  -  2)  -  3e»y  «  64i»(«'*  -    -  «i*t*»)- 

Aueh  diese  Gleichung  kann  man  durch  Hinan Agung  passender  PotensMi 
von  (d?|+^a+fi^  homogen  machen.  Ihre  Variablen  sind  dann  die  drei 
Functionen 

(«j  +  a?,  +  «3) ,       ST,  +  ^i's^a  +  "^s^i) »    (^1  ^t^i)' 
Die  Curve  besitzt  im  Allgemeinen  den  achten  Grad.    Daraus  geht 
hervor,  dass  in  der  Gleichung  4)  die  Wurseln  mit  allen  möglichen  Zeichen- 
combinationen  genommen  werden  können  und  dass  die  Gleichungen 
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nieht  vier  Tetscbiedene  Oarren  (wie  es  die  Analogie  mit  den  E^iebehnü- 
ten  fordern  würde),  sondern  vier.  Zweige  denelben  OuTe  repiSaentiren. 
Ea  ist  ferner  leicht  sn  sehen,  dass  die  Cnrre  (für  endliche  Werthe  yon 
1)  keintf  unendlich  fernen  Ponkte  besitien  Inknu,  .denn  iseine  der  vier 
Zeichencombinationen  ist  mit  einem  ^dchsdtigen  Wachsen  der  Grössen 
a,  fr,  e  ins  Unendliche  vereiubar. 

Um  zn  erfahren,  in  welchem  Falle  die  Cnrve  durch  die  Ecken  des 
gegebenen  Dreiecks  geht,  setzen  wir  mit  Rücksicht  auf  1)  «^BO^aO, 
Dann  ist  auch  »ssQ  und  die  Gleichung  7)  liefert  die  Bedingung 

daher  IbO,  +2,  —  2.  Da  dieselbe  Bedingung  auch  fttr  die  Annahmen 
ap|B=d9|aB0  und  x^bix^ssO  sich  ergiebt,  so  folgt,  dass  in  den  Fillen 
X^O  und  1  =  2  die  Curve  durch  die  drei  Edcpunkte  des  gegebenen 
Dreiecks  geht.* 

Für  1^2  erhSlt  Gleichung  7)  die  besondere  Form 

(24v  -  3«*)'  »  256(0*  -  9*  -7  »i^^i- 
Setst  man  hier  0^1  =  0,  so  wird  9ssx^Xy  Und  da  alsdann  die  Gleich« 
ung  durch  s*  theilbar  ist,  so  sbid  swei  Werthe  von  x^x^  gleich  Null, 
d.  h.  die  Punkte  und  sind  Doppelpunkte  der  thirve.  Dasselbe  gilt, 
wie  leicht  zu  sehen,  von  e^,  —  Zur  Veranschanlichung  ^bt  Fig.  16  ein 
Bild  der  Curve  fttr  den  Fall  eines  ^eichseitigen  Dreiecks,  entsprechend 
dem  Werthe  Ab 2. 

Ans  dieser  Specialform  der  Cnrve  kann  man  durch  Anwendung  eines 
ein&ehen  Frineips**  allgemeinere  Formen  erhalten.  Indem  man  lunMchst 
das  gleichseitige  Dreieck  b^behält,  aber  l  sich  indem  lisst,  werden 
auch  die  neun  Doppelpunkte  der  Curve  sum  Tbeil  sich  auflösen.  Im 
Allgemeinen  gestattet  jeder  Doppelpunkt  (Knotenpunkt)  eine  iweifache 
Durchschneidung  des  Knotens.  Da  jedoch  die  Cnrve  in  Besug  auf  die 
Transversalen  des  gleichseitigen  Dreiecks  symmetrisch  bleibt,  so  wird  für 
je  drei,  ein  gleichseitiges  Dreieck  bildende  Knotenpunkte  nur  ein  und 
dieselbe  Auflösung  des  Knotens  stattfinden.  Ueberbanpt  ist  es  fraglich, 
wieviele  Combinationen  dieser  an  den  drei  Tripeln  zu  vollziehenden  Auf- 
lösungen und  durch  welche  Variationen  von  k  dioselbon  entstehen. 

Eine  weitere  Verallgemeinerung  der  Curvenform  entsteht,  wenn  die 
drei  Fundamentalpnnkte  nicht  ein  gleichseitiges,  sondern  ein  beliebiges 
Dreieck  bilden. 

Für  k^O  erhält  Gleichung  7)  die  besondere  Form 

*  Auch  üleichung  4)  giebt  in  diesem  Falle  ±Äi±a?,  =  i|  daher,  weil  die 
Zeidhen  links  unabhängig  von  einander  sind,  IsO,  +8,  -S. 

**  Vergl  den  Artikel  von  Klein  in  den  „Sitznngsberiöhten  der  physikalisch« 
medidaisohen  Societftt  sa  ErlangMi'*  vom  6.  Mai  187S. 
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d.  b.:  Der  geomotrische  Ort  eines  Puaktes,  für  welchen  die 
algebraische  Summe  der  Entfernnngen  von  drei  festen  Pank« 
tcn  gleich  Null  Ist,  ist  ein  Kegelschnitt,  und  zwar  (mit  Rflek- 
sieht  anf  die  oben  gemaebte  BemericnDg  hinsiehtlich  der  anendlicb  fernen 
Punkte)  eine  Ellipse. 

Ist  das  Dreieck  gleichseitig,  so  geht  die  Ellipse  durch  die  Ecken 
des  Dreiecks  und  verwandelt  aich  in  einen  Kreis.  Man  erb&lt  dann  den 
bekannten  elementaren  Satz: 

Verbindet  man  einen  beliebigen  Punkt  der  Kreislinie  mit 
den  Ecken  den  eingeschriebenen  gleichseitigen  Dreiecks, 
80  ist  die  mittlere  Vor bindangslinie  gleich  der  Samme  der 
beiden  anderen. 

Hinsichtlich  der  oben  gefundenen  Curve  achten  Grades  tritt  uns  nun 
sogleich  eine  wichtige  Frage  entgegen,  die  ich  hier  nur  anregen  will: 
Giebt  es  ausser  dem  Falle  A.  =  0  noch  We rthe  der  gegebenen 
Summenstrecke,  welche,  in  Verbindung  mit  einer  besondern 
Form  des  Dreiecks,  eine  Reduction  derCurve  auf  einen  nie- 
deren Grad  oder  ein  Zerfallen  derselben  in  Cnrven  niederen 
Grades  bewirken?  —  Welehe  Modificatlon  erleidet  die  Curve  in  dem 
FaUe,  wo  die  drei  gegebenan  Punkte  auf  derselben  Geraden  liegen? 
«  (Ohne  besondere  Unteisuchung  ist  nur  in  erkennen,  dass  in  diesem  leta- 
teren  Falle  die  Curve  in  Bezug  auf  die  Oerade  symmetrisch  liegt.)  Bs 
wird  besonders  interessant  sein,  su  erfahren,  ob  und  fllr  welehe  Cnrven 
niederen  Grades  «ne  mit  den  Kegelschnitten  analoge  metrische  Eraeu- 
gung  ezistirt 

Da  von  der  oben  besprochenen  Erseugung  offenbar  alle  Cnrven  mit 
unendlich  fernen  Punkten  ausgeschlossen  sind,  so  kann  man  femer  die 
Curven  untersuchen,  fUr  deren  Punkte  die  Summe  der  Entfernungen  von 
vier  Punkten  constant  ist.  Diese  Curven  werden  offenbar  unendlich 
ferne  Punkte  besitien,  da  die  Summe  von  iwei  positiv  unendlichen  Ent- 
fernnngen sich  gegen  di^enige  zwder  negativ  unendlichen  bis  auf  eine 
beliebige  endliehe  Grösse  aufhebt. 

Es  können  endlich  alle  diese  Aufgaben  im  Gebiete  des  Baumes  be* 
trachtet  werden.  Man  erhält  dann,  sobald  die  gegebenen  festen  Punkte 
anf  derselben  Geraden  liegen,  eine  Kotationsflftche  und,  falls  sie  in  der- 
selben Ebene  liegen,  eine  Fläche,  welche  in  Beaug  auf  diese  Ebene 
symmctriHch  ist. 

Zum  Schluss  möge  noch  eine  Constinction  Krwähnung  finden,  welche, 
als  Erweiterung  der  Fadenconstruction  der  Ellipse,  für  n  beliebige  feste 
Punkte  denjenigen  Zweig  der  Curve  liefert,  für  welchen  alle  Entfer- 
nungen positiv  sind. 

Es  seien  die  festen  Punkte  durch  aufrechte,  auf  einer  Tafel  befestigte 
Stifte,  der  die  Cnrve  erzengende  Punkt  durch  einen  kleinen  Eing  dar- 
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*■  ^^^^^^  *  0  ^  ^-^  V  y-^-^^^l^ir«»» 


gestellt.  Legt  man  den  Hing  anf  eine  beliebige  Stelle  der  'J'afol,  schlingt 
einen  Faden  abwechselnd  um  einen  der  Stifte  und  durch  den  liing,  bis 
sftmmtliche  Stifte  benutzt  sind,  und  verbindet  endlich  die  beiden  Enden 

des  Fadens,  so  kann  man  bei  straff  gezogenem  Faden  in  dem  Ringe 
einen  Bleistift  bewegen,  welcher  die  verlangte  Curve  erzeugt.  Denn  tlio 
Gesammtlänge  des  Fadens  ist  unveränderlich  und  gleich  der  doppelten 
Summe  der  Entfernungen  des  variablen  Punktes  x  von  den  festen  Punk- 
ten p, ,  •••  (s-  I^'p:-  17).  Theoretisch  gilt  diese  Construction  auch  für 
die  oben  erwähnten  Flächen.  —  Auf  die  Ellipse  angewendet,  hat  diese 
Construction  vor  der  gewöhnlichen  den  Vorzug,  dass  die  Reibung  des 
Bleistiftes  an  dem  Faden  vermieden  wird  und  dass  crsterer  nahezu  immer 
an  demselben  Punkte  des  Ringes  festliegt.  Eine  zweite,  ähnliche  Con- 
structionsweise  zeigt  Fig.  18. 

Waren,  im  April  1875.  V.  Sculeqbl. 


ZIX.  Veber  die  YerfcHgemeinernag  der  partiell^  Integntion. 

Bezeichnet  u  eine  von  x  abhängige  Variabele,  so  ist  bekanntlich 

dx  du     "dx  dx 

oder 

dcp(UyX)      ilq>(u,x)      d(p{H,.v)  du 

dx  äx  du  'äx* 

daher  auch,  wenn  mit  dx  nniltiplieirt  und  integiirt  wird, 

r£9(jV^  .     p<p{u,  x)  du 

Setst  man  weiter 

2)  gfl.  ^r{^^)f 

M  folgt 

8)  9{u,x)^Jf{u,x)dx, 

wobei  sich  die  Integration  [ebenso  wie  die  Differentiation  in  2)]  partiell 
anf  X  bezieht,  so  dass  für  diese  Integration  u  als  Constante  sa  betrach- 
ten ist.   Naeh  Substitution  roa  2)  nnd  3)  wird  nun  ans  Nr.  1 

4)    / m)dx^f r{u,  X)  dx  -f  1^  y r(«. «)  ao^l  ^  dx, 

die  sich  in  folgendem  Satze  aussprechen  lässt: 

Bei  der  Integration  einer  Function  kann  man  einen  beliebigen 
variabelen  Bestandtheil  derselben  vorläufig  als  constant  ansehen  und 
nachher  den  Fehler  dadurch  ausgleichen,  dass  man  von  dem  vorläufigen 
Integrationsresultate  das  Integral  derjenigen  Function  subtrahirt,  welche 
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eeioe  Derivirte  seiii  würde,  wenn  in  ihm  nur  der  ab  Constaale  be> 
handelte  Bestandtbeil  Tariabel  wftre. 
In  dem  spedellen  Falle,  wo  von  der  Form  uP(m)  lat,  wM 

Ijau. .)  a. = i;  [ufn')    =J  m 

und  damit  gebt  die  Formel  4)  über  in 

d.  h.  in  die  Fonnel  für  die  partielle  Integration. 

Alf  Bdipiel  für  die  allgemeine  Formel  4)  diene  das  Integial 


Setzt  man  bxssu  nnd  betraebtel  «  ToriSnfig  als  Constante,  so  ist 


d 

d 

mithin  nach  Nr.  4) 


a:(a  +  u  +  cxrtf^°^    2(s.+l)e  J        %c  'Tx''^ 

und  nach  Restitution  des  Werthes  11  =  60? 

Ueberbaupt  erveist  sich  die  Fonnel  dann  als  nützlich,  wenn  ein  Factor 
der  in  integrirenden  Function  die  Derivirte  des  andern  Factors  Mis 
würde,  falls  gewisse  Bestandtheile  des  letzteren  (wie  Torbin  bx)  eonUsat 
wären. 

Hiemaeb  unterliegt  es  aueb  kdner  theoretischen  Schwierigkeit,  va^ 
läufig  mehrere  Bestandtheile  der  Function  /  als  Constanten  lu  betrscb- 
ten;  die  allgemeine  Formel  daftlr  ist 

y}(ti„i^,...tf»,«)d(e 

= y^K  t  M,,    ^»  f  j^/ «)  ^ 

(Ans  einem  Briefe  des  Herrn  Dr.  WozmiKr  in  Cbarlottenbari^ 
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ZZ.  Ueber  eUijtiiolie  Integrale. 

BekanntUch  genOgeii  die  Ab  ersehen  Integrale  linearen  Differential* 
gleicbangen  mit  algebraisehen  Goeffieienten  in  Being  anf  ihre  Claeeen- 
Bodoln.  Dieae  Oleiehnngen  ettthalten  im  Allgemeinen  ein  von  der  Un- 
bekannten freiea  Glied,  lind  also  in  gelirtnchlicber  AnadraefcsweiM 
eomplete  Differentialgleichangen.  Die  Differentialgleichnng,  weldie  man 
dnreb  Fortlassnng  diesei  Gliedes  erhält,  die  reducirte,  wird  durch  be- 
stimmte Aberselie  Integrale,  nämlich  darch  PefiodicitXtsmoduln  befrie- 
digt. Kennt  man  aber  die  LSenng  einer  Hnearen  reducirten  Differential- 
gleichnng, so  findet  man  darans  die  der  CMnpleten  durch  blose  Quadra- 
tur, tind  man  gewinnt  somit  eine  Darstellung  von  AbeTschen  Integralen 
dnrch  andere ,  bei  denen  die  Veränderliche  der  ersteren  nur  noch  als 
Parameter  auftritt,  also  durch  bestimmte  Integrale.  Es  ist  mir  nicht 
bekannt,  dass  eine  solche  Darstellung  schon  gegeben  sei,  obgleich  die 
Differentialgleichungen  wohlbekannt  sind.  Für  das  überall  endliche  ellip- 
tische Integral  ergiebt  sich  auf  diese  Wcii^e  eine  Darstellung  durch  zwei 
bestimmte  Integrale  dritter  Gattung.  Obgleich  diese  Relation  mit  Hilfe 
der  Thetafunctionen  ausserordentlich  leicht  aufgestellt  werden  kann,  so 
scheint  mir  docli  die  Verfolgung  des  eben  verzeichneten  Weges  nicht 
ohne  Interesse,  weshalb  ich  hier  eiue  Herleituug  jener  Darstellung  auf 
diesem  Wege  mittheile,  die  nachher  noch  durch  Tbetafunctionen  verifi- 
cirt  wird. 

Das  überall  endliche  Integral  sei 

0 

Znr  Abklinnng  diene  die  Beseichnnng 

£s  ist  die  Detenninante 


Zu 

eine  zweiwerthige  Function  von  ^,  die  nur  in  algebraischer  Weise  nn- 
endlicb  wird ,  und  folglich  eine  algebraische  Fnnction  Ton  |,  welche  dnrch 
die  Art,  wie  sie  nnendlich  wird,  leicht  coDStmirt  werden  kann.  Die 
hieraus  entspringende  Differentialgleichnng  ist  bekannt  (vergl.  meine 
Tbeerie  der  eomplexen  nnd  der  TbetaftinetioneB,  %  Anfl.,  8. 116,  wo- 
srfiiAiift  £  MaihMMint  «.i^frik,  zzm,  s.  t9 


Digitized  by  Google 


410  KleincAw  Mittheiliiiifeii. 

selbst  für  den  Factor  ^  auf  der  rechten  Seite  ^  zu  aetzen  ist),  und 
schreibt  sich 

^        ^x*  dx     *       4(1  — x|r 

Die  redncirte  Differentialgleichung  I/=  0  wird  durch  die  Periodid- 
tätsmodnln  K  und  K'  oder  dnreh  tf(l)  und  m(qo)  befriedigt,  und  man 
kann  daher  die  Lösung  der  completen  Differentialgleichung  durch  eine 
Quadratur  nach  x  (vergl.  Baltzer,  DetenDinanteii,  §  10,4)  finden.  Be< 
rlleksiehtigen  wir  die  bekannte  Gleichung 

dx      d»  ix?' 

so  finden  wir  für  u  die  Lösung 

n  * 

in  welcher  die  unteren  Grensen  der  Integrale  noch  sn  besttmmen,  aber 
Ton  %  anabhängig  sind.   Hieraoa  folgt 

X  1 


00 


and  durch  Vertanschung  der  Integrationsreihen  folgen 

1  « 


0 

00 


dx 


x$)|/(l-x5)(l-xA) 

0 

Die  Integrationen  nach  x  lassen  sich  ausführen,  da  ja 
ax  1-xA  2 


ist,  nnd  so  folgt  denn  weiter,  wenn  «s,  ttni  yon  %  nnabbingige  Gon« 
Stinten  sind, 


Mf  ,  9.K'  ri-xk  dX  ,  »(j.Ä'  /*l-xi  rfA 
«4s4-a  iJ:  »   .   /  u-  _    /  ^   
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und  die  gefachte  Dentelliiiig  Yon  u  d'nreb  beittmmte  Integimle  dritter 
Geltimg  iit  geftinden,  sobald  «,  a  beetimmt  aind. 

Setsen  wir  »»0,  io  nrnss  Das,  was  mit  Jt'  nmltiplieirt  ist,  Ter- 
schwinden,  weil  K'  imendlieb  wiid,  wibrend  alles  Andere  endlieb  bleibt, 
wobei  £C  gleieb       wird.   Daraus  folgt 

1 


0 


E2e  ist  demnacb  m  eine  ungerade  Zahl. 

Für  »ssl  ist  JC  unendlich,  Jt  endlieb.*  Also  mnss 


00 


und  demnaeb  ancb  «  eine  ungerade  SSabl  sein. 

Nun  soll  noch  das  erhaltene  Besohat  a  pattenori  dnreh  Anwendung 
der  Tbetafnnctionen  als  riebtig  erwiesen  werden,  was,  wie  sehen  oben 
erwMbnt,  Isieht  möglieh  ist. 

Setst  man 

—  0» 

80  ist  naeb  Jacobi 

X 

0 

und  da  fttr  i=l  vsiT  und  fttr  i-aoo  »siiT'  ist,  so  folgt  hieraus 

1 

= - 2irjr  ^4?öoH«) + Ar'^(- 1), 


*  Die  Art,  wie  K  für  »si  onendlioh  wird,  ibdei  man,  wie  lölgt: 


Pexnoach  üt  _  i 
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Setzt  man  nun  I)  im  ersten  Falle  gleich  a'irr,  im  zweiten  —  oirr, 

unter  a,  a'  angerade  Zahlen  verstanden ,  so  folgt  durch  Addition  wieder 


Die  ragenden  Zahlen  «,  «  find  ihrer  Natur  nach  nnbestinimt,  weil 
u  raendUoh  Tieldeotig  iat 

Freibvrg  i  B«  J.  TaoiiAa. 


XXI.  Einfaohite  Pormel  für  das  Yolnmen  des  Frismatoids. 

Im  XVI.  Jahrgang  dieser  Zeitschrift,  S.  534,  hahe  ich  eine  Formel 
mitgetheilt  anr  Bestinunnng  des  FUcheninhalta  einet  Polygons ,  wenn  die 
Seilen       o,,        a„  und  deren  Winkel  a^,  a^»  ••*»  einer  belie- 

higwi  Biebtang  gegeben  sind.    Dieselbe  heisst 

/=n-l  i  =  n-2  /  if=»-l  \ 

Diese  Formel  giebt  ein  Mittel  an  die  Hand  zur  directen  Vohunenberech- 
nung  der  Körper,  die  zurrst  Steiner  und  später  unabhängig  von  ihm 
und  auf  anderem  Wege  Wittstein  berechnen  lehrten,  und  die  von 
Letzterem  den  Namen  Prismatoid  erhalten  haben,  unter  welchem 
Namen  sie  jetzt  in  allen  neueren  Lehrbüchern  der  Stereometrie  betrachtet 
werden.  Ich  kann  also  die  Kenntniss  der  wichtigsten  Eigenschaften 
dieser  Polyeder  voraussetzen.  Legt  man  parallel  zu  den  beiden  Grund- 
fliehen des  Prismatoids  eine  Dnrebschnittsebene,  so  schneidet  dieselbe 
die  Oberfliehe  des  Priamaloidt  in  einem  Polygon,  dessen  Seiten  der 
Baihe  naeb  den  Seiten  der  beiden  Grandfliehen  (beziehungsweise  den 
Qrandkanten)  parallel  sind  nnd  ihrer  Liege  naeb  sieh  als  lineare  Fane- 
tionen  eineraeita  dieser  Seiten,  andererseita  des  Abstandes  der  Dnreh- 
aehnittsebene  ron  einer  der  Orandfliehen  erweisen.  Seien  nnn  G  nnd  g 
die  beiden  Ghrnndfliehen»  der  Abstand  des  Dnrehsehnittes  J  Ton  so 
ergiebt  sieh  ^  bei  Anwendung  der  Formel  1)  als  eine  ganae  Function 
«weiten  Grades  Ton  m. 
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Setae»  wir  aje>-|»6dp+e,  ao  luien  tieh  a,  6,  e  und  mithin 
«och  J  fBr  alla  Warthe  Totf  beatimmeii.  wann  dar  Warth  Ton  ^  für 
drei  Wartha  von  «  bekannt  iat 

Wihlt  man  mit  'Stainar  und  Wittstain  als  Orandlage  sn  diaaan 
Benehniingan  dia  baidan  Omndfliehan  G  und  g  und  den  sogenannten 
mittleren  Darchschnitt  so  hat  man,  wenn  die  Höhe  «aA  ge- 
setzt wird,  znr  Bestimmung  von  a,  fr,  c  die  drei  Gleichnngen 

Man  erhält  also 

  .  *-=  5  , 

Ifit  JBBlfa  der  Intagimlrechnnng  oder  auch  auf  elementarem  Wege*  findet 
man  für  daa  Yalnmen  V  des  Prismatoids  die  Formel 

UD(1,  wenn  man  hierin  für  a,  6,  c  die  obigen  Werthe  setzt,  die  bekannte 
äteiner-Wittstein'sche  Formel 


Es  liegt  nnn  die  Frage  nicht  sehr  fem,  ob  nieht  dnrah  passende 
Wahl  4m  ausser  den  beiden  OmndflXehen  sn  messenden  Qnersahnittes 
das  Hessen  beider  Gmndflllehen  anf  das  von  einer  derselben  redneirt 
werden  kttnne,  ohne  dasa  dadnreh  eine  complieirtere  Formel  für  F  er- 
balten  werde.   Betaen  wir,  am  diese  Frage  sn  beantworten,  Torans, 


kenne  den  Dnicbschnitt  ^  in  —  der  Höhe  Über  G,  so  haben  wir  snr 

fl 

BeAtimmang  von  a  und  6, die  beiden  Gleichungen 

0A'  +  6A  +  ß»=jf,    a     +  6  -  +  G^^. 

nr  n 

Man  erhält 

•  (n-l)A 

and 

^  =  el^TTT)  f^^"  "      ^  (»-!)(«- 3)  c  + 
Für  n=s3  folgt  hieraus 

und  fttr  nss  1^,  also  für  x^^h^  erhält  man 


•  Siehe  §  38  in  dem  unter  der  Presse  befindlichen  zweiten  Theile  meines 
Lehrbuches  der  Arithmetik,  wovon  der  erste  Theil  kürzlich  bei  Weidmauu  m  Berlin 
erschieueu  int. 
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6)  r«A(c+3in. 

zwei  sehr  einfache  Formeln,  welche  heide  den  Satz  ausdrücken: 

Der  Inhalt  eines  l*rismatoidfl  ist  gleic Ii  einem  Prisma  von 
gleicher  Höhe,  dessen  Grund  fläche  gleicli  ist  einem  Viertel 
der  Summe  aus  der  einen  Grund  flache  und  dem  dreifachen 
ihr  parallelen  Durchschnitte,  welcher  ihren  Abstand  TODder 
andern  Grundfläche  im  Verhältnisse  von  2:1  theilt. 

Reducirt  sich  insbesondere  die  eine  GrundÜiiche  g  auf  eine  Kante, 
so  genügt  zur  Berechnung  des  Volumens  die  Aasmessung  des  Durch- 
schnittes ^  in  ^  der  Uöhe  und  man  hat 

Wertheim  a.  M.,  im  Mai  1877.  Johann  Karl  Beckkb, 

OynDaatalfraflMMr. 


ZXQ.  QmMtiiiolw  üntannohnngMi. 

!• 

Ana  der  bektumten  Fonnel  flBr  den  Halbmesaer  des  «m  ein  Dieieck 
beeehriebenen  Kreiset  r^abciAd  folgt  dnieb  Projeetion  die  andere 

1)  £=„/ü!kil, 

naeb  welcber  Fonnel  der  Flicheninbalt  B  einer  Ellipse  ans  dem  Umkreit- 

radins  eines  ihr  eingeschriebenen  Dreiecks  nnd  den  an  dessen  Seiten 
parallelen  Halbmessern  der  Ellipse  gefunden  werden  kann.  Fallen  die 
drei  Pnnkte  ansammen,  so  wird  r^^  =  r^^ssr^=»r\  r  wird  der  Krfim- 
mungsradins  an  dieser  Stelle  nnd  es  kommt,  rssr'^ia^»,  ein  bekannter 
Ausdruck. 

Die  Formel  1)  kann  noch  anderweitig  benützt  werden.  Sind  vier 
Punkte  A^^  A^^  A^  der  Ellipse  deren  Schnittpnnkte  mit  einem  Kreise 
Tom  Badios  r,  so  gelten  weiter  die  Gleichungen 

2)  E=iiz  Tjj^  r.j^  r,^  :  r, 

3)  E=nr^r^^r^^'.r, 

4)  Ttr^j  TjgTj^ :  r. 

Die  Mnltiplication  von  1)  mit  2)  und  3)  mit  4)  und  die  nachherige  Di- 
vision der  zwei  Prodncte  liefern  r'is  =  '^4i*  Nun  könuMk  awei  (verschie- 
den gerichtete)  Ellipsenbalbmesser  nnr  dann  gleich  sein,  wenn  ihre  Rich- 
tungen zn  den  Axenrichtungen  der  Ellipse  symmetrisch  sind.  Also  folgt: 
Bilden  vier  Pnnkte  einer  Ellipse  ein  Kroisviereck ,  so  sind  je  zwei  gegen- 
überliegende Seiten  desselben  gegen  die  Axen  der  Ellipse  gleich  geneigt. 
^Dieser  Satz  (ohne  Beweis)  rührt  bekanntlich  von  Jacob  Steiuer  her.] 
Lassen  wir  nun  drei  dieser  Punkte,  //j ,  A,^,  A^,  in  A  zusammen- 
fallen! so  wird  der  vierte  Punkt       der  Schnittpunkt  B  des  in  A  die 
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Ellipse  osculirendcn  Kreises  mit  der  Ellipse  und  der  aasgesprocbene  Satz 
lautet  jetzt:  Die  Richtung  der  Osculationstangehte  und  die  Richtung  der 
Verbindungslinie  dos  Osculationspunktes  A  mit  dem  Scbnittpankte  B  sind 
symmetrisch  zu  den  Axenrichtungen.  Mittelst  dieses  Resultates  läast  sich 
ein  Stein  er  ' scher  Satz  über  die  Krümmaogekreise  der  Ellipse  in  sehr 
el^anter  Art  beweisen. 

Ist  nämlich  B  gegeben,  so  knnn  man  um  jene  Punkte  J  frageiif 
deren  Krümmnngskreise  durch  B  geben.  Verbindet  man  B  mit  einem 
ElUpsenpankte  zieht  durch  P  eine  zn  PB  bezüglich  der  Axenriek» 
tnngen  symmetriBcbe  Gerade  c  nnd  liest  P  anf  der  ElUpae  eieh  bewegen, 
10  hflllen  alle  t  eine  ein,  welche  die  Ellipse  dreimal  und  sweimal 
(In  ihren  Schnittpunkten  mit  der  EUipae)  berttbrt  Denn  sie  ist  das 
Efsengniss  der  Pnnktreihe  P  anf  der  Ellipse  nnd  einer  ihr  projectiyi- 
lehen  auf  ff^.  Es  geschieht  also  dreimal,  dass  t  eine  Ellipsentangente 
wird,  nnd  in  jedem  solchen  Falle  ist  sie  eine  der  gesuchten  Otenlations* 
tangenten.  Es  giebt  demnach  drei  Krflmmnngskreise,  welche  dnreh  B 
gehen. 

Wenn  der  dem  B  entsprechende  Punkt  auf  dem  Hanptkreise 
(über  der  grossen  Axe  als  Durchmesser)  ist  uud  fär  die  analoge  Con- 
Htruction  von  r'  an  dem  Hauptkreise  ausgeführt  worden  wäre,  so  hätte 
man  als  Einhüllende  der  r[  eine  Steiner'sche  ITypocycloide  mit  drei 
1;  ickkehrpunkten  erhalten,  welche  den  Hauptkreis  in  den  Eckpunkten 
(ines  gleichseitigen  Dreiecks  berührt  hätte.  Vermöge  der  Affinität  der 
l'unktreihen  Ii  und  //  und  des  ümetandes,  dass  sich  in  dieser  Affinität 
r  und  x'  entsprechen,  folgt,  dass  die  drei  Puukto  A  auf  der  Ellipse  ein 
Dreieck  grössten  Inhalts  A'A'  A"  bilden.  In  einem  solchen  ist  nnn  die 
Tangente  eines  Eckpunktes  parallel  der  Gegenseite.  Also  ist  die  Tan- 
gente T|  Ton  parallel  an  jf'Ä"  und  da  Ba'"  symmetrisch  zu  ist 
gemSss  dem  Obigen,  so  ist  BÄ  anch  symmetrisch  zu  A"Jl"\  die  vier 
Pnnkte  BÄÄ'Jt"  liegen  demnach  so,  dass  je  swei  Gegenseiten  gegen 
die  Azenriehtnngen  symmetrische  Eichtnngen  besitaen,  d.  h.  sie  bilden 
den  oben  bewiesenen  Satse  infolge  ein  Kreisviereek.  Alles  snsammen- 
gefosst,  giebt  den  Sats: 

„Dnrch  jeden  Pnnkt  der  Ellipse  gehen  stets  drei  nnd 
nur  drei  anderweitig  oscnlirende  Kreise.  Deren  Osenla- 
tionspnnkte  bilden  ein  der  Ellipse  eingeschriebenes  Dreieok 
maximalen  Inhalts  nnd  liegen  mit  dem  gegebenen  Pnnkte 
selbst  auf  demselben  Kreise."* 

Die  Formel  1)  giebt  auch  den  Nachweis  dafür,  dass  das  „Product 
aus  den  Krümmungsradieu  der  Eckpunkte  eines  eingeschrie- 


*  In  gan-/  anderer  Att  haben  diesen  Satz  bewiesen:  Joachimsthal,  CSr.  J. 
Bd.  36,  und  üerr  August,  Cr.-Borch.  J.  Bd.  68. 
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banen  Dreieelct  Yon  maiimalem  Inhalte  gleich  der  dritt« 
FoteoB  von  dem  Umkreiaradine  dieses  Dreieeka  ist".*  ' 


Wird  ftir  die  Formel  1)  J 


fi^jift  80  kommt  und  dies  giebt 

ieek  ron  maximalem  Inhalt  den  Sats:      ,  1 


in  der  Anwendung  anf  ein  Dreieek 

„Das  Prodact  ans  den  Radien  jener  swei  Kreise,  welehe  in  einem 
EehpilnkCe  eines  solchen  Dreiecks  berOhren  und  dnrch  je  einen  andern 
ISckpunkt  gehen,  ist  Ar  alle  drei  Ecken  dasselbe,  nämlich  gleich  dem 
Quadrat  des  ümkreisradius/' 

Ausserdem  gilt  die  merkwürdige  Beziehung: 

„Alle  Kreise,  welche  den  einer  Philip  sc  eingeschriebenen 
Dreiecken  maximalen  Inhalts  conjugirt  sind,  haben  gleichen 
Bad-ius." 

Dnrch  den  im  Vorigen  abgeleiteten  Satz  fiber  die  Osculationskreise 
ist  offenbar  jedem  Punkte  B  der  Ellipse  ein  bestimmtes  Dreieck  A' A' A'* 
maximalen  Inhalts  zugewiesen.  Man  kann  sagen,  dass  hierdurch  auf  der 
Ellipse  eine  Punktreihe  und  eine  ihr  projectivische  Punktinvolution  drit- 
ten Grades,  nJiralich  die  von  säramtlichen  Dreiecken  a' a" Ä"  gebildete, 
erscheinen.  Fällt  man  nun  von  D  auf  die  Seiten  des  zugeliori^'en  Drei- 
ecks A  Senkrechte,  so  liegen  die  drei  Fnsspunkte  in  einer  Geraden  ff, 
weil  BA'Ä'A"  auf  einem  Kreise  lie<;on ,  unti  es  kann  nun  um  die  P]in- 
hüllende  aller  Geraden  <s  gefragt  werden,  Ist  o'  die  Gerade,  welche  zu 
Bf  und  dem  entsprechenden  gleichseitigen  Dreieck  gehört,  so  findet  man, 
dass  die  o  durch  den  Halbirungspunkt  von  B' 0  und  durch  den  Fuss- 
punkt der  Senkrechten  aus  Bf  auf  die  grosse  Axe  läuft  und  symmetrisch 
ist  zu  ^0  bezüglich  der  Axenrichtungen.  Wegen  der  letzteren  Beziehung 
ist  die  Einhüllende  aller  o'  eine  sogenannte  orthogonale  Asteroide,  deren 
Spitzentangenten  mit  den  Ilauptaxen  zusammenfallen  und  deren  Spitzen 
auf  dem  Hauptkreise  liegen.  Wenn  man  nun  bemerkt,  dass  die  0  selbstj 
durch  den  Halbirungspunkt  von  BQ  und  durch  den  nXmlichen  Fusspnnkt 
auf  der  grossen  Axe  wie  ^  geht,  so  erkennt  man,  dass  die  9  in  der' 
sckon  erwtbnten  perspectiv-affinen  Verwandtschaft  der  Systeme  B  und 
Bt  der  Geraden  ^  entspricht.  Die  Ton  9  eiugebflllte  Gurre  wird  also 
die  ku  jener  Asteniide  affine  Cnnre  sein: 

„Die  9  bflllen  eine  Cnr^e  vierter  Glesse  sechster  Ord- I 
nvng  ein,  welche       snr  poppelspitsentangente  in  deren 
Schnittpunkten  mit  der  Ellipse  hat  und  in  den  Scheiteln  der 
Ellipse  vier  Spitsen  besitst,  deren  Tangenten  mit  den  Bl< 
lipsenaxen  snsammenfallen.** 


*  Einen  hiermit  gar  nicht  verwandten ,  aber  aufTallend  llhnlichen  Sata  gab 
Herr  Mannheim  in  den  JlToiwsIIes  Annale»  T.ül  beaflglioh  Gurren  dritter  Ord- 
nung (Qnestion  605). 

Wien,  22.  Juli  1878.    8.  Kamtob. 
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Der  Briefiraebsel  cwiiehen  Lagrange  und  Eoler. 

Von 

Moritz  Caktor. 


Als  Paul  Hein  rieb  Ton  Fiiiis  im  Jahre  1848  im  Auftrage  derPetert- 
boTger  Akademie  die  beiden  stattlichen  Bftnde  lieransgab,  welebe  nnter  dem 

Titel  Ctnrespondanee  malkimatique  et  phffiigue  de  quelques  eHihres  g^omitree 
du  XVIil  iiäele  historisch  nnsehfttibare  Briefe  Ton  Enler,  von  Oold- 
baeh,  von  yencbiedenen  Mitgliedern  der  Gelehrtenfamilie  Bernonlli 
Q.  s.  w.  enthalten ,  da  stellte  er  anf  Seite  XXXV  der  Vorrede  die  mSg- 
liehe  Erscheinung  anoh  noch  eines  dritten  Bandes  in  Aussieht.  Zn  diesem 
Zwecke  hoffe  er  durch  Vermittelung  von  C.  6.  J.  Jaeobi,  der  für  diese 
Veröffentlichung  —  er  hÄtte  fsngen  können:  für  Alles,  was  auf  die  Ge- 
seMchte  der  Matlicinatik  sich  bezog    -  das  lobhafteate  Interesse  an  den 
I'ag  legte,   in  Besitz  einer  ganzen  Sammlung  von  Prielen  Euler's  an 
I-agrange  zu  gelangen,  damals  das  Eigenthum  des  unermüdlichen,  in 
sf'inen  Mitteln  nicht  sehr  wählerischen  Sammlers  I^ihri.    Jener  3.  Band 
ist  bekanntlich  nicht  erschienen.     Dafür  kamen  18(32  die  Opera  pnstuma 
Euler's  heraus  nach  1844  in  unerwarteter  Weise  entdeckten  Manuscrip- 
ten.    Wieder  war  es  l'aul  Heinrich  von  Fuss,  dem  die  Petersburger 
Akademie  den  Auftrag  ertheilt  hatte,  den  Druck  zu  überwachen,  und 
nach  dessen  1855  erfolgtem  'l'ode  trat  Nicolaus  von  Fuss  in  die  Stelle 
i •^s  Bruders.    Im  1.  Bande  der  Opera  posluma  S.  555  —  588  befinden  sich 
J8  Briefe  Euler's  an  Lagrange  ans  den  Jahren  1755 — 1775,  welebe 
der  Ueransgeber,  wie  es  in  der  Vorrede  8.  V  heisst,  an  anderem  Zwecke 
gesammelt  hatte.    Jenes  yorerwftbnte  Libri*sche  Exemplar  war  datu 
allerdings  nicht  benntst  worden.   Dasselbe  ging  nftmlich  am  17.  Januar 
1876  in  den  Besita  des  Fürsten  Boncompagni  in  Rom  fiber,  dessen 
freundlichen  Mittheilnngen  wir  dieThatsache  entnehmen,  dass  die  Libri- 
schen  Briefe  keineswegs  die  Originalien,  sondern  nur  Abschriften  seien, 
während  dem  Abdruck  in  den  Opera  p^stuma  die  Originalien  selbst  lu 
Grunde  gelegen  haben  müssen.    Das  beweisen  iwei  durch  die  Heraos* 

Blal^l.AMklf.S.MlMfe*.l^lUlb.«.nyi,ZZni,l.  1 
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gcber  (ior  Opern  poalumn  bcigpnigto  Anmerkungen,  von  donon  gleich  noch 
die  Rede  «ein  wird.  Wie  und  wann  zwischen  1843  und  1862  ilio  Ori- 
ginalbriefe  nach  Petersburg  kamen,  wohin  sie  dann  gelangten,  ist  zweilel- 
haft.  Am  Wahrscheinlichsten  dürften  sie  sich  unter  dem  Nachlasse  La- 
grango's  befinden,  welcher  P^igentlium  dor  Bibliothek  der  Akademie 
der  Wisseusclialten  zu  I'ari«  ist  und  nunmehr  zur  Besorgung  der  Ce- 
■ammtausgabe  von  Lag  ränge 's  W^erken  unter  der  Leitung  von  Herrn 
J.  A.  Serret  dient. 

Waren  indosm  di«  Biitfe  Enler'a  an  Lagrange  für  das  mathe- 
matische Pnblikun  leit  1862  im  Abdineke  Torhanden,  lo  yerbielt  es  sieh 
gans  anden  mit  den  Briefen  Lagrange*a  an  Enler.  Sie  aehienen 
▼erlonin,  bii  PiofeMor  Somof  (der  Wiaienaehaft  am  8.  Mai  1876  ent- 
riwen)  Ende  1872  wentgatene  einen  Tbeil  derselben  in  dem  Arebive  des 
Conferenaenaaalea  der  Peterabnrger  Akademie  entdeckte.  Vier  Briefe 
gefadrten  einem  Ckinvolnte  an,  welcbes  die  Anfaebrift  trigt:  L.  £nler*s 
Brief^eehiel  1749  bis  1755»  irieben  Briefe  einem  «weiten  CenTolnte  mit 
der  Anfiebrift:  L.  Bnler's  Briefweebael  1756  bia  1766.  Sie  gebören  alao 
almmtlidi  der  Zeit  an,  an  weleber  Euler  aieb  in  Berlin,  Lagrange  in 
Turin  anfbielt,  und  entapreehen  den  lebn  ana  Berlin  datirlen  Briefen 
Eni  er*  t  in  den  Optrm  poMtmnm  I  Q,  555—568,  welebe  in  einer  Note  an 
S.  556  als  von  Enler  eigenbindig  geaebrieben  besMebnet  werden.  Die 
aebt  ana  Peterabnrg  datirten  Briefe  {Opera  postumn  I  8.  568  —  588)  aind 
dagegen«  einer  sweiten  auf  S.  568  befindlichen  Anmerkung  zufolge,  von 
der  Hand  derjenigen  Sehiiler  Euler's,  die  seit  seiner  Augenkrankheit  ihm 
Secretärsdienste  zu  leisten  pflegton,  Job.  Albert  Ealer,  J.  A.Lexell, 
W.  L.  Krafft  and  Nicolaus  Fuss.*  Die  Briefe  Lagrange's  an  Enler 
aus  dieaem  aveiten  Zeiträume  sind  noch  nicht  wieder  anfgofanden  worden. 
Ob  Spuren  von  ihnen  in  Paris  nachweisbar  aind,  ist  bei  der  fast  Über- 
grossen  Oeheimtbuerei  des  dortigen  Herausgebers  fttr's  Erste  nicht  an 
ermitteln.  Nachdem  Fürst  Boncompagni  von  dem  Dasein  der  genann- 
ten elf  Briefe  durch  eine  Mittheilung  von  Prof.  Somof  von  Ende  No- 
vember 1S72  Kunde  erhalten  hatte,  beschloss  er,  die  Veröffentlichung 
derselben  sich  angelegen  sein  zu  lassen,  und  so  haben  wir  jetzt  deren 
photolithographisclie  Wiedergabe  vor  uns  unter  dem  Titel:  LeUres  iinuliU's 
de  Joseph  Louis  I.iKjnituje  ä  Leonard  Kuler  tirees  des  arrhives  de  la  solle  des 
Conferences  de  iarodnnie  imperiale  des  scienccs  de  Sl.  Pctershowg  el  piihlices 
pnr  Ii.  Boncompagni.  Saint  Petersbourg  MDCCCLXXVU.  Ein  ziemlich  aus- 
führlicher Bericht  Uber  diese  nach  Form  und  Inhalt  gleich  hervorragende 

*  Diese  beiden  Anmerkungen,  auf  die  Toriier  mm  Beweise,  dass  der  Abdruck 

in  den  Opera  postuma  auf  den  Originalbriefen  beruhe,  abgehuheu  wurde,  finden 
flieh  nämlich  nicht  auch  in  der  Libri'schen  Abedirift,  aas  der  die  Briefe  folglich 
nicht  entnoninien  sein  können,  wie  Fürst  Boncompagni  uns  aof  Anfrage  freand- 
liehst  bestätigte. 
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und  (Ion  Fönlerer  der  Wisaenscliftft,  der  sie  veranstaltete,  anf's  Non« 
ehrende  Veröffentlichnng  ist  horoitfi  am  15.  MKrz  1877  durch  Herrn 
Angelo  Genocchi  der  Turiner  Akademie  vorgelegt  worden  und  in 
deren  Jlli  Vol.  XII  zum  Druck  gekommen,  in  ähnlicher  Weise,  wie  der- 
selbe Verfasser  1869  im  4.  Bande  der  AtÜ  delia  B.  Accademia  delle  §e(Mze 
(Ii  Torino  ttber  eine  dem  BuUetiuo  [{oncompngni  von  1868  entnommene 
Abhandlung  von  Prof.  Placido  Tardy  berichtete,  deren  Gegenstand 
die  Erstlingaabhandlung  von  Lag  ränge  (sein  Brief  an  den  Grafen 
Fagnano)  bildete,  und  1874  im  1).  Bande  der  Atli  über  einige  andere 
Briefe  des  Lag  ränge.  So  sehr  wir  die  Gelehrsamkeit  und  den  Scharf- 
sinn anerkennen,  welche  Herr  Genocch i  so  1869,  wie  1874,  wie  neuer-  . 
dings  an  den  Tag  leg;te,  so  gern  wir  von  dem,  was  er  gefunden,  in  dem 
Folgendon  Gebrauch  machen  werden,  so  glauben  wir  doch  unseren  I^iesem 
nichts  Unwillkommenes  zu  bieten,  wenn  wir  die  ganze  Correspondenz 
zwischen  Lag  ränge  und  Eni  er,  soweit  sie  in  sich  ergänzenden  Briefen 
vorhanden  ist,  also  die  elf  neu  herausgegebenen  Briefe  von  Lagrange 
nnd  die  zehn  ersten  Briefe  E u  1  o r' 8  aus  den  Opera  posUima  (welche  letz- 
tere Herr  Genocchi  gar  nicht  berücksichtigt  hat)  in  einen  Bericht  zu- 
sammenfassen. 

Schicken  wir  wenige  biographi«ehe  Notizen  vorans,  die  nnt  kUr 
ameliMi}  welehei  die  geselltebafilieb«  Sfeelhiiig  tob  Lagrange  nnd  von 
Bttler  war  snr  Zmt,  als  Ikr  Briefweehiel  begann. 

Lonia  de  1a  Orange  Tonrnier  wnrde  am  25.  Jannar  1736  an 
Turin  geboren.  Er  gehörte  einer  franiSeisehen ,  ane  der  Tooraine  flber^ 
geeiedelten  Familie  an.  Nach  dee  Vatera  Wunsche  begann  er  mit  jnristi- 
tiscben  Stndien,  neben  welchen  er  sieh  dem  von  der  Natnr  ihm  vor- 
geaeiehneten  Bemfe  als  Mathematiker  widmete.  *  Die  Werke  BnkHd*s, 
n^t  denen  er  sieh  anemt  belwnttt  machte»  gaben  ihm  suntehst  ^ne  Vor« 
liebe  fttr  die  synthetischen  Methoden,  welche  er  den  algebraisch -analyti- 
schen Toraog,  bis  ihm  eine  Abhandlung  Ton  Halley  die  Kraft  dieser 
lelsteren  Methoden  entkllllte,  Nna  eignete  er  sich,  ein  17jihriger  Jfing^ 
ling,  ohne  fk«mde  Beihilfe  den  Inhalt  der  Schrifken  der  Newton,  Ber- 
nonlli,  Eni  er,  D*Alemkert  an  nnd  bildete  sieb  so  an  dem  grossen 
Analytiker  ans,  als  welchen  die  Mathematik  nnd  die  mathematische  Physik 
ihn  Tcrehren.  Ende  Juni  1754  war  er  noch  nicht  gans  l8Vt  «^cbr  alt, 
hatte  er  noch  Nichts  veröffentlicht. 

Leonhard  Enler,  geboren  am  15.  April  1707  in  Basel,  war  im 
Juni  1754  etwas  über  47  Jahre  alt.  Sein  Sohn  Albert  Euler,  ein 
Jahr  Xlter  als  Lagrnnge,  trat  eben  in  dem  Jahre  1754  durch  eine  von 
der  Göttinger  Societät  mit  dem  Preise  gekr<5nte  Abhandlung  über  die  Art 
und  Weise,  bei  Wassermühlen  den  grossten  Nntzefl'oct  zu  erzielen,  in  die 
wissenschaftliche  Laufbahn  ein,  den  sieggewohnten  Fnsstapfen  des  Vaters 
folgend.    Leonhard  Ealer  selbst  hatte  den  ersten  Petersbarger  Aufent- 
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halt  hinter  siel»,  war  seit  1744  Director  der  inHllioinntischon  OIhsso  der 
Akadomie  der  WiBsciiHclmfton  zu  Horlin,  in  welcher  Stollnug  er  bis  1766 
verblieb,  worauf  La  g ra  n  g c  sein  Nachfolger  wurde.  Ausper  zfihlreichen 
Abhandlunfjen  linfte  er  schon  seine  Mechauik  (1730  — 1742),  Heine  Kin- 
leitunpf  in  dif  Analysis  des  Unendlichen  (1748),  seine.  Afrlhodus  inveniiinli 
liurns  curvtis  hkijii/ii  t/iinitiiivf  jiroprirUite  tjaudmies  (1741),  sämmtlich  in 
lateinischer  Sprache,  durch  den  Druck  bekannt  gemacht. 

Auf  der  einen  Seite  sehen  wir  also  einen  hochberühmten  Gelehrten 
in  der  vollen  Kraft  seiner  von  Europa  bewunderten  Leistungen,  auf  der 
andern  Seite  einen  unbekannten  Anfänger,  dessen  Leiiensjahre  ihn  fast 
noch  zum  Knaben  stempeln  würden,  wenn  die  Keife  seiner  Gedanken 
ihn  nicht  als  Mann  beseichnete. 

1.  Am  28.  Juni  1754  liehtote  Lagrange  «einen  ersten  Brief  an 
Eni  er.  Die  Jalireenhl  ist  swar  nicht  beigefügt,  aber  nniweifelhaft  |iat 
Herr  Genoeehi  nüt  Beeht  angenommen,  sie  könne  nnr  1754  gewesen 
sein.  An  1753  etwa  an  denken,  verbietet  neben  einem  noeh  an  er- 
wXbnenden  Umstände  das  damals  allsi^ngendliehe  Alter  des  Briefstellers, 
nnd  1755  ist  aas  anderen  Grttnden  unmöglich.  Der  bekannte  Brief  an 
Fagnano  nSmlich,  welcher,  dnreh  den  Dmck  verrielfiUigt,  die  erste 
Veröffentliehnng  von  Lagrange  und  sngleich  seine  einsige  VerSffent- 
liehnng  in  italienischer  Sprache  bildet,  rQhrt  vom  23.  Juli  1754  her,  nnd 
der  Brief  an  Enler,  der  Hauptsache  nach  mit  jenem  ttbereinttimmend, 
wSre  gewiss  nicht  gesehrieben  worden,  wenn  Lagrange  statt  seiner  ein 
gedmcktes  Exemplar  hätte  ttberreiehen  können,  gana  abgesehen  davon, 
dass  Lagrange  noch  1754  erfahr,  seine  vermeintliche  Entdeckung  sei 
nicht  neu,  dass  er  darüber  die  weitere  Beschäftigung  mit  mathematischen 
Gegenstlnden  fast  verscliwor  und  somit  sicherlich  nicht  ein  halbes  Jahr 
SjpKter  noch  darüber  schreiben  mochte,  wie  er  es  in  dem  Briefe  an  Euler 
gethan  bat  Es  handelt  sich  am  die  Vergleichnng  der  beiden  Formeln, 
welche  den  Diflferentialquotienten  des  Productes  m.p  und  die  /i'*  Po- 
tenz der  Summe  u-^v  darstellen,  am  den  Nachweis  der  Identität  der 
dabei  auftretenden  Coefficienten ,  nm  die  Bemerkong,  dass  die  Vertäu- 
schang  von  n  mit  —n  die  Differentiation  in  eine  Integration  übergehen 
lasse.    Gelegentlich  des  speciidlen  Falles,  der  in  der  Reihe 

o;*  dy  d^y  d^y 


yrf«  =  «.y  2  'dx'^2.3'dx*  2.3.4  '.ia« 
sich  kundgiebt,  fragt  Lagrange,  ob  das  nicht  die  Reihe  sei,  welche 
schon  längfit  I^eibnitz  angegeben  Labe.-'  Auch  in  dem  geiirucktcn  Bride 
an  Fagnano  stellt  Lagrange  eine  auf  diese  Reihe  bezügliche  Frage, 
nur  heisst  sie  dort,  nnd  mit  Recht,  ob  die  Reihe  nicht  die  des  Johann 
Bernoulli  sei,  welcher  sie  im  Novemberhefte  ]f\94  der  /Irin  Kruditorum 
veröffentlicht  habe?  Die  besondere  Reihe  ist  in  der  That  ICigenthum 
von  Johann  Bernoulli  und  an  dem  genannten  Orte  zuerst  mitgetheilt. 
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Leibnitz  war  ctwu  BpXter,  im  Mai  1695,  auf  die  Uebereiostimmung 
swisclicu  Differentiation  nnd  Potenzirung  aufmerksam  geworden  und  hatte 
die  obwaltende  Analogie  unter  der  Voranssetznng  ganzer  positiver  Werthe 
von  n  im  I.  Bande  der  Miscellanea  BcroUnensin  1710  zur  allgemeinen 
Kenntni88  gebracht,  während  die  von  jener  Voraussetzung  uneingeHchranktc 
Formel  seit  1745  in  dem  Comtmrrnim  epistolicum,  d.  h.  dem  Briefwechsel 
zwischen  Leibnitz  und  Johann  Bernoulli,  gedruckt  die  vermeint- 
liche Entdeckung  Lagrange'K  vorwegnahm.  Lagrange  erfuhr  diese 
für  den  strebsamen  An  t  auger  so  peinliche  Thatsache,  wie  bereits  bemerkt, 
noch  in  dem  Jahre  1754,  al)er  nicht  durch  Euler.  Dieser  hat  nämlich, 
wie  aus  der  Beantwortung  des  zweiten  Briefes  hervorgeht,  auf  den  ersten 
gar  Niclits  crwideit,  weil  Lagrange  versäumt  hatte,  eine  Adresse  anzu- 
geben,  aii  dit'  man  ihm  schreiben  könne.  So  bemerkt  ihm  Euler  erst 
unter  dem  6.  September  1755,  dass  in  dem  L  ei  b  n  i  t  z  -  B  o  r  n  o  u  11  i  *  sehen 
Briefwechsel,  wie  er  meine,  der  Gegenstand  schon  erörtert  sei,  und  auf 
eine  zweite  Frage,  ob  es  denn  wahr  sei,  dass  Wolf  geatorbeu,  giebt  er 
natürlich  in  so  spätem  Briefe  gar  keine  Antwort.  Wir  berfihren  diese 
Frage  euch  oiur  deeliaU»,  weil  denm  Mheeter  möglicher  Zeitpunlrt  im 
Einklänge  iteht  mit  der  dnreli  Herrn  Oenocehi  TorgeBchlagenen  Datimng 
des  Briefes  nnd  letstere  dadurch  bestätigt.  Christian  Ton  Wolf,  da> 
mals  ein  bertthmter  Mann,  starb  nimlich  im  April  1754  tu  Halle.  Die 
Erkundigung  nach  seinem  Tode  hat  also  nur  im  Juni  1754  einen  be- 
stimmten Anhalt. 

2.  Naeh  mehr  als  Jahresfrist,  am  12.  August  1755,  wandte  La- 
grange sich  in  einem  neuen  Briefe  an  Euler  und  gab  diesmal  den 
Namen  eines  Turiner  Bankiers,  A.  Durand,  an,  ifhter  dessen  Adresse 
er  dringend  eine  Antwort  erbittet.  Mit  diesem  Sehrdben  beginnt  die 
Geschichte  Ton  Lagrange*s  bahnbrechenden  Arbeiten  auf  dem  Gebiete 
der  Yariationsreebnung.  Lagrange*s  erste  gedrudite  Abhandlung  ttber 
dieses  Capitel  der  Mathematik  findet  sich  in  dem  1762  erschienenen 
II.  Bande  der  tSUeeOanta  Tmirütensia  und  fuhrt  den  'Htel:  Essai  (fune 
nouoelle  mSthode  pour  determiner  les  Maximn  et  let  MinÜM  des  formules  in- 
tegrales indifima»  In  dem  IV.  Bande  derselben  Sammlung  von  1769  ver- 
thoidigt  Lagrange  seine  Methode  gegen  Angriffe  von  Fontaine  und 
Anderen  in  dem  Anfsatse:  Sur  la  ym'thode  des  variations,  in  welchem  er 
nach  einigen  Einleitungsworten  erklArt:  diese  Methode,  deren  Name 
„Variationsrechnung"  von  Euler  passend  gewählt  sei,  habe  er  eben 
jenem  grossen  Geometer  bereits  1755  mitgetbeilt  und  dessen  Zustimmung 
sich  erfreut.  .Ja,  der  Aufsatz  von  1762  sei  gewissermassen  aufEnler's 
Rath  gosclirieben ,  da  dieser  in  einem  Briefe  vom  2,  October  1759  ihm 
mittheilte,  er  habe  mm  auch  weitere  Untersuchungen  auf  dem  gemein- 
samen Gebiete  atigeKtellt,  welche  er  aber,  um  Lagrange  s  Uulnn  nicht 
im  Wege  au  stehen,  zurückhalte,  bis  dieser  erst  seine  Methode  bekannt 
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gemacht  haben  werde.  Diese  Stelle  war  schun  F.  Giesel  in  soiuotu 
Torganer  l'rograuim  von  1857:  ,,(ieschiehte  der  Variationsrechnung,  I.Thl.'* 
nicht  entgangen.  Unter  Anmerkung  *JS  i^t  bie  abgedruckt.  Heute  be- 
sitzen wir  nun  die  Briefe  selbst,  in  >vclclicu  Lagrange  dem  Verfasser 
der  Melhodus  invenienäi  etc.  die  später  so  wichtig  gewordene  Kr&ndung  des 
Zeichens  6  zur  Unterscheidung  der  Variationen  ron  gewöhnlichen  Diffe- 
rentiationen und  die  Anwendung  desaelben  mittbeilt.  Der  Brief  vom 
12.  Angust  1755  inebesotfdere  liegt  deh  wie  ein  Excerpt  nne  der  Abband> 
hing  von  1762,  wenn  wir  nicht  witeaten ,  daas  er  deraelben  um  7  Jahre 

vorhergeht.   Die  drei  allgemeinen  F&Ue  Jz  (so  schreibt  Lag  ränge  aneh 

noch  in  den  le^ont  $ur  U  eaicut  de$  fweUwn  von  1806  S.  437  nnd 
hiofigei,  ohne  data  ein  Differential  angegeben  wftre,  nach  welchem  inte- 
grift  werden  aoU)  in  einem  Maximnm  oder  Minimnm  an  machen,  je  nach- 
dem Z  nwr  die  Verftnderlichen  x,  y  nnd  die  Ableitungen  von  |r»  oder 
ausserdem  noch  eine  lutegralfunction  77  von  einem  andern,  in  Boing  anf 
seine  letzten  Beatandtheile  dem  Z  ähnlich  zusammengesetzten  (Z)  ent' 
halten  soll,  worauf  entweder  von  611  frei  amn  oder  dasselbe  ent- 

halten kann,  werden  wie  in  dem  Kssai  (fuue  tiouvelle  ineihode  unteniohie- 
den  und  unter  Anwendung  fast  der  gleichen  Buchstaben  in  allgemeiner 
Weise  behandelt.  Im  Aufsätze  steht  nnr  Z\  wo  im  Briefe  (Z)  geschrie- 
ben ist.  Besondere  Beispiele,  sagt  Lagrange,  könne  er  lösen,  aber  er 
geht  für'8  Erste  nicht  darauf  ein.  Euler  antwortete  unter  dem  6.  «Sep- 
tember 1755  und  äusöertc  die  entschiedciihtc  Anerkounung  der  neuen 
Methode,  in  welcher  er  eiufn  bedeutejulcn  l'\)rt6clirilt  gegenüber  vun 
seinen  eigenen  Foriphungen  erkenne.    Bemerkeaswerth  ist  etwa,  daas 

Eni  er  das       statt  J^^^*  anadrttcklich  hervoihebt,  um  ea  dadurch  an 

erläutern,  dass  er  beifügt,  Lngrangc  betrachte  eben  äx  als  Einheit. 

3.  Euler's  Antwort  trat  zw  liiuT  für  Lagrange  ereignisKVollen 
Zeit  ein.  Der  erst  19' A,  Jahre  alte  üelehrte  war  zum  Profeswor  «lu  der 
Artillerie^chule  zu  Turin  ernauut  worden.  Die  unentbehrlichsten  Vur- 
bereitungen  für  den  ihm  übertragenen  Unterricht  verzögerten  seine  Er- 
widerung etwa  5  Wochen  lang,  bih  er  dann  am  20.  November  1755  die 
Müsse  fand,  Euler  neue  Fortöchritte  der  Variationsrechnung  mitzuthei- 
Ion,  intsbesondcre  ihm  auueinanderzusetzeB ,  wie  writ  die  Aufgabe  der 
Brachistochrone  in  seinen  Händen  sich  entwickelt  hatte.  Kuler  hatte 
bei  meinen  Arbeiten  über  diehCh  I*r;>blem,  welclieb  bereits  geschichtliche 
AYichtigkeit  b«sass,  gleich  hciuen  Vorgttugeru  nur  den  Fall  betrachtet, 
dass  ein  materieller  Punkt  unter  dem  Einflüsse  der  Schwere  in  kürzest- 
möglicher  Zeit  von  einem  Punkte  A  nach  einem  andern  Punkte  B  ge- 
langen sollte.  Lag  ränge  Hess  dagegen  den  mtterielUo  Punkt  von  ä 
aua  nach  iigend  einem  Punkte  einer  gegebenen  Ourve  <P  Callon  und  lluid 
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aneli  «nler  dieter  VoimniietioDg  «Ii  Braehütoehfone  «ine  GyUoide,  wdeke 
die  Com  0  leakraebt  doiohfobneide.  Ferner  berlleksiclitigte  Legren ge 
die  YoieiiMetiiingy  den  der  feilende  Pnnkt  in  kireester  Zeit  von  J  Über 
C  neeh  B  gelengen  loUte.  Himbei  geiieth  er  in  einen  Irrtknm.  Erkern 
almUek  m  dem  Ergebdive,  die  geeoekte  Corre  beeitae  die  DiÜMrentiel- 


weiche  uur  bei  a  =  Qo  die  Cykloide  bedeutet.  Der  Irrthuin  Lagrauge^s 
wird  offenber,  wenn  men  in  der  Integration  weiter  fortf&hrt»  wodurob 
die  Gieicknng  


•ntetebi,  die  Cnrre  der  Braehistoekrone  mitkin  dnrek  ein  eUiptiaekea  In- 
tegral ansgedrfiekt  wire,  wikrend  nen  weiee,  den  der  fellende  Pnnkt 
▼es  J  neek  €  dnrek  eine  Cykloide  gelengt,  weleke  dieee  beiden  Pnnkte 
folglieb  entkiH  nnd  ela  dritte  Bedingung  in  A  die  Biektnng  der  Bekwere 
mie  Berttkrende  bwilat.  Maebt  man  alsdann  die  Voravnetanng,  den  in 
C  eine  Yerlndening  der  einmel  erlangten  Geeebwindigkeit  niebt  stattfinde, 
•o  wird  der  weitere  Fall  Ton  C  nacb  B  dvreb  eine  «weite  Cjkloide  erfol- 
gen, weloke  diese  beiden  Punkte  entkilt  nnd  weleke«  rflekwirts  bis  snr 
gleichen  borisontalen  Höhe  mit  A  fortgesetst,  dort  ebenfalla  die  Richtuug 
der  Schwere  zur  Berühningslinie  hat.  Diese  Auflösuog,  deren  Gruud- 
zfige  etwa  bei  Lirulcloef,  Lerons  de  calcnl  drs  ruriations,  Paris  1861» 
pog.  226  (über  d'w  Brachistochroue  mit  Anfaugbgfbcliwindigkeit)  und  bei 
Todhunter,  Reseorchcs  in  the  calculus  of  varialions,  ptiucipidly  ou  the  theory 
of  discuHtitiDus  sulutions,  London  and  Cambridge  1871,  pag.  127,  §  143  (über 
die  Braciiibtocbroncn  durch  droi  Punkte)  verglichen  werden  mögen ,  ent- 
ging übrigens  dem  Scharfblicke  Euler's  nicht.  In  seinem  sogleich  zu 
erwähnenden  Antwortnekreiben  vom  24.  April  1756  sagt  er  ausdrücklich: 
,fWB8  die  Brachistochronen  durch  drei  oder  mehrere  Pnnkte  betrifft,  so 
mttehte  ich  glauben,  sie  seien  keine  stetig  fortgesetsten  Cnnren,  sondern 
▼on  jedem  Punkte  zum  nächsten  mfisse  ein  Cykloidenbogen  derokianfen 
werden,  demit  die  Zeit  des  Felles  Ten  dem  einen  Pnnkte  snm  endem 
ein  Ifiniflnim  werde;  dnreklänft  nämliek  der  KSrper  diwe  eitielnen  Ab- 
eehnitte  so  tobnell  als  mftgUeb,  so  wird  er  nnsweifelbafi  aneb  die  ganse 
Gnrre  In  der  kflrsesten  Zelt  Tollenden/*  Lagrange  selbst  mnn  der 
Unrielitigkeit  seiner  Vermntknng  slek  anek  bewent  geworden  sein,  denn 


gleicknng 


oder  neck  einmaliger  Integration  die  DüFeientialgleichuug 
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iu  einem  Briefe  vcun  19.  Mai  I75G  bemerkte  er  mit  Euler's  Erläuteruug 
der  verschiedeueii  Umformungen  der  betrelVenden  Differcutialgleichungen 
»ich  durcbauB  einverstanden  und  iu  zur  VerotVentlicbung  bestimmten  Ar- 
beiten über  Variatiunsreebnung  kam  er  auf  den  Gegenstand  niemalB  zu- 
rück. Sein  Irrthum  beruhte  nSmlich  darauf,  dass  er  aus  der  Gleichung  iL  =  0, 
welche  die  Differentialgleichung  der  die  Eigenschaften  eines  Grösstea 
oder  Kleinsten  beeitzenden  Oonre  darstellt,  durch  weitere  Differentift- 
tionen,  welche  bei  Gelegenheit  factorenweiser  Integrationen  eintreten,  die 
an  sich  berechtigten  und  aor  Einführung  von  Bedingungen  aneh  heute 
dienenden  Folgerungen  BL^O,  9'£s0  Q.  8.  w.  zog,  dann  aber  ohne 
Weiteree  die  Integration  Ton  d^asO,  beaiehnngtweise  von  d'XssO 
Tomahm,  wodnreh  Glieder  nen  hinsnkommen ,  welche  der  eigentlichen 
Aufgabe  nicht  angehören,  nnd  das  hatte  ihm  En  1er  in  seiner  Antwort 
bemerklioh  gemacht. 

4.  Ein  weiterer  Brief  Lagrange's  mnss  etwa  im  Monat  Ittrs  1756 
geschrieben  worden  sein,  der  jedoch  in  der  Sammlnng  fehlt  Enler 
beginnt  wenigstens  das  Antwortssebreiben  vom  24.  April  mit  der  Empfangs- 
ansage  sweier  Briefe,  deren  erster,  „am  Ende  des  Terflossenen  Jahres" 
eingetroffen,  mit  dem  Briefe  vom  20.  November  1755  sioherlieh  identiseh 
ist,  wikrend  der  aweite,  „neaerdings"  gesdiriehene  offenbar  als  uns  heute 
fehlend  beseielmet  werden  mnss.  Ueber  den  Inhalt  desselben  ist  aus 
Eni  er' 8  Antwort  ebenso  wenig,  wie  aus  Lagrango's  spftteren  Briefen 
irgend  eine  Andeutung  zn  entnehmen.  Euler  zeigte  die  erhaltenen 
Briefe  dem  Präsidenten  der  Berliner  Akademie,  Manpertuis,  der  be- 
kanntlich von  Friedrieb  dem  Grossen  eigens  zu  diesem  Amte  nach  Berlin 
berufen,  demselben  hil  m  S^nem  1759  erfolgenden  Tode  vorstand,  anoh 
nachdem  er  Berlin  wieder  verlassen  hatte.  Nach  dem  Tode  von  Mauper- 
tnis  blieb  die  Stelle  nach  erfolglosen  Unterhandlungen  mit  D'Alembert 
unbesetzt,  d.  h.  der  König  behielt  sich  das  Ernennungsrecht  der  Mit- 
glieder nnd  die  Oberleitung  der  Akademie  von  nun  an  selbstständig  vor. 
Im  Frühjahr  1756  dagegen  war  die  Machtvollkommenheit  des  Präsidenten 
der  Akademie  eine  ziemlich  unumscbränkte,  auch  Uber  den  unmittelbaren 
Kreis  seiner  Befugnisise  hinaus.  Üas  Urtheil  über  Maujiertuis  bat  im 
Laufe  der  Jahre  seiir  gewechselt.  Während  er  selbst  seinen  Kuhm  über 
die  Maassen  ausposaunte  und  gläubige  Zuhörer  fand,  tring  l^alande  in 
dem  vi  u  ihm  bearbc'iteten  IV.  Bande  des  M  o  n  t  u  c  1  a' sehen  (tefichiclits- 
werkes  so  weit,  die  Erzählung  von  der  lapplänclischen ,  unter  der  Leitung 
von  Maupertuis  ausgeführten  Gradmessung  mit  den  Worten  einzuleiten: 
„Mauportuis  wusste  den  Angenehmen  zu  machen,  Liedcheu  zu  ver- 
fertigen, Guitarre  zu  spielen,  und  das  verhalf  ihm  zu  dem  von  ihm  ge- 
wünschten Auttrage. Die  Wahrheit  dürfte  in  der  Mitte  liegen.  Ein 
Mann,  für  welchen  Euler  und  Lagrauge  bei  jeder  Gclegenbmt  die 
kOehste  Aditnng  an  den  Tag  legten,  während  der  Erttere  wenigstens 
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ihn  in  vieljäbrigem  engem  Verkehr  in  Herlin  genau  kenneu  lernen  mn8i<te, 
kann  unmöglich  eine  zur  Tagesberühnitheit  aufgeblähte  Unbedeutendbeit 
und  nichts  Weiteres  gewesen  sein.  Jedenfalls  wusste  er  aus  den  wenigen 
Briefen,  welche  Kuler  ihm  von  Lagrange  vorlegte,  ein  ricbtiges  Urthoil 
über  den  jnngen  Gelehrten  sich  zu  bilden.  En  lor  mag  ja  an  ompfchlen- 
den  Worten  es  nicht  haben  fehlen  lassen,  aber  auch  die  ganze  Richtung 
von  Maupertuis  führte  den  begeisterten  Vertreter  des  Princips  der 
kleinsten  Action  in  der  Mechanik  dazu,  an  Arbeiten  besonderen  Ge- 
schmack zu  linden,  welche  bestimmt  waren,  die  Lehre  vom  Grössten  und 
Kleinsten  weiter  zu  führen  und  deren  Anwendung  auf  mechanische  Fra- 
gen zu  vermitteln.  In  Maupertuis  erwachte  sofort  die  Begierde,  La- 
grange nach  dem  zu  wiasenschaftlicliem  Leben  sich  mächtig  aufraffenden 
Berlin  zu  ziehen,  and  in  seinem  Auftrage  stellte  Ealer  die  unmittelbare 
AnfFZgei  ob  Lagrange  nicht  geneigt  sein  würde,  aeine  Tnriner  Stellung 
mit  einer  andern  in  Dentzehland,  zu  welcher  Manpertviz  ihn  dem  K6nig 
▼onehlagen  wolle,  ztt  ▼ertanschen,  wShrend  er  ihm  zngleieb  die  baldigst- 
mSgliebe  Aufnahme  in  die  Berliner  Akademie  in  Auzaicht  stellen  durfte. 

5.  Eine  zolehe  Berufung  konnte  auf  seblenaige  Antwort,  wenn  nieht 
auf  alsbaldige  Annahme  rechnen.  An  ersterer  Hess  Lagrange  es  nicht 
fehlen.  Das  Datum  seines  nftchsten  Briefes  vom  19.  Mai  1756,  nur  85 
Tage  später  als  das.  Datum  des  Eni  er*  sehen  Briefes,  stellt  aSmlieh  ub' 
geAhr  die  Dauer  de«  damaligen  Postverkehrs  zwischen  Berlin  und  Turin 
dar,  in  üebereinstimmung  mit  den  25  Tagen  vom  12.  August  bis  aum 
6.  September  1755,  in  weiterer  Üebereinstimmung  mit  den  28  Tagen, 
welche  zwischen  einem  Eule  raschen  Briefe  vom  27.  Oetober  und  einer 
Lagrange* sehen  Antwort  vom  24.  November  1759  liegen.  Lagrange 
erkürte  sich  bedingungsweise  bereit,  dem  Rufe  Folge  zu  leisten,  voraus- 
gesetzt nftmlich,  dass  die  ihm  anzubietende  Stellung  sich  als  hinreichend 
ehrenvoll  nnd  angenehm  erweisen  würde,  um  ihretwegen  eine  mit  Aus* 
rieht  auf  Aufbesserung  verbundene  Professur  an  der  Artillerieschule  auf- 
zugeben und  das  Vaterland  zu  verlassen;  er  wiese  in  solchen  Dingen 
nicht  Bescheid,  aber  Euler  sei  ja  selbst  in  ähnlicher  Lage,  und  so  bitte 
er  diesen  um  wohlmeinenden  Rath,  wenn  ein  bestimmtes  Anerbieten  ihm 
gestellt  werde.  Jedenfalls  danke  er  Maupertuis  heute  schon  für  die 
bevorstehende  Ernennung  zum  Akademiker,  durch  welche  er  ihn  unver- 
dientermassen  ehren  wolle,  und  für  die  gütige  Absicht,  ihn  dem  König 
für  Weiteres  zu  einpfehlen.  Es  ist  nicht  ohne  Interesse,  dass  das  Wort 
,, Unverdientermassen"  erst  nachträglich  durch  Lagrange  in  den  Brief 
hineincorrigirt  über  der  Zeile  steht.  In  diesem  Briefe  findet  sich  auch 
die  erste  Erwähnung  einer  Mechanik,  welche  Lagrange  zum  Zwecke 
seiner  Vorlesungen  schreibe:  von  demselben  Buche  ist  als  von  einenr 
bereit«  vollendeten  in  einem  Briefe  vom  21  November  1751)  die  Rede. 
Wir  siud  wühl  berechtigt,  iu  dieser  Mechanik  einen  ersten  Entwurf  zur 
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Mccauique  ntmlt/tique  zu  erkennen,  welche  in  erster  Aufgabe  1788  crHchien. 
Üb  Spuren  jenes  ersten  Entwürfe«  selbst  sich  irgendwo  nachweisen  lassen, 
ist  bis  jetzt  nicht  bekannt.  Eines  wissenschaftlichen  Inhaltes  entbehrt 
der  Brief  vom  19.  Mai  auch  nicht  ganzlich.  Euler  hatte  nämlich  am 
24.  April  ein  interosöantcs  Problem  angeregt.  Wenn  ein  schwerer  Punkt, 
der  auf  derselben  Uorizontallinie  mit  dem  Anfangspunkte  einer  Verti- 
kalen liegt,  sich  durch  eine  Viertelellipse  nach  jener  Vertikalen  hinsa- 
bewegen  genöthigt  ist,  deren  halbe  grosse  Axe  die  Entfernung  der  ge- 
nannten beiden  Paukte  darstellt,  während  die  halbe  kleine  Axe  Mlf  der 
Veitik«len  eelbtt  «bgesebnitten  ist,  wie  groM  ist  ebendieso  halbe  kleine 
Axe  SB  wilileii,  daait  die  Bewegungszeit  dei  falleoden  Pttnktei  ein 
llinimiim  werde.  Evler  selbst  gaJ>  all  dvnh  Annftberang  geftudeneii 
Werth  6b<i  ^V^,  fragte  aber  zugleich  naeb  der  Möglichkeit  einer  direeten 
AvfKleang.  Lagrange  stellt  nnn  die  Möglichkeit  einer  anderen  ala 
nlhemngsweise  Terfahrenden  AuflOsang  in  Abrede,  weil  die  gegenseitige 
Abhiogigkelt  der  beiden  ChrVsaen  e  nnd  6  dnreh  ein  Integral  ▼ermittelt 
sei,  deasen  Answerthnng  nnr  in  Beihenform  mdglich  aeL  Er  besieht  sieh 
dabei  anf  £nler*8  Abhandlung  im  7.  Bande  der  Petersburger  Akademie, 
wemit  effenbar  die  Abhandlung  gemeint  ist:  De  mfinUit  eunris  ejmdm 
geneH$  tive  wietMui  inveniendi  «efuationei  pro  infißUHi  etmrit  ^futdem  generig 
{Qmmeitt,  Jetut,  M^,  Fli,  1740).  Lagrange  behielt  sieh  vor,  anf  den 
Gegenstand  snrlicksvkommen ,  waa  aber  nicht  geschehen  sn  sein  sehelnL 
Inswisehen  war  ICanpertnia  ren  Bertin  abgerdst  nnd  hielt  sieh  in 
Ht.  Male  in  der  Bretagne  anf.  Hit  ihm  mnsste  Etiler  sieh  wegen  des 
geaebäftliehen  Theiles  des  Briefes  in  schriftliche  Verbindnng  setzen  nnd 
so  danerte  es  bis  snm  2.  September  1756,  bevor  er  Lagrange  in  einem 
Billet  anseigeu  konnte,  dass  er  an  demselben  Tage  znm  answttrtigen 
Mitgliede  der  Berliner  Akademie  unter  allgemeiner  Zustimmung  ernannt 
worden  sei  und  gleiebaeitig  mit  dieser  Mittheilung  auch  das  betrcfl'endo 
Diplom  erhalten  wrrdr;  die  Adresse  von  Manpertnis  wird  zugleich 
beigefügt  mit  der  Aufforderung,  diesem  ihm  so  wohlwollenden  Manne 
einen  Dankbrief  zu  schreiben. 

6.  Die  Ernennung  Lagrang«''8  zum  auswärtigen  Akademiker  war 
bereits  in  die  beginnenden  Wirren  des  siobi  njHhrigi'ii  Krii-ges  gefallen, 
da  scbon  im  Angnst  der  Einmarsch  di  r  'rnii»]ion  König  Friedrich's  in 
Sachsen,  am  10.  »September  die  Einnahm«'  von  Dnvsdin  erfolgte.  Es  ist 
kaum  zweifelhaft,  dass  in  diesem  Kvif^bauhhinclie  der  Grund  zu  suchen 
ist,  weshalb  die  zweite  Hälfte  des  Planes,  den  Manpertnis  zu  Gunsten 
Lagrang*' 's  gefasst  hatte,  die  persönliche  Anstellung  in  Preussen,  da- 
mals unerfüllt  blieb  und  erst  1760  sich  verwirklichte,  als  Euler  zum 
Zweiten  Male  iiacb  Petersburg  übersiedelte  und  Lagrauge  statt  seiner 
znm  Dircctor  der  mathematischen  Classe  der  Berliner  Akademie  mit  dem 
fttr  jene  Zeit  sehr  hohen  Jahresgehalto  von  TUlr.  1500  ernannt  wurde. 
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Saglekh  mit  Beginn  det  Krieges  fmnd  sieh  der  PoetTeriielir  nnterbioelien, 
weleker  (wir  haben  oben  gesehen,  mit  welchem  Zeitanfwand  in  regel- 
mlssigen  Verhiltnissen)  awisohen  Italien  nnd  dem  dentsehen  Norden  statt- 
fand. Der  Kanfinann,  welcher  den  Briefwechsel  swischen  En  1er'  nnd 
Lagrange  sn  rermitteln  pflegte,  machte  Letsteren,  wie  wir  in  einem 
Briefe  Tom  28.  Juli  1759  lesen,  auf  die  an  Unmöglichkeit  grenzende 
Schwierigkeit,  einen  Brief  zu  besorgen,  anfmerksam,  und  8o  unterblieb 
sogar  eine  Danksagung  Lagrange's  an  Euler  für  tlosscn  freundliche 
Bemühungen,  vvenu  sie  nicht  verloren  gegangen  ist;  unter  den  vorhan- 
denen Briefen  linden  wir  sie  nicht.  Auch  Ende  Juli  1759  war  die  Ver- 
bindung mit  Berlin  noch  krineöwogb  eine  leichte,  aber  Lagrange  war 
08  doch  gelungen,  einen  Weg  auszuspüren  —  welchen?  sagt  er  uns  hier 
nicht  — ,  um  einen  Brief  und  ein  Buch  an  Euler  zu  schicken.  Das 
Buch  war  kein  anderes,  als  der  erste  Band  der  vermischten  Schriften 
der  Turiner  Gesellschaft,  jenes  gelehrten  Freundeskreises,  der  spkier 
(1762)  sich  den  Namen  der  königl.  Gesellschaft  von  Turin  beilegen  durfte, 
nnd  unter  welchem  Lagrange  yon  Beginn  an  eine  durch  Quantität,  wie 
durch  Qnalitit  seiner  Beiträge  gleich  hervorragende  Bolle  spielte.  Wer 
fttr  die  geschichtliche  Entwickelnng  der  Mathematik  nnd  der  mathenwti* 
•chen  Physik  nur  irgend  Interesse  besitst,  mnss  die  MMieettmutt  Tmaingti- 
um  Im  Original  stndiren.  Wir  können  nnd  müssen  uns  daranf  besohrftn* 
ken,  die  Titel  der  mnaelnen  Abhandinngen  sn  nennen,  denen  wir  wenige 
Worte  beifügen.  Zunächst  erscheinen  swel  Aufsätse  von  Lagrange • 
▼on  denen  er  mit,  wie  Herr  Genoeehi  schon  bemerkt  hat,  sehr  ftbel 
angebiachter  Bescheidenheit  sagt,  sie  seien  der  Aufinerksamkeit  Enler*s 
aleht  würdig.  En  1er  hatte  noch  in  seiner  I>ifferetttiatrechDiing  von  1755 
die  Lehre  aufgestellt,  das  Maximum  oder  Minimum  eiuer  Function  von 
swei  Veränderlichen  .r   und  y  beruhe  auf  der  Auflösung  der  beiden 

Gleichungen  ^^dy  "        nebst  dem  Negativ-  oderPo- 

sstivsein  der  zweiten  Differeutialquoticuten.  Dass  zwischen  den  zweiten 
Diflerentialquotiontcn ,  welche  partiell  nach  jeder  der  beiden  Veränder- 
lichen oder  nach  beiden  nacheinander  genommen  werden,  eine  Ungleich- 
ung stattfinden  muss,  hat  erst  Lagrange  in  dem  ersten  Aufsatze  von 
1759:  Reckercke$  sut  la  mclhodc  de  maximis  et  mimimis  gezeigt  und  damit 
die  Lehre  um  einen  so  bedeutsamen  Schritt  vorwärts  gebracht,  dass  auch 
dio  neuesten  Lehrbücher  der  Differentialrechnung  kaum  Weiteres  enthal- 
ten. Eiine  nur  um  Weniges  geringere  Bedeutsamkeit  ibi  dem  aweiten 
Anfsatse:  Sur  CinlegroHon  d*tme  eguaHo»  diffÜrenHeik  ä  äifferm€€$  fime$  gui 
eonHent  la  Iheorie  äe$  $mlis  reeurrenfes  beisulegen.  Lagrange  behandelt 
hier  Differenaengleichungen  nach  Analogie  linearer  Differentialgleichungen 
dorch  Einsetanng  einer  Exponentialform  für  die  abhängig  Veränderlieba 
und  hat  damit  zuerst  einen  geistigen  Zusiwmenhnng  awaschan  Dllfoiu»« 
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zeugleichuiigpu  und  Differentialgleichungen  nachgi'wieseu  Dei  dritte  Auf- 
satz, auf  welchen  Hlloin  Lagrange  Eni  er  mit  einer  gewissen  Selbst- 
befriedigung hinweist,  enthält  die  berühmten  Bechcrvhry  stir  Ui  uaturc  et 
hl  prufintjatinn  du  soii ,  die  in  dem  zweiten  und  dritten  Baude  der  Turiner 
Abhandlungen  fortgesetzt  wichtige  Beiträge  zur  damals  noch  ganz  neuen 
Lehre  von  den  periodiHchen  Reihen  bildeten.*  Ausser  auf  diese  Unter- 
SQchnngen,  deren  Bedeutung  iürEuler  schon  darin  liegen  musste,  daas 
hier  von  einem  ganz  andern  Gesichtspunkte  aus,  als  er  selbst  zum  Aus- 
gange gewählt  hatte,  fast  die  gleichen  Ergebnisse  gewonnen  und  dem 
gemetnrameB  wineDtehmltlichen  Gegner  D'AIembart  IHielie  Einwürfe 
eDtgegengehalton  wurden,  maehte  Lagrange  teinen  Oormepondenteii 
auch  auf  die  Arbeit  einet  an  den  schdnsten  Hoffnungen  berechtigenden 
Schttlera  der  ArtUlerieachnle  anfmei^Mm,  auf  die  Befleaciws  tur  let  gtum- 
UUt  tmaffinahrtt  von  Daviet  deFoncenex,  Wohl  durfte  er  das,  denn 
aaeh  hier  war  mit  unbestreitbarem  Talent  Nene«  entwickelt,  aneh  hier 
begegnete  En  1er  auf  jeder  Snte  sein  eigener  Name,  begegneten  ihm 
Angriffe  gegen  D*Alembert,  freilieh  in  h«f liebster  Form,  aber  immer- 
hin Angriffe,  offenbar  derlfehraabl  naeh  von  Lagrange  bemnflnsst,  in 
einem  Falle,  wo  es  sich  nm  ein  bei  det  Ansiehnng  einer  sphirisehen 
Oborfliebe  anf  mnen  Punlct  anftretendes  Paradoxon  handelte,  sogar  von 
Lagrange  nntemebrieben,  welcher  diese  Polemik  als  Anmerkung  su  dem 
Aufeatie  seines  Schillers  fBhrte.  So  Uisst  sich  dem  ersten  Bande  der 
Turiner  Abhandlungen  als  Gesammtnrtheil  das  Lob  ettheilen,  Neues  und 
Wichtiges  in  überraschender  Menge  verttffentlicht  su  haben,  wenn  man 
BUgleich  den  leisen  Tadel  hinsofttgt,  es  sei  mit  einer  gewissen  Vorliebe 
auf  Streitpunkte  eingegangen,  auch  wo  eine  Notbwendigkcit  dam  nicht 
vorlag,  und  eine  Verehrung  Euler* s  trete  neben  einer  Abneigung  gegen 
D*Alerabert  nur  um  so  scharfer  hervor.  Endlich  fragt  Lagrange  in 
dem  Briefe  vom  28.  .Juli  1759  nach  dem  gegeuwHrtigen  Aufenthalt  von 
Maupertuis.  Er  konnte  noch  nicht  ahnen,  dass  dieser  gerade  einen 
Tag  vorher,  am  27.  Juli,  in  Basel  gestorben  war,  und  beabsichtigte,  ihm 
und  Euler,  beziehungsweise  der  Berliner  Akademie,  eine  grösser«»  Ar- 
beit handschriftlich  vorzulegen  ,  welche  die  Variationsrechnung  und  ileren 
Anwendung  auf  Mechanik,  letztere  WissciLsthaft  vnllstäudig  aus  dem 
Princip  der  kleinsten  Action  enfwiekrlt ,  zum  ( icf^eiistaiHlc  liaben  sollte. 
Vielleicht  könne,  so  meint  er,  die  Schrift  in  Berliu  erscheinen,  was  vielen 
iJruckschwierigkeiten  vorbeugen  würde;  doch  beh.Hlt  er  sich  vor,  iil)er 
diesen  Gegenstand  nuchnmls  zu  schreiben,  möglicherweise  bevor  noch 
dieser  Brief  angekommen  sein  werde. 

*  Vergl.  über  die  Stellung  dieser  Aufs&tze  von  Lag  ränge  zu  denen  von 
Taylor,  U'Alembert,  Fauler,  r>an  nernoulli  llabilitationäschrift  ]{ie- 
mann's:  lieber  die  D.irtitf  llhurkeit  einer  Fuuctiou  durch  eine  trigonometrische 
Reihe.   Biemann  s  gesammelt«  Werke  ö.  213  — 21b. 
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7.  Lagrange  fiilirte  dieaeB  Vorhaben  am  4.  Angnat  bereit«  ans. 
Durch  einen  Schroibfohlcr  ist  zwar  da»  Datum  in  den  4.  August  1758 
TCTwandelt  und  der  Brief  doshalb  in  der  photolithographirten  Sammlung 
dem  vom  28.  Juli  1759  vorgedruckt,  allein  Herr  Oenocchi  hat  mit 
grossem  Scharfsinn  diesen  Iirtlnim  erkannt  und  in  ihm  die  höchst  ein- 
fache Lösnn^  mancher  sonst  unerklärlichen  Dinge  geliefert.  Nicht  blos 
dasR  der  zugesagte  demnMchstige  Brief  fehlen  würde;  nicht  blos  dass  die 
einleitenden  Worte  des  Briefes  vom  28.  Juli  nicht  verstanden  werden 
könnten,  es  seien  wohl  3  Jahre  vergangen,  ohne  dass  ein  Briefwechsel 
möglich  gewesen  sei;  es  wKre  auch  noch  die  Frage  zu  beantworten,  wieso 
in  einem  Briete  vom  4.  August  1758  von  dem  ersten  Bande  der  Miscel 
iiinrti  1  tno  int'risia  als  einem  vor  wenigen  'l'agen  an  Eni  er  abgeschickten 
die  Rede  sein  k(»nnte,  während  dieser  Band  auf  dem  Titolblatte  das 
Datam  MDCCLIX  trägt.  Wir  selbst  hatten  ursprünglicli  der  vorerwähn- 
ten dreijährigen  Pftuse  su  Lieb«  swar  ancb  einen  Schreibfehler  oder  viel- 
mehr eine  Undentliehkeit  in  Lagrauge^s  Handschrift  angenonunen.  Da 
seine  Schriftsüge  von  einer  henittdenfw^rtheii  Lesbarkeit  sieinUeh  entfernt 
sind,  so  vermntheten  wir,  vis  ohne  so  gromen  Zwang  möglich  ist,  in  der 
Jabrenahl  1758  ein  aehleeht  geaehriebenes  1756.  Dann  fielen  swiieben 
dem  4.  August  1756  nnd  dem  28,  Jnli  1759  volle  drdt  Jahre  heraaa. 
Aber  dann  mnsste  die  aonat  anhaltslose  Vermnthnng  hinsntreten,  der 
Attfsats  Aber  die  Seball Verbreitung,  aUerdingf  mit  besonderer  Pagination  ' 
nach  8.  146  des  Bandes  nen  beginnend,  sei  schon  1756  im  Dmeke  voll* 
endet  gewesen  nnd  erst  nach  weiteren  3  Jahren  mit  anderen  AnfslSaen, 
die  ihm  ans  nnbekannten  Gittnden  vorgeschickt  wurden,  an  einem  Bande 
vereinigt  worden.  Wir  geben  diese  Vermuthnug,  wie  sie  bei  nns  ent- 
standen ist,  wcnl  wir  Gmnd  haben  ansnnebmen,  dass  wir  nns  In  der- 
selben mit  einem  von  nns  hochgeschltaten  italienischen  GMebrten  heg«gi> 
ueten,  aber  wir  nehmen  keinen  Anstand,  nns  heute  au  der  viel  ein- 
fächeren  Annahme  von  Herrn  Genocchi  zu  bekennen,  welche  mit  einer 
einzigen  Hypothese  auskommt,  wo  wir  deren  iwei  bedurften.  Binem 
Briefe,  der  eine  Woche  nach  einem  andern  geschrieben  ist,  eröffnen  so 
mit  Kecht  die  Worte:  „Vor  wenigen  l^agen  übersandte  ich  ein  Exemplar 
eines  Werkes,  welches  eine  Privatgesellschaft  in  Turin  unter  dem  Titel: 
Philosophisch  -  mathematische  Mannigfaltigkeiten  an  das  Licht  schickte.'^ 
Lagrange  knüpft  daran  einige  Andeutungen  über  seine  Schall -Abhand- 
lung nnd  kommt  dann  mittelst  der  Bitte,  einen  beigeschlossenen  Brief 
an  Maupertuis  gelangen  zu  lassen,  auf  die  grosse  analytisch- mecha- 
nische Arbeit  zu  reden,  welche  er,  wie  er  wiederholt  betont,  am  Liebsten 
in  Berlin  dem  Drucke  Ubergäbe.  Er  habe  die  analytische  Methode  jetzt 
auch  auf  Functionen  von  mehr  als  zwei  Veränderlichen  ausgedehnt  und 
sie  auch  auf  die  Aufgabe  angewandt,  das  grössttiächige  Vieleck  unter 
solchen  mit  gleichem  Umfange  aut'zulindeu.     Endlich  erbittet  er  sich 
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Enlcr's  Antwort  auf  dem  Umwoge  über  Genf,  wo  dor  Postdircctnr  Dn- 
rade  die  weitere  Vermittelung  aü  den  'i'iiriuer  Postdiroctor,  dieser  an 
Lagrange  übernehmen  werde.  Oflfenbar  war  dieses  der  von  Schwierig- 
keiten nicht  freie  Weg,  von  welchem  im  Briefe  vom  26.  Jnli  die  Rede 
war.  Die  Briefe  kamen  an,  und  die  Antwort  Euler's  tragt  das  Datum 
des  2.  October,  den  Empfang  des  Buches  dagegen  war  er  erst  am  27.  Oc- 
tober  in  der  Lage,  anzeigen  »n  könnftn.  Wir  tibersetaen  einige  Stellen 
MU  d«m  Bri«fe  von  2.  Oetober,  welehe  geeignet  sind,  auf  das  früb«r  an- 
gedeutete peitttnliehe  VeAtitniat  Eiiler*e  m  Hanpertvie  und  D*Alem*. 
bert  einigea  Lieht  an  werfea.  „Ihr  Brief  kam  naeh  den  Tede  muett 
würdigen  Pffisidentea  in  meine  Hinde.  leb  bin  dnroh  dieeen  Uafidl  am 
io  lehwerer  betreffen,  ala  ieh  den  betten  Oöaner,  den  iliiMeeten  Freaad 
verliere  ...  Daa  Oerileht  geht,  die  Stelle  des  Prisidenten  mit  sehr  hebern 
Qehalte  aei  ttbt  D*Alembert  bestimmt;  ob  es  in  diesem  FaOe  Ar  Sie 
geiathen  ist|  Ihr  Werk  hierher  an  sehieken,  mSgen  Sie  selbst  bearthei* 
len  ...  Ieh  ftene  mieh,  dass  Sie  meiner  LSsnng  der  sehwingenden  Saite 
beipfliehten,  welche  D*Alembert  dnreh  Tersehiedene  Nörgeleien  an  eat- 
ktiften  versncht  hatt  nnd  avar  ans  dem  einaigen  Grande,  weil  de  nieht 
▼en  ihm  herrtthtt**  Alsdann  wendet  En  1er  sieh  an  Lagrange*  s  An« 
dentattgen  beattglieh  des  isoperimetrisehen  Problems.  Er  frene  aieh,  dnreh 
Lagrange' s  Bemtthnagen  den  Gegenstand  jetst  anm  Gipfel  der  Voll* 
kemmenheit  gebracht  zn  sehen.  Er  habe  selbst,  von  Lagrange' s  Be- 
merkungen Hilff"  empfangend,  jetzt  eine  analytische  Lösnng  nieder» 
gteclirieben,  welche  er  aber  zurückzuhalten  beschlossen  habe,  bis  La- 
grange'a  Untersnehnngen  der  Oeffeutlichkeit  ftbergehen  seien,  um  ihm 
Nichts  vnn  dem  ihm  gebührenden  Ruhme  zu  entziehen.  Das  sind  die 
ermnnternden  Worte  Euler's  vom  2.  October  1759,  auf  welche  La- 
grange (wie  wir  unter  2  gesehen  haben)  im  Jahre  1769  zurückkam  und 
von  welchen  auch  unter  October  1762  die  Rede  sein  wird.  Der  Brief 
schliesst  mit  der  Mittlieilung,  Kiiler  liabe  inmitten  schwerer  Kriegszeiten 
mit  dem  Beginn  der  Ausarbeitung  seiner  der  Petersburger  Akademie 
längst  zugesapten  Integralrechnung  sich  beschäftigt.  Ks  handle  sich  in 
ihr  um  die  Aultindung  von  Functionen  einer  oder  mehrerer  VerÜnder- 
lichen  aus  ihren  Differentialquotienten.  Für  Functionen  von  mehr  als 
einer  VerÄnderlichen  sei  fast  Alles  neu  zu  schaffen ,  und  er  glaube  das 
Fundament  dazu  schon  gelegt  zu  haben ,  ein  Ausspruch ,  welcher  ge- 
schichtlich bedeutsam  sein  dürfte  als  erste  Aeusserung  des  Bewusstseins 
von  der  grossen  Schwierigkeit,  aber  auch  von  der  grossen  metliodiscben 
Tragweite  der  allgemeinen  Aufgabe,  partielle  Differentialgleichungen  zu 
integriren,  während  bisher  awischen  Enler  nnd  D'Alembert  vornehm- 
lich nnr  gana  besondere  derartige  Gleichungen  in  Frage  gekommen  waren. 
In  den  niebsten  Weehea  naeh  dem  3.  October  'erhielt,  wie  sehen  be- 
merkt, Enler  den  Band  der  Tnriner  Abhandlungen,  den  er  taach  genag 
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kf,  na  am  33.  oder  27,  dasMlb«ii  Moniits  bereite  en  Lagren g«  der- 
über  aehieiben  an  kfinnen.   Jenee  Detnm  nennt  Lagrange  hn  aweiten 
Baede  der  Tnriaer  Abbandlungen,  nnd  wir  werden  ibm  Olanben  eeben- 
ken  gegenüber  der  aweiten  Datameangabe  in  dem  Peteiebniger  DraelLe 
ton  186S,  der  aneb  aenat  kdneewegi  feblerM  lebeint.   Dieeer  Brief  nnd 
alle  folgenden ,  welebe  wir  von  beiden  Correepondenten  beeitBen ,  ist  fren- 
»Ösifich  geschrieben.    Vorher  war  der  Briefwechsel  lateinisch  geführt  wor- 
den, Eni  er  scheint  jedoch  die  lebende  Sprache  gewählt  zu  haben,  weil 
und  nachdem  er  aus  den  gedruckten  Abhandlungen  Lagrange's  ersah, 
dass  dieser  Französisch  wie  eine  Muttersprache  zu  sclireibou  wusste,  eine 
Eigenschaft,  die  Euler  mit  ihm  theilte.    Es  hi  begreiflich,  dass  die 
D&cbsten  Briefe  sich  vielfach  mit  der  Theorie  des  Schalles  beschäftigen, 
dassEnler  und  Lagrange  sich  gegenseitig  über  die  Uebereinstimmnng 
ihrer  Ansichten   freuen  nnd  weitere  Ausführungen  andeuten,  die  der 
Haaptsache  nach  neben  Widerlegungen  von  EinwIUrfen,  welche  D'Alem«» 
bert  1761  in  dem  ersten  Baude  seiner  Opusculet  matäAHoUqye*  ver- 
öffentUchte,  in  Abhandlungen  beider  (lelehrten  im  ebengenannten  zwei- 
ten Bande  der  MüctUmea  TauHnensia  wiederkehren,  aaf  die  wir  dea> 
halb  genaner  einangeben  nnterlaMen.   Nnr  im  Verttbargeben  benerfcen 
wir,  daae  im  Briefe  vom  23.  October  1759  Eni  er  aieb  mit  Lagrange 
darin  einreratanden  erklärt,  dam  die  dnreb  Ramean  beobaebteten  Ober- 
tSne  nieht  Ton  der  sebwingenden  Saite  eelbet,  eondem  Ten  mitaebwingen* 
den  aonatigen  Tbeilen  dea  Apparatea  berrttliren;  data  er  dea  aebeinbaren 
Widerapmebee  gedenkt,  wonaeb  in  einer  engen  Rdhre  die  einmal  bege»- 
aene  Fortpflanaung  der  Eraebfltterangen  aieb  nnr  eineeitig  forteeiat, 
wlbrend  von  Anfang  an  jede  Ereebttttening  allseitig  wirkt,  alao  iwiaeben 
primitiven  und  abgeleiteten  Erschütterungen  ein  Unterschied  sich  wahr- 
nehmbar macht,  zu  dessen  Erklärung  gewisse  Anfangsbedingungen  aus- 
reichen;  dass  er  endlich  bedauert,  die  Schwiugungstheorien  nicht  auch 
auf  eine  nach  drei  Dimensionen  au.sß:e(lehnte  Luftmai?8e  anwenden  zu  kön- 
nen, welche  doch  einzig  dor  Erfahrung  entsprechen  würde.    Man  weiss, 
dass  Euler  diese  Aufgabe  kurz  darauf  gelöst  liat  und  dass  wesentlich 
sie  in  seiner  Abhandlung  im  II,  Bande  der  Turiner  Gesellschaft  behan- 
delt worden  ist.    Am  Schlüsse  des  Briefes  erzählt  Euler,  dass  er  den 
III.  Band  seiner  Mechanik  vollendet  habe,  aus  welchem  er  als  neue  folge- 
wicbtige  l^ntdecknng  die  der  drei  Trägheitsaxen  eines  sich  drehenden 
Körpers  herrorbebt.    Auch  dieser  Brief  nahm  den  Weg  Uber  Genf,  von 
wo  ana  Bertrand  ihn  weiter  beförderte,  »«ein  Frennd  Euler*s,  der  sieb 
mit  aehr  grossem  Erfolge  der  Mathematik  angewandt  hat*«    Offenbar  ist 
der  danAals  28jftbrige  Lonie  Bertrand  gemeint,  der  nnter  An4eren  in 
der  Oeacbiebto  der  Parallelentbeorie  einen  woblerworbenen  Pinta  einnimmt. 

8.  Lagrange  antwortete  am  24.  Noyember  1759.  Er  dankt  fttr  die 
Beoftheilnng,  welebe  der  I.  Band  der  Tnriner  Abbandinngen  dmeb  Enier 
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eifabren  liRbe,  und  «tollt  fftr  die  Mitte  d«s  folg«Dd«i  Jabm  einen  weite- 
ren Bend  in  Anssicbt,  der  nllerdings  erst  erbeblieb  epXter,  nKnüicb  1763, 
die  Pretse  YerlieM.  Eni  er  bette  am  2.-October  den  Wnnseb  anegesproebeB, 
daia  die  fnlB  Vereinigung  Tnriner  Oelebrter  sieb  bald  staatlieber  Unter 
sttttsnng  erfreuen  möge;  dieser  Wnnscb  werde,  meint  Lagrange,  am 
Ersten  in  ErfHllting  geben,  wenn  auswärtig«  Gelehrte  ersten  Ranges  sidi 
der  noeh  juDgen.Oesellsebaft  gewogen  zeigen.  80  bebe  Hall  er  ibasn 
Beitrig«  zugesagt,  und  mit  dem  gleichen  Anliegen  wendet  sieb  La* 
grange  nunmehr  an  Euler,  Bezüglich  der  Nothwendigkeit,  die  Schall- 
theorie  im  Haurne  zu  «Tortern  ,  ist  Lagrauge  mit  Euler  einverstanden. 
Von  diesem  allgemeiueren  Standpunkte  aus  werde  «ich  auch  wohl  die 
Abnahme  des  Schalles  erklHren  lassen,  die  hei  hlos  linearer  Ausdehuung 
nicht  an  und  für  sich  eintrete;  ob  übrigens  die  Abnahme  des  Sehalles 
in  (ler'Phat,  wie  man  allgemein  annehme,  im  (luadratischon  Verhältnisse 
der  Eutlornung  stattfinde,  erscheint  La  grange  zweitelhatt.  Auf  den 
Dmcli  seiner  Arbeiten  über  Variationsrechnung  und  Mechanik  kommt 
Lagrange  jetzt  nach  Maupertuia*  Tode  mit  keinem  Worte  zorüek, 
nur  Uber  deren  Inhalt  sagt  er  fUr  einen  näcbsten  Brief  weitere  Aaf- 
seblilsse  zu  und  bemerkt  am  Ende,  er  habe  für  seine  Schüler  Elemente 
einer  Meebanilc  und  einer  Differential-  und  Integral recbnnng  verfamt. 
Von  der  ersteren  Schrift  war  unter  b  die  Rede,  die  letstore  ist  wenig- 
stens einem  Tbeile  naeb  arbeiten,  wie  Fürst  Boneompagniim  VI. Bande 
seines  Bulletino  B.  l&O  (Jabrg.  1873)  naebgewiesen  bat  Die  Bibliotbck 
des  Hersogs  von  Genna  in  Turin  entbalt  nftmlicb  eine  Handscbrift  ssit 
dem  Titel:  PrincipJ  di  JnalUi  SubIhne  äettnii  da  La  Grange  alle  Beggie  Scmk 
M  ArHgliena,    Parle  prima.    Ddla  leoHa  Jlgebraica  delte  Curve. 

9.  Sebon  am  26.  Deeember  1759  Hess  Lagrange  einen  weiteren 
Brief  naebfolgen,  der  durcbaus  der  Scballtbeorie  gewidmet  war.  Die 
Untersuchung  einer  Kortpflanzang  der  Schallwelle  in  einem  Elementarkegel, 
dessen  Spitze  in  dem  Erschütterungspnnkte  liegt,  war  einer  der  neuen 
von  Lagrange  eingeschlagenen  Wege,  und  diesen  Fall  hatte  er  soweh 
erörtert,  dass  bei  ihm  die  im  Briefe  vom  24.  November  noch  angezwei- 
felte Abschwaehung  im  quadratischen  Verhältnisse  der  Entfernungen  sich 
nachweisen  liess,  ein  Gegenstand,  der  Lagrange  übrigens  durchsus 
nicht  ganz  klar  war,  wie  wir  gleich  noch  zu  bemerken  (Jelegenheit  habeu 
werden.  Mit  Hilfe  dieser  Elementarkegel  «eticte  er  sich  Kugeln  zusam- 
men, um  die  Fortpflanzung  des  Schalles  unter  der  Annahme  zu  stadiren, 
dass  die  Wellen  als  Kngelscbalen  weiter  geben,  wobei  die  Differential- 


auftrat.  Dann  verallgemeinerte  er  nocb 


diese  Differentialgleiebung  au  der  folgenden: 
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deren  Integral  gleichfalls,  nnd  zwar  mit  Hilfe  unendlicher  Reihen  mit 
willkürlichen  Functionen  horgo8t<'llt  wurde.  Je  nach  verschiedenen  An- 
nahmen für  m  brechen  die  Reihen  ab,  doch  sind  die  Andeutungen, 
welclie  Lagrange  hierüber  machte,  einigermassen  verstümmelt,  da,  wie 
wir  uns  durch  Erkundigung  beim  Uerausgeber  vergewissert  haben,  ein 
Stückchen  des  Briefes  gerade  hier  fohlt,  auf  welchem  einige  zum  Ver- 
ständniss  nothwendigc  Zahlen  gesebrieben  waren.  Der  Uauptsache  nach 
stellt  der  ganze  Briefsich  als  auszugsweise  Ankündigung  von  Lagrange^s 
NouveUcs  rrcherrhes  sur  la  nalure  el  la  propagation  du  son  {Miscell.  Taurin, 
//,  11 — 172)  dar.  Neujahrsglückwünsche  beschlief^sen  ihn.  Am  Neujahrs- 
tage selbst  gab  Ealer  seine  Antwort  auf  den  Brief  vom  24.  November, 
der  kaum  sebn  Tage  in  seinen  Händen  gewesen  sein  mocbte,  inr  Post 
Dieselbe  bestand  in  der  Abbandlnng,  welebe  als  Becherehet  tut  la  pro- 
pagation de$  ebrmtlemens  dans  une  (sie!)  mUieu  ilatUgue  Im  II.  Bande  der 
Tnriner  Samminng  an  lesen  bt,  mit  wenigen  ebeudort  gleicbfalls  ab- 
gedmekten  Begleitseilen.  Wir  baben  oben  scbon  erwSbnt,  dass  En  1er 
bier  die  Aufgabe  erledigte,  vor  der  er  nocb  am  23.  October  ratblos  still- 
gestanden war,  nSmIicb  die  Scbwingnngstbeorie  im  Ranme  von  drei  Di- 
mensionen an  bewültigen. 

10.  Bn1er*s  Beitrag  wnrde  von  den  Tnriner  Oelebrten  mit  Jnbel 
begprüsst,  und  Lagrange  erhielt  den  Auftrag,  dem  berttlimten  Manne 
den  schuldigen  Dank  zu  erstatten.  Mancherlei  Beschäftigungen,  unter 
welchen  sicherlich  auch  das  eingehende  Studium  der  Eul er' sehen  Ab- 
handlung inbegriffen  war,  verzögerten  die  Erfüllung  des  Auftrages  bis 
zum  I.  MHrz  1760.  Lagrange  beginnt  damit,  auf  eine  Verwandtschaft 
der  Gleichungen,  zu  welchen  Euler  gelangt  war,  mit  solchen,  welche 
der  Lehre  von  den  grössten  und  kleinsten  Werthen  angehören*,  hinzu- 
deuten. So  sei  die  Gleicbung  der  Oberfläche,  welche  den  grössten  Kaum 
umfasse , 


a«  dy  a  ^ 

unter  der  Voranssetanng,  dass  z  eine  Function  von  x  und  ff  sei,  und 

/>  =  ^,  q  =  -^  (in  der  modernen  Bedeutung  aller  dieser  Zeichen)  ge- 

setst  werden.  Dass  die  Kugel  s's4o*  — a;'  — dieser  Differential- 
gleiebung  als  partieulKres  Integral  genOge,  siebt  Lagrange  em;  an  der 
Auffindung  des  allgemeinen  Integrals  jedoeb  versweifle  er.  Dann  kommt 
er  wieder  auf  die  Absobwftebung  der  8eballersebfitternng«n  snrttek.  £  n  1  e  r 
war  am  Seblusse  der  naeb  Turin  gesebickten  Abbandlung  au  dem  Ergeb- 
nisse gekommen,  dass  bei  grossen  Entfernungen  sowobl  die  Elongation, 
als  die  Geschwindigkeit  eines  erschütterten  Lnfttbeilebens  im  umgekehr- 
ten Verhältnisse  der  Entfernungen  stehen.    Lag  ränge  giebt  sich  den 

Hiil-lit.  AHhIg.  d  ZHtsehr.  f.  M«th.  n.  Phyt.  XXm,  I .  S 
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Folgerangen  gefangen,  mit  welchen  aneh  ein  jüngst  empfangener  Brief 
von  Daniel  Beroonlli  in  Einklang  stehe,  und  erklXrt  seine  frflbere 
anderweitige  Behauptung  durch  einen  bei  der  Integration  eingeHchlichenen 
Rechenfehler.  Bemerken  wir  gleich  hier,  dass  R  u  1  e  r  unter  dem  24.  Jnni 
1760  diesen  Zweifeln  durch  die  ErlKuierang  ein  Ziel  aetate,  die  Stärke, 
mit  welcher  ein  Schall  das  G^örorgan  treffe,  hinge  von  zwei  Factoren 
ab,  von  der  Grösse  der  Schwingungen  und  von  der  Geschwindigkeit  der 
schwingenden  Theilchen;  haben  also  beide  ein  der  Entfernung  umgekehrt 
proportionales  Maass,  so  muss  das  Product,  d.  i.  die  thatsächlich«»  Stärke  der 
Schallempfindung,  im  Quadrat  der  Entfernung  abnehmen.  Ehen  dasselbe 
muss  auch  für  das  Licht  gelten,  wenn  es  aus  Schwingungen  eines  elasti- 
schen Mittels  besteht,  und  so  erledige  bIcIi  ein  von  Daniel  Bernoulli 
Lagrange  gegenüber  ausgesprochenes  Bedenken.  Denn  Lambert  habe 
in  seiner  Photometrie  die  Abschwfichung  des  Lichtes  im  quadratischen 
Entfernungsverhältnisse  festgestellt,  ohne  von  der  Geschwindigkeit,  noch 
von  der  GrOsse  der  Schwingungen  ein  Wort  zu  sagen.  T^agrange  ver- 
allgemeinert hierauf  die  am  26.  December  1759  schon  besprochene  Dif- 

ferentialgleichnng  noeh  weiter  an  t'.^asc. g^'hwc.        .  Aach 

aie  gehSft  dem  Problem  der  Lnftsebwingungen  in  einem  Kegel  an ,  aber 
unter  der  Voranaietaang  Tenehiedener  Diebtigkeiten  der  In  dem  kegel* 
förmigen  Baume  entbaltenen  Lnftmasae,  nnd  fHr  eissO  giebt  sie  die 
Sebwingnngen  Ton  Saiten  von  ungleicher  Dicke.  Die  Discossion  dieses  ^ 
letateren  Falles  iKsst  erkennen,  daas  im  Allgemeinen  derartige  Saiten, 
in  Sdiwingnng  Tevsetat,  ihre  erste  Gestalt  nie  anm  aweiten  Male  wieder 
eilangen,  somit  einen  gleiehmlssigen  Ton  henroranbringen  nicht  im  Stande 
sind,  was  mit  der  Erfahrung,  dass  solche  Saiten  den  Mnslkem  falsch 
ttfnen,  in  Ueber^nstimmnog  steht  Den  letaten  G^enstand  dieaea  in* 
teressanten  Briefes  bildet  die  Frage,  ob  die  Grösse  der  Schwingungen 
eine  Beschleunigung  ihrer  Fortpflanaung  aur  Folge  haCen  könne,  eine 
Frage  von  Wichtigkeit,  indem  die  experimentellen  Geschwindigkeitsmes- 
sangen,  wie  sie  a.  B.  Laeaille  17^  anstellte ^  steta  eine  raschere  Ver- 
breitung ergaben,  als  seit  Newton  theoretisch  herausgerechnet  worden 
war.  Lagrange  ist  geneigt,  aus  seinen  Formeln  die  Unmöglichkeit  der 
Beschleunigung  der  Fortpflanzutg  durch  die  Grösse  der  Schwingungen 
anaunehmen,  ,,aber  ich  sträube  mich  dagegen,  über  diesen  Punkt  mich 
au  entscheiden,  bevor  ich  Ihr  Urtheil  darüber  'habe,  welches  ich  mich 
recht  sehr  beeile,  mir  zu  erbitten".  In  der  Antwort  vom  24.  Jnni  1760 
pflichtet  Enler  den  SchlUaeen  Lagrange's  bei.  Allein  er  geht  einen 
Schritt  weiter,  er  sucht  eine  anderweitige  Erklärung  für  jenen  Gegensatz 
8 wischen  vorausberechneter  kleinerer  nnd  wirklich  gemessener  grösserer 
Fortpfianinngagescbwindigkeit  des  Schalles.    Fittssige  Massentheilchen, 


Digitized  by  Google 


Der  Brie^eekt«!  BwiMkeB  Lagnng«  mad  Enler.  19 

aagt  er  etwa,  thetlen  sieb  ihre  Bevegongen  nur  aHiDUig  mit,  bei  feetea 
MMsen  wird  ein  SCoiB  sin  einen  Ende  wie  in  einen  Angenblielc  en  mi> 
dem  Ende  wnbmebmbnr.  Denken  wir  nnt  nnn  die  Lnft  tlieilweise  mit 
festen  MaMentbeilcben  erfttUt,  so  wird  die  flebnllverbreitQnf  nnr.  In  den 
elMtieeb-flttaeigen  Lnfttbeileben  ellaiiig,  in  den  festen  sn^blieklieh 
erfolgen  nnd  somit  rsscber  sein,  als  die  nnr  Lnfttbeileben  voranssetsende 
Secbnang  ergiebt.  En  1er  knfipft  daran  den  Wunsch,  sahlreiebere  Ex- 
perimente über  die  Oesekwindigkeit  der  SchallverbreitQDg  durch  feste 
Wände  hindurch  angestellt  zu  sehen.  Heute  wissen  wir  freiltdk,  dsss 
der  Grund  jener  Verschiedenheit  ein  anderer  ist,  als  Euler  vermnthete. 
Laplsce  liat  geseigt,  dass  die  Theorie  die  infolge  der  Verdichtung  nnd 
Verdünnung  eintretende  Ervirmnng  und  Abkühlung  der  Luft  vernach- 
lässigt hatte,  welche,  so  gering  sie  ist,  ausreicht,  den  Oeschwindigkeits- 
messungen  andere  Bedeutung  zu  geben,  aber  soviel  liatte  doch  Euler 
mit  richtiger  Alinung  erkannt,  da«8  der  Schall  durch  feste  Körper  rascher 
als  durch  tlüssifje  sich  l'ortpttanzt.  Wie  Euler  iu  demselben  Briefe  die 
Abschwächung  fortgepflanzter  Schwingungen  bespricht,  haben  wir  schon 
gesehen.  Einen  weitereu  (legenKtand  wünschenswerther  Untersuchung 
findet  er  in  der  Verbreitung  von  Schwingungen  aus  einem  Mittel  in  ein 
zweites  von  anderei  Dichtigkeit  als  das  erstere,  mit  anderen  Worten:  er 
veilangt  eine  Scliwinguugstheorie  der  Brechungserscheinungen. 

11.  Fast  zwei  Jahre  lang  dauerte  eine  nunmehr  eintretende  Unter- 
brechung des  Biiefwechüels,  für  welche  eine  Erklftrung  nicht  gegeben  ist, 
wenn  man  sie  niilit  wiederholt  in  den  durch  die  Fortdauer  dos  Krieges 
verursachten  Verkehrsstörungen  suchen  will.  Erst  am  14.  Juni  1762  brach 
Legrsnge  das  Stillschweigen  bei  Uebersendung  des  II.  Bandes  der  Ab- 
bnndlnngen  der  nnnmebr  kSniglioben  OesellsdMft  von  Turin  dnrcdb  Bei- 
fttguDg  weniger  begleitenden  Zdlen« 

12.  Ein  Brief ,  wenn  auch  kllner  ak  die  frtther  von  Lagraugc  an 
Enler  gelichteten  lüttheilungen ,  folgte  in  der  aweiten  Hllfte  des  Oeto- 
ber  1762.  Lag  ränge  bestätigt  darin  die  Absendnng  des  II.  MenMiren- 
bandes  mid  des  Begleitsehreibens,  ftigt  aber  binsn,  wegen  der  Unsieher- 
heit  der  Poatverbindnng  habe  er  inswisehen  ein  sweites  Bxeaplar  anf 
anderem  naebgesektekt.  Sollten  beide  in  Euler's  Hinde  gelangen, 
so  bittet  er,  das  eine  dem  Seerelir  der  Berliner  Akademie,  Formej 
(der  diese  Btellnng  seit  dem  2.  Mai  1748  inne  batte)  eiaiilndigan  in 
wollen.  Wir  haben  im  Vorkergehenden  sehon  mekrfaeh  von  den  anf  die 
Tkeorie  des  Schalles  beillglieken  Aibeiten  Enler^s  und  Lagrange's 
reden  müssen ,  die  in  dem  II.  Bande  der  Turiner  Gesellseliaft  abgedruckt 
sind.  Wir  haben  unter  2  aneh  des  Anfsataes  Euai  ttune  nouvelle  methode 
pow  iälerminer  le$  maxima  et  les  mmima  des  formuks  inlegrnles  indifinies 
▼on  Lagrange  ftber  Variationsreeknnng  gedacht.  An  ihn  schliesst  sieb 
mnmittelbar  eine  weitere  Abhandlung  an:  JppUcatioH  dß  iu  meikoäe  präcd- 
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dente  ä  ta  tohahn  de  diffirenM  frobUmei  de  djfnamifue.  Wir  erinnern  uns, 
dsM  LagrAnige  1758  «ne  grSmere  Arbeit  nnelytieeh-meeliMiiBehen  In- 
halte« ToUendet  hatte,  welehe  er  unter  der  VoranseetBung,  daie  Man- 
pertni«  noeh  lebe,  in  Berlin  au  TerOffentlidien  gedaehte.  Offenbar  iat 
die  Anwendung  der  Variationereehnung  auf  mechanische  Probleme  ein 
'I'beil  jenes  Buches,  und  zwar  dw  aweite,  während  der  erste  Tbeil,  die 
Variationereehnung  selbst  enthaltend,  in  der  vorhergonannten  Abhandlang 
nur  auszugsweise  mitgetheilt  ist.  Wir  entnehmen  dieses  den  ansdrück- 
lichcii  Worten  Ton  Lagrange:  ,,Ans  einem  Ihrer  Briefe  von  1759  ersah 
ich,  dass  Sie  meiner  Metbode  der  Mazima  und  Minima  hinreichende  Be- 
dentang  beigelegt  haben ,  nm  sie  in  einer  besondem  Abhandlung  zn 
erwoitprn  und  zu  vervollkommnen ;  icli  plannte  demnach,  meine  fast  sclion 
voUcndoto  AV)liandlnnfi:  iihor  (lieson  (>Pji;onstand  unterdrücken  zu  sollen, 
tiiul  ich  lialx'  mich  (laraut  boschrankt,  einfach  die  Principien  der  Methode 
in  einem  Aufsätze  auseinanderzulegen,  den  ich  so  kurz,  als  es  mir  mf>g- 
lich  war,  zu  fassen  versucht  habe.  Ich  habe  mich  sogar  nur  deshalb  zur 
Zusammenstellung  dieses  Aufnatzes  entschlossen,  weil  Sie  mir  in  demsel- 
ben-Briefe  die  Ehre  erwiesen  haben,  mir  niitzutheilen ,  Sie  wollten  Ihre 
Arbeit  nicht  vor  der  meinigen  verötfentliehon.  Ich  bin  ungeduldig,  von 
dem  neuen  Lichte  Nutzen  ziehen  zu  können,  welches  Sie  unzweifelhaft 
über  einen  so  schwierigen  Stoff  ausgegossen  haben;  einstweilen  ersuche 
ich  Sie,  hiermit  die  untertbänigsten  Danksagungen  für  die  mir  erwiesene 
Ehre  in  Empfang  zu  nehmen,  welche  ich  als  schmeichelhaftesten  Lohn 
meiner  mathematischen  Stadien  betrachte."  Endlich  dankt  Lagrange 
aueh  noeli  fttr  die  Mittbeilang  der  von  der  Beriiner  Akadeode  aus- 
geschriebenen Preisfrage  ftlr  1762,  welche  Euler  ihm  am  24.  Juni  1760 
gemaeht  hatte>  Bs  bandelt  sieh  darum,  eine  Tlieorie  des  Hörens  anfira- 
stellen.  Lagrange  hatte  sich  der  Schwierigkeit  dieser  Aufgabe  nicht 
gewachsen  gefühlt.  Ein  anderes  Mal  hoffe  er  eine  Aufgabe  seinen  Krlf- 
ten  angemetsener  an  finden  und  bitte  daher  Euler»  mit  der  Anieige  der 
von  den  Akademien  au  Berlin  und  Petersburg  gestellten  Aufgaben  fort- 
sufahren.  Einen  akademischen  Erfolg  ersielte  Lagrange  1764  in  Paris 
mit  einer  Preiisehrift  Aber  die  Libration  des  Mondes  von  grosser  geschieht^ 
lieber  Bedeutung,  weil  in  ihr  suerst  Ton  dem  Prindp  der  virtuellen  Ge- 
schwindigkeit Gebrauch  gemacht  ist,  welches  iwar  schon  frtther  erkannt, 
wie  Lagrange  selbst  in  §  IV  mit  seiner  bekannten  historischen  Ge- 
wissenhaftigkeit erörtert,  doch  hier  suerst  als  Grundlage  medianischer  Bnt- 
wickelungen  verwerthet  wnrde.  Was  jene  Preisfrage  für  1762  betrifft, 
so  hatte  Lagrange,  durch  Euler's  Darstellung  irregeführt,  neh  TOr- 
gestellt,  es  werde  eine  genaue  mathematische  Theorie  der  Vorgänge  in 
den  Gehörorganen  rerlangt.  So  weit  scheint  indessen  das  Ziel  nicht 
gesteckt  worden  zu  sein*  Jedenfalls  mnss  die  Akademie,  wenn  sie 
ursprünglich  anch  an  jene  Art  der  Behandlung  dachte,  später  sich  mit 
Geringerem  begnügt  haben,  da  ein  gewisser  Doetor  der  Mediein  Georg 
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Urban  Bels  aus  NeaBtadt-Ebenwalde  den  Preii  dnvontrng,  dessen 
uns  nnbekannte  Abhandlung  Diuertaäon  nur  le  ton  et  Foufe  in  der  Sitsnng 
▼om  2.  Jnni  1763  gekrönt  wurde,  wie  man  ans  den  Noweaux  M^moiret 
de  taeadimie  de  Bertin  1770  pag,  26  entnehmen  kann.  Wir  haben  den 
letiten  Brief  Lagrange*s  an  Enler  als  ans  der  iweiten  Hälfte  des 
Monats  Oetober  1762  beseichnet.  Er  isAiSmlich  Tom  38.  Oetober  datirt, 
nnd  ob  dieser  Schrdbfehler  18  oder  28  (wie  Herr  Oenocehi  annimmt), 
oder  30  oder  31  hedenten  soll,  schwebt  gans  in  der  Lnft.  Als  sicher 
kVnnen  wir  nnr  annehmen,  dass  der  Brief  nach  dem  10.  Oetober  ge- 
schrieben sein  mnss.  Es  erübrigt  uns  nämlich  noch,  einen  Brief  Euler^s 
vom  9.  November  1762  zu  besprechen,  aus  welchem  hervorgeht,  t]at>t>  der 
Abhandlnngbband ,  aber  noch  uicht  der  zweite  Brief  Lagrauge's  in 
Berlin  angekommen  war.  Da  nun,  wie  wir  gesehen  haben,  etwa  28  Tage 
zu  vergehen  pflegten,  bis  ein  Packet  Berlin  erreichte,  so  fallt  bei  Er- 
höhung jener  Frist  des  unregelmässigen  Verkehrs  wegen  auf  30  Tage 
der  früheste  Terrain,  an  welchem  ein  Brief,  von  Turin  abgehend,  am 

9,  November  noch  nicht  in  Berlin  eingetroÖen  sein  konnte,   auf  den 

10.  Oetober.  Enler  dankt  für  die  Uebersendnng  des  werthvollen  Bandes 
nnd  knüpft  daran  die  schmeichelhaftesten  Ausdrücke  fUr  Lag  ränge,  der 
mit  seinen  tiefen  Entdeckungen  wahrhaft  verschwenderisch  umgehe.  Jeder 
Andere  würde  aus  den  behandelten  Sto£fen  ganie  Bände  von  Beiträgen 
flbr  rerschiedene  Akademien  geschöpft  haben,  während  Lagrange  sich 
begnflge,  eine  Wissenschaft  in  einen  AnfMti  in  drängen.  Beiläufig  be- 
merken wir,  dass  Lagrange  die  leise  Anspielung,  welche  in  diesem 
Lobe  lag,  schon  im  folgenden  Jahre  anf  sieh  wirken  liess,  denn  1765 
eischien  in  den  Memoiren  der  Berliner  Akademie  sein  Anfsala  ttber  die 
Tantoehrone.  Enler  geht  alsdann  wiederholt  auf  die  willkttrlichen  Func- 
tionen ein,  welche  bei  der  Integration  partieller  Differentialgleiehnngen 
erscheinen,  nnd  seigt,  wie  namentlich  ümformnogen  der  gegebenen 
Gleichung  dasu  ftihren,  solche  in  mne  Gestalt  au  bringen,  welche  die 
Willkürlichkeit  der  Functionen  von  selbst  hervortreten  lässt.  Leider 
besitzen  wir  weder  die  Antwort  Lagran ge's  auf  diesen  Brief,  noch  auf 
die  anderen,  welche  die  Opern  poslumu  im  Abdrucke  entlialten.  Wir 
können  nur  die  Hoffnung  aussprechen,  es  mögen  dem  Herausgeber  der 
Lagran ge'schen  Werke  auch  diese  noch  zu  Gebote  stehen  —  eine  Hoff- 
Qung,  die  freilich  auf  sehr  schwachen  Füssen  steht. 

Jedenfalls  aber  wollen  wir  unsern  Bericht  nicht  abschliessen ,  ohne 
Herrn  Serret  die  Bitte  auszusprechen,  er  möge,  wenn  sich  dem  uicht 
unbezwingbare  Hindernisse  in  den  Weg  stellen,  bei  der  Druckgebnng 
der  Briefe  von  Lagrange  seiner  Zeit  auch  die  Antworten  der  Adressa- 
ten an  den  richtigen  Stellen  beifügen.  Wir  haben  gerade  bei  Ausarbei- 
tung dieses  Aufsataes  an  uns  selbst  erfahren  können,  wie  unbequem  es  ist, 
Brief  und  Antwort  ans  swei  Terschiedenen  Bänden  vergleichen  au  müssen. 
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IMt  Geometrie  der  Lage.  Vorträge  von  Dr.  Thbodor  RarB,  Profenor 
der  Mathematik  an  der  Univeieität  StnMebnrg  i.  £.  2.  vannehrte 
Anil.   1.  Abtheilong. 

Die  beetan  de«tMheii  Lalirblifilier  der  tTAtlietieelien  Oeouetrie  lind 
wohl  unbeeliittM»:  J eeob  Steiner* s  Voilerangen  fibev  eyntlietieebe  Geo- 
metrie, benrbeitet  von  Schroeter,  nnd  Beyers  VortrKge  über  Geometrie 
der  Lage.  Bttde,  im  Jnhre  1866  erschienen ,  haben  in  kuraer  Zeit  die 
sweitc  Auflage  erlebt,  die  erste  1876,  da»  andere  1877.  Von  der  awei> 
ten  Auflege  dei  letateren  ist  allerdings  bis  jetzt  nur  die  er^te  Abtheihiag 
erschienen,  diese  aber  in  erlMblich  erweitertem  Umfange.  In  dieeer  neuen 
Auflege  enthXit  sie,  wenn  auch  hftufig  in  bedeutend  iLttnerer  Form ,  fant 
deneelbeu  Inhalt,  wie  die  Sie  in  er 'sehen  Vorlesungen  von  don  Orund- 
gebilden  der  ersten  Paragraphen  bis  zu  den  Eigenschaften  de»  Kegel- 
schnittnetzes in  den  letzten.  Nach  der  Detiuition  der  Grundgebilde  mnss 
jedes  Lehrbuch  der  synthetischen  Geometrie  sofort  den  üegrilf  der  pro- 
jectivischen  Gebilde  feststellen.  Steiner  nennt  zwei  (»ebilde  projecli- 
visch  aufeinander  bezogen ,  wenn  zwischen  irgend  vier  Elementen  des 
einen  Gebildes  und  den  entsprechenden  des  andern  Gleichheit  der  Dop- 
pelverhältnisse Btatttindet.  Um  die  bei  dieser  Definition  notbwendige 
Rechnung  zu  vermeiden  und  „zur  Erkenntniss  der  geometrischen  Wahr- 
heiten durch  directe  Anschauung  zu  gelangen",  tolgt  Reyo  dem  von 
Staadt  eingeschlagenen  Wege.  Der  Begrifl'  des  harmonischen  Gebildes 
wird  durch  directe  stereometrische  Betrachtungen  gewonnen;  ebenso  un- 
mittelbar folgt  der  Satz:  Aus  einem  harmonischen  Gebilde  ergeben 
sich  durch  Projiciren  und  Schneiden  immer  wieder  harmonische  Gebilde. 
Die  perspectiviscbe  Lege  der  Grnndgebildc  giebt  denn  die  Verenlessang, 
dioM  nufeinuidor  su  besi^ea,  eo  dess  jedem  Blemente  des  einen  ein 
läernent  dee  nndem  und  jeder  atetigen  Aufeinanderfolge  too  Elementen 
dee  einon  Gobiidee  eine  stetige  Aufeinundorfolgo  von  Elementen  dee  «i- 
dem  entsf riebt;  ee  folgt,  dass  je  vier  bnrmonieehen  Elementen  dee  einen 
▼ier  bnrmoniaehe  Elemente  des  andern  entspreehen.  Znr  projeetiviseben 
Besiebuog  gelangt  d^r  fünfte  Vortrag  ungefMkr  mit  folgenden  Worten: 
„Werden  swei  einn>rmige  Grandgebilde  auf  ein  und  dasselbe  dritte  per- 
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spectivisch  bezogeu  (z-  B.  zwei  Pnnktreilien  auf  eine  dritte),  oder  werden 
zwei  perspoctiviöche  Gruudgebilde  gegen  einander  verschoben ,  8o  bleiben 
sie  aufeinander  bezogen ,  vt-rüeren  aber  ihre  pcrspectivi^cbe  IjAge.  Das 
fciutsprechen  haruHiuibchcr  Elemente  bleibt  l)cstplien. 

Die  Umkehruug:  „Weun  zwei  Gruodgobilde  so  aufeinander  bezogen 
sind,  dass  vier  harmoniachen  Elementen  des  einen  stets  vier  harmonische 
des  andern  enUprechenf  so  lassen  sie  sich  dnrcb  Verschiebung  stets  in  per- 
speeliTitehe  Lage  bringen'',  bed«rf  Beweises.  Daher  fibemieht  di« 
Definition:  »iZwei  Gmndgebilde  hassen  pmjectiviseh,  wraa  aie  so  auf- 
einander beaogen  sind»  dbss  je  vier  hannonisehen  Elementan  des  einen 
vier  hannoBiMhe  des  andern  entsprechen.**  Der  Fundamentalsata  der 
Geoaetrie  der  Lage:  „Wenn  awei  einförmige  projeetivisehe  Gmndgebilde 
drei  Blemente  Jf  B,  C  entspreehend' gemein  haben»  ao  haben  sie  alle  ihre 
Elemenle  enispieohend  gemein**,  aetat  in  seinem  Beweise  voiaiia»  daaa, 
wenn  ein  Element  das  eine  von  awei  projeetiTisehen  Gebilden  stetig 
dnichUliift,  das  entsprechende  Element  das  andere  Gebilde  Mflh  stetig 
dvrehlänft,  eine  Voranssetsang,  die  in  der  Definitioii  ihre  Begrttadiing 
^  nicht  findet  Demnach  seheint  es»  als  ob  die  D^nition  projeetivi^eher 
Gebilde  anders  gegeben  Warden  mOsste»  etwa  aaeh  Thomae:  „Zwei 
Gebilde  heissen  projectivisch ,  wenn  sie  als  etstea  und  letztes  in  einer 
Beihe  tob  Gebilden  betiaehtet  werden  können ,  deren  Jedes  zu  dem  fol- 
genden und  zu  dem  vorhergehenden  perspectivisch  liegt**  Daieh  diese 
Definition  bleibMi  alle  Beweise,  namentlich  auch  der  des  sogenannten 
Fandamen talsatsaa  oageAndert,  weil  das  harmoniaabe  Entapreehe»  be» 
stehen  bleibt. 

Der  fünfte  und  secWe  Vortrag  behandeln  die  Ersengnng  der  Curven 
oder  Punktreihen  zweiter  Ordnung,  Strahlenbüschel  sweiter  Ordnung, 
Kegelfiächen  zweiter  Ordnung  und  Kbenenbtischel  zweiter  Ordnung,  die 
Lehrsätze  von  Pascal  und  Brianchon,  aus  denen  im  siebenten  und 
achten  V^ortraj^e  mannigfache  Folgerungen  gezogen  werden;  namentlich 
wird  die  Identität  von  Punktreilien  zweiter  Ordnung  und  Strahlenbttscbela 
zweiter  Ordnung  nachgewiesen  und  die  Theorie  der  Polaren  abgeleitet. 
Im  zehnten  Vortrage  wird  die  weitere  Untersuchung  der  Curven  zweiter 
Ordnung  durch  eine  solche  über  KegelKchaaren  und  Regelflächeu  unter- 
brochen; der  elfte  Vortrag  beschäftigt  sich  damit,  zu  zeigen,  dass  man 
die  durch  prt»jectivische  Gebilde  erster  Ordnung  erzeugten  fünf  Gebilde 
zweiter  Ordnung,  die  Curve  zweiter  Ordnung,  den  Strahlenbüschel  zweiter 
Ordnung,  die  Kegelfläche  zweiter  Ordnung»  den  EbenenbUschel  zweiter 
Ordnung  und  die  Regelfläche  zweiter  Ordnung  projectivisch  anf  einander 
beaiehen  kann.  Als  Erieugnisse  projectiriscber  Gebilde  erster  und  sweiter 
Ordnung  ergeben  rieh  Gebilde  dritter  Ordnung,  der  StraUeabflsehel  dritter 
Ordnung,  die  ebene  Cnrve  dritter  Ordnung,  die  Ranmcanre  dritter  Ord- 
nuug,  der  Ebeuenbüsebel  dritter  Ordnung;  auf  die  Gebilde  vierter Ord- 
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nnng  fllhren  die  Enevgnitte  projeetiviseber  Gebilde  xweiter  Ordnmig. 
Der  12.  Vortrag  ist  den  ioTohitoriicbeD  Gebilden  gewidmet;  der  14.  be- 
bandelt  die  Aufgeben  sweiten  Grades,  deren  Anfldsung  anf  die  bekannte 
8t einer* aebe  Constmetion  svrflekgefllbrt  wird.  Diese  Angaben  geben 
Anlass,  in  der  neuen  Auflage  den  B^riff  der  imaginlren  Elemente  in 
die  syntbetisebe  Geometrie  einiufttbren »  und  swar  gescbiebt  es  bier  dnreb 
den  Bats,  dass  awei  projeetiTisebe  Gebilde  auf  demselben  Triger  swei 
reelle  oder  eonjugirt  imaginlre  Elemente  eatspreebend  gemein  beben. 

Zu  diesen  aw9lf  Vortrigen,  welcbe  die  Dreine  Geometrie  der  Lage 
bebandeln  und  die  man  ebne  Irgendwelebe  matbematisebe  Vorkenntnisse 
Tenteben  kann,  gesellen  sieb  drei  über  metrische  Relationen  der  Kegel- 
sebnitte.  Sie  behandeln  namentlich  die  Durcbmesser,  Axen,  Brennpunkte 
und  —  neu  in  dieser  Auflage  hinzugekommen  —  die  Hanptazen  und 
Symmetrieebenen ,  Focalaxen  und  cykliscbe  Ebenen  einer  KegelflSche 
aweiter  Ordnung.  Wie  schon  das  Vorwort  erwähnt,  sind,  „um  den  Zd- 
sammenhang  mit  der  analjUseben  Geometrio  herzuütellen'',  iu  dem  Vor- 
trage ttber  die  Durehmesser  neu  binsugeftigt  die  Ableitungen  der  Gleidi- 
ungen  der  Cnrven  zweiter  Ordnung. 

Als  bedeutendste  Aeuderung  giebt  der  Verfasser  selbst  an  die  Uinzu- 
fögung  von  213  Aufgaben  und  Lehrsätzen,  die  in  15  Abschnitte  getheilt 
sind.  Von  diesen  entsprechen  neun  den  gleichnamigen  Vorträgen;  ein 
zelinter  behandelt,  gestützt  auf  das  Princip  der  reciproken  Kadien,  die 
Kreisverwandtschaft,  und  der  elfte  die  gfi aillini'^cn  Flächen  dritter  Ord- 
nung, als  Erzeugnisse  zweier  projectivischeu  Tunktreihen  erster  und  zwei- 
ter Ordnung. 

Der  Schwerpunkt  der  Aenderung  liegt  aber  unbedingt  in  den  letzten 
vier  Abschnitten.  Ih  Nr.  165  des  zwölften  Abschnittes  „Folvierecke  und 
Polvierseite  von  Kegelschnitten*'  wird  für  die  Vierecke,  bei  denen  jede 
Seite  ihrer  Gegenseite  in  Bezug  auf  einen  Kegelschnitt  eonjugirt  ist, 
die  Bezeichnung  Folvierecke  und  für  die  Vierseite,  bei  denen  jeder 
Ecke  ihre  Gegenecke  bezüglich  /'  eonjugirt  ist,  die  Bezeichnung  Pol- 
Tierseite  eingeführt.  Der  Reibe  nach  wird  gezeigt,  dass  drei  Ecken 
eines  Polvierecks  die  vierte,  und  drei  Seiten  eines  PoMeneits  die  vierte 
bestimmen  (167,  168),  dass  die  seebs  Ecken  ABCD  und  ABCIf  zuww 
Polviereeke  anf  dnem  Kegelscbnitte  liegen  (169),  dass  die  seebs  Ecken 
eines  Polviereeks  und  Poldreiecks,  welcbe  %ine  Ecke  gemeinsebaftlicb 
beben,  auf  einem  Kegelscbnitte  liegen  (170),  dass  die  sieben  Ecken 
aweier  Polvierecke  ABCD  und  AB^C'If  von  iwei  Kegelscbnitten  y*  und 
yi'  auf  einem  Kegelscbnitte  liegen  (171)  und  endlich,  dass  alle  Paare 
von  Punkton,  die  in  Beaug  auf  drei  beliebig  gegebene  K^gelsobnitte  eon- 
jugirt sind,  auf  einer  Cnrve  dritter  Ordnung  liegen  (172).  Der  13.  Ab- 
scbnitt:  „Lineare  Systeme  und  Gewebe  von  Kegelschnitten**,  bestimmt 
(173,  174,  175)  die  Besiebungen  aweier  Kegelschnitte  a*  und  y*,  von 
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denen  der  erste  einem  Polviereck  des  andern  ninschriebeu  ist.  „x*  stützt 
oder  trägt  stützt  sich  oder  ruht  auf  x*."    Von  allen  Kegel- 

schnitten X*,  die  einen  gegebenen  stützen,  kann  nur  einer  einem  ge- 
gebenen Viereck  umschrieben  werden;  alle  diese  Kegelschnitte  bilden  ein 
linearea  System  vierter  Stufe  (177);  überhaupt  bilden  alle  Kegelschnitte, 
welche  zwei,  drei  oder  vier  beliebige  Kegelschnitte  stützen  oder  welche 
auf  ihnen  ruhen,  Systeme  oder  Gewebe  von  drei-,  zwei-,  resp.  einfach 
unendlicher  Mächtigkeit,  dritter,  zweiter,  erster  Stufe  (178).  Die  Iden- 
tität der  Systeme  erster  Stuie  mit  den  Kegclschnittbüächelu  mit  vier 
reellen  Grundpunkten  geschieht  durch  den  Satz  179:  Wenn  zwei  Kegel- 
schnitte  eines  linearen  Kegelschnittsystems  einem  Viereck  nnuebrieben 
•i&d,  80  ist  dietoe  ein  gemeinscheftliehee  PolTiereek  aller  Ontreii  Kweiter 
Olatse,  die  «of  das  System  ikh  itttteen,  und  den  Systeni  gehören  folg- 
lieh  alle  dem  Viereck  vmschriehenen  Kegelschnitte  an.  IHe  ersten  Nnm- 
mem  des  folgenden  Abschnittes  „Lineare  Kegelschnittqr>teme  nnd  Ge- 
webe dritter  nnd  erster  Stnfe**  weisen  die  Identitit  des  Systems  erster 
Stnfe  mit  dem  KegelschnittbUschel  anch  für  den  Fall  nach,  dass  dieses 
nnr  swei  reelle  Gmndpnnkte  hat  (181 ,  182).  Darauf  wird  (183,  184) 
der  Ton  Stephen  Smith  herrührende  Hanptsati  der  gansen  Theorie 
bewiesen;  er  heisst:  „Mit  einem  linearen  Kegelsehnittsystem  dritter  Stnfe 
Ist  allemal  eine  Kegelschnittsehaar  derartig  Terlrnnden,  dass  jede  Curve 
der  Sehaar  auf  jeder  Onnre  des  Systems  mht.**  Ans  ihm  erglebt  sich 
die  Theorie  des  Kegelschnittbllschids  nnd  der  Kegelschnittschaar,  diese 
Gslnlde  als  Inbegriff  aller  Kegelschnitte  genommen,  welche  irgend  vier 
Kegelschnitte  stfitsen  oder  anf  denen  sie  mhen;  die  Polaren  eines  Punk- 
tes in  Bezug  auf  alle  Carmen  eines  Büschels  schneiden  sich  in  einem 
Punkte  (185);  schneiden  sich  zwei  Curven  eines  Büschels  in  einem  (reellen) 
Punkte,  so  schneiden  sich  alle  in  ihm  (186);  die  Pole  einer  Geraden  in 
Beaug  auf  alle  Kegelschnitte  eines  Büschels  liegen  auf  einem  Kegelschnitte 
(187);  jede  Gerade  wird  von  den  Cnrren  eines  Büschels  in  einer  Invo- 
lution geschnitten  (188);  die  Curven  eines  Büschels  haben  ein  gemein- 
schaftliches Poldreieck  (190).  Der  Satz  188  zeigt  die  Identität  des  Kegel- 
schnittsystems erster  Stufe  mit  einem  KegelschnittbUschel  mit  vier  imagi- 
nären Grundpunkten  und  erg?inzt  die  Sätze  179  und  182,  so  dass  gefol- 
gert werden  kann :  ,,A11«?  Kegelschnitte,  welche  zwei  andere  stützen,  sind 
einem  gemeinschaftlichen  Tolviereck  der  letzteren  umgeschrieben ,  dessen 
sämmtliche  Ecken  iinafriniir  sein  können",  ein  Satz,  dessen  directer  Be- 
weis in  192  gegeben  wird.  —  Der  letzte  Abschnitt  behandelt  „Die  linea- 
ren Kegelschnittsysteuie  und  Gewebe  zweiter  Stufe",  enthält  also  die 
Theorie  der  Kegelijchnittnetze  und  Gewebe  (vergl.  Schroeter,  Die 
Theorie  der  Kegelschnitte,  S.  500 — 535).  In  196  wird  der  Satz  bewie- 
sen: ,,Mit  einem  Kegelschnitt -Netze  ist  allemal  eine  Kegelschnitt -Schaar- 
scbaar  (Gewebe  nach  Schroeter)  und  umgekehrt  derartig  verbundeu, 
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dass  jede  Cuivc  der  Scliaarschaar  auf  jede.  Curve  des  Netzes  bich  stülat.'* 
Darauf  ergeben  nicli  die  UauptcigeuHcliafteii  der  Curve  dritter  Ordnung 
Crripekiirvr  nadi  Steiner),  welche  sainratliche  Punkte  enthält^  die  in 
Hezug  aut  alle  (  urvon  des  NotzeK  coiijugirt  sind.  Die  letzten  vier 
Abschnitte  enthalten  aul  25  Seilen  allerdings  in  geilrängteBtcr  Kiirxe  tast 
deueelben  Inhalt,  welchen  wir  liei  »Schroeter  von  S.  224 —  534  abgehan- 
delt tinden,  bis  auf  die  'i'heorie  des  imaginären  Kegelschnittes.  Wonu 
auch  im  luteresae  Derjenigen,  für  welclie  die  Geometrie  der  Lage  »u- 
nAchst  bestimmt  ist,  der  Studireudon  an  Universitäten  und  polytech- 
nischen Schulen,  eine  etwas  breitere  Behandhing  vielleicht  erwünscht 
wäre,  so  muss  es  gegenüber  der  ersten  Auflage  als  ein  entschiedener 
Fortschritt  erklärt  werden  ,  daps  »lie  l'heorien  der  Kogeleclinittbüschel  und 
Netze  hier,  ohne  räumliche  Betrachtungen  zu  Hilfe  zu  nehmen,  allein 
durch  solche  in  der  Ebene  entwickelt  worden.  —  Als  charakteristischer 
Unterschied  der  Behandlung  in  der  Geometrie  der  Lage  und  den  Stei- 
ner sehen  Vorlegungen  ist  hervorzuheben,  dass  man  in  letzteren  die  geo- 
metrischen Gebilde,  Kegelschniltbüschel  und  Netz  entstehen  sieht  und 
aus  der  Entstehungsart  den  organifchen  Zusammenhang  ihrer  Eigeuscbaf- 
ten  erkennt,  während  in  der  er.steren  diese  Gebilde  uns  als  etwas  Fer- 
tiges entgegentreten  und  ans  ganz  allgemeinen  Sätzen  ihre  bekannteren 
Eigenschaften  hergeleitet  werden.  VVir  gelangen  daher  zu  diesen  Eigenschaf- 
ten in  umgekehrter  Reihenfolge:  bei  Heye  aus  dem  Stephen  Smith - 
sehen  Satze  zu  der  charakteristischen  Eigenschaft  des  Kegelschnittbüschels, 
jede  Transversale  in  einer  Involution  zu  schneiden,  bei  Schroeter  zu 
diesem  Satze  aus  der  Entstehungsart  in  aufsteigender  Folge  bis  zum 
Stephen  Smith'schen  Satze,  der  auf  S.  534  sich  als  unmittelbare  Fol- 
gerung aus  den  Eigenschaften  des  Kegelschnittnetzes  ergiebt.  Nachdem 
vorher  gezeigt  ist,  das«  durch  jedes  Kegelschnittnetz  ein  Kegelschnitt- 
gewebe (IL  Stufe),  ,,eiti  Gebilde  von  gleicher  Mächtigkeit  mit  dem  Kegel- 
schnittnetz und  nach  dem  Princip  der  Polarität  aus  diesem  hervor- 
gegangen", bestiiuint  ist,  geht  die  Entwickelung  weiter Gehen  wir  nun 
von  vier  Kegelschnitten  aus,  so  bestimmen  dieselben  zu  je  dreien  ver- 
bunden vier  Kegelschnittnetze,  zu  deren  jedem  ein  bestimmtes  Gewebe 
gehört.  Diese  vier  Gewebe  haben  eine  Kegolschnittschaar 
gemeinschaftlich.  Wir  können  aber  noch  unendlich  viele  andere 
Kegelschnittnetze  und  zugehörige  Gewebe  bilden,  indem  wir  aus  jenen 
ersten  vier  Netzen  irgend  drei  Kegelschnitte  herauHnehraen ,  welche  nicht 
demselben  Netze  angehören,  und  sie  zur  Bildung  eines  neuen  Netzes  ver- 
wenden. Die  Tripelcurven  für  alle  diese  Netze  laufen  durch  dieselben 
sechs  Ecken  eines  vollständigen  Vierseits,  und  die  sämnitlichen  zugehöri- 
gen Kegelschnittgewebe  haben  eine  Schaar  gemeinschattlich  Stellt  man 
vermittelst  fünt  Kegelschnitten  alle  möglichen  Netze  und  dazu  gehörigen 
Gewebe  her,  so  haben  letztere  einen  Kegelschnitt  gemein/'    So  werden 
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«bo  MM  vier  und  fliiif  KegelMbnitten  darcb  HentoUong  aller  nttgUoh«« 
Nfllie  die  Kegelsebmttoyiteme  dritter  und  Werter  Stnfe  erhalten  nnd  dann 
wird  gefolgert,  1.  dan  alle  Kegelaebnitte  einet  Sjriteini  dritter  Stnie  alle 
KogelMhnttte  einer  Setiaar  nnd  2.  daw  alle  KegeUehnitte  eines  Sjitems 
vierter  8tnfe  einen  Kegeltchnitt  BtOtsen.  Dieie  Endreaakate  sind  bei  Beye 
die  Ansgangspankte.  Der  näbere  Zusammenhang  der  Kegelschnitte  eines 
linsaien  Systems  dritter  Stufe  ergiebt  sich  Übrigeos  aus  191:  „Jede  reelle 
Seite  des  gemeinsehaflliehen  Poldreieefcs  einer  Kegelscbnittsobaar  schneidet 
dieCarren  des  zugehörigen  Systems  dritter  Stufe  in  den  Punktpaaren  einer 
involatoriscben  Punktreibe.  Die  Ordnungspnnkte  dieser  Pnnktreiho  bil- 
den ein  ruuktpaar  der  Kegelschnittscbnar,  weil  sie  bezüglich  aller  Curven 
dP8  Systems  conjugirt  bind/'  Mit  anderen  Worten:  Alle  Kegelschnitte 
eiues  Systems  dritter  Stufe  lassen  sich  auf  unzählige  Arten  in  Büschel 
ordnen;  alle  diese  Büschel  schneiden  drei  von  dem  System  abliängige 
(leraden  in  denselben  Involntionen  —  oder:  Alle  Kegelschnitte,  welche 
ein  System  dritter  Stufe  bilden,  haben  drei  Pnnktpaare,  die  sechs  Jijcken 
eiues  vollständigen  Vierseits,  als  Paare  conjugirter  Punkte. 

Somit  wären  diejenigen  Punkte,  in  denen  die  neue  Auf  läge  von  der 
tlten  sich  unterscheidet,  ziemlich  ausführlich  angegeben.  Die  alte  Form, 
iD  welcher  die  Geometrie  der  Lage  den  MatbematÜKern  lieb  geworden 
war,  ist  beibehalten;  trotz  der  umfangreichen  und  von  so  allgemeinen 
Grenchtspunkten  ausgehenden  Zusätze  finden  wir  in  ihr  einen  alten  Be- 
kannten wieder.  Diese  Zusitae,  so  bedeutsam  fOt  die  Theorie  der  Gur- 
rtn  iweiter  Ordnung,  die  ungemein  klare  Herleitnng  nnd  ObersiebtUehe 
Qiuppurung  der  Eigensehaflen  der  Gebilde  aweiter  Ordnung,  vor  Allem 
aber  die  Inichte  lünftthrung  in  die  Methoden  der  reinen  Qeometrie  der 
Lsge  werden  die  neue  Auflage  su  einem  Air  jeden  ICatbematiker  uneni- 
bebriiehen  Handbuche  der  synthetischen  Geometrie  machen;  die  Hinan 
fOgnng  einer  reichhaltigen  Sammlung  von  Uebnngsaufgaben  giebt  der 
itndirenden  Jugend  Stoff  aur  VenroUstllndigung  ihrer  Kenntnisse,  nur 
Anwendung  der  kennen  gelernten  Methoden,  hauptsiehlich  aber  An- 
regung aur  eigenen  Forschung  auf  einem  der  interessantesten  Gebiete 
der  Mathematik ,  welches  seine  fast  ideale  Höbe  zum  grössten  Theile  den 
Arbeiten  deutscher  Forseber  verdankt.  MiLiNOWSW 


Eandbaoh  der  Vermessungskunde  von  Dr.  W.  Joudan,  Professor  der 

Vermessungskunde  am  grosslierzogl.  Polytechnikum  zu  Carlsruhe, 
Zweite  umgearbeitete  und  vermehrte  Auflage  des  , »Taschenbuchs 
der  praktischen  Geometrie".  1.  Lieferung;  Bogen  1 — 18.  Stutt- 
gart, Verlag  der  J.  B.  Metzler'schen  Buchhandlung.  1877. 

Das  Werk  will,  wi«  sein  im  Jahre  1873  erschienener  VorlKufer,  die 
VermessoDgawissenschaft  ihrem  jetaigen  Standpunkte  entsprechend  lebren, 
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fuhrt  dies  jedoch  nicht  in  jener  oft  unangenehm  knappen  Weise  aus, 
die  bei  dem  Taschenbuche"  unvermeidlich  war.  Es  kündigt  sich  zwar 
selbst  nur  als  eine  zweite  umgearbeitete  Auflage  an,  hat  aber,  wenn  die 
folgenden  Lieferungen  in  der  Art  und  in  dem  Umfange  der  bis  jetzt  vor- 
liegenden ersten  erscheinen,  vollkommen  Anspruch  darauf,  ein  neues 
Werk  genannt  zu  werden.  Der  Herr  Verfasser  wollte  dies  vermuthlich 
auch  durch  die  Umänderung  des  Titels  andeuten ,  hJitte  aber,  nach  An- 
sicht des  Referenten,  wohl  besser  gethan,  es  direct  autszusprechen ,  denn 
das  „Uandbuch"  ist  —  so  weit  man  bis  jetzt  zu  urtheilen  vermag  —  nicht 
mehr  „eine  Sammlung  von  Resultaten  der  niederen  und  höheren  Vermes- 
snngskunde",  sondern  ein  ausführliches  Lehrbuch  derselben,  mitbin  ein 
Werk  anderer  Art,  als  das  1873  erschienene. 

Der  Gesammtein druck,  welchen  die  erste  Lieferung  (288  Seiten  in 
Grossoctav)  erzeugt,  ist  ein  sehr  günstiger:  vielfach,  ist  Neues  geboten, 
mit  Geschick  das  Nothwendige  ausgewählt,  das  Entbehrliche  weggelassen. 
Erklärungen  und  Theorien  sind  vollkommen  deutlich  gegeben,  ohne  ins 
Breite  zu  laufen;  an  geeignet  gewählten  Beispielen  und  an  Tabellen  ist 
das  Werk  ungewöhnlich  reich,  was  die  Studirenden  und  die  Praktiker 
hoch  schätzen  werden. 

Der  erste  Theil  des  Buches  betrifft  die  ,,Theorie  der  Beobach- 
tungsfehler oder  die  Methode  der  kleinsten  Quadrate".  Eine  Ein- 
leitung bietet  die  Hauptzüge  der  Geschichte  der  Ausgleichungsrechnung 
und  giebt  Literaturnachweise.  Das  empirisch  begründete  Princip  der 
kleinsten  Quadratsumme  wird  als  Grundlage  benutzt ,  während  die  Wahr- 
scheinlichkeitsrechnung nur  nebenbei  Berücksichtigung  tindet.  Hierdurch 
schon  unterscheidet  sich  das  „Handbuch"  von  dem  ,, Taschenbuche",  und 
zwar  zum  Vortheile  des  erstercn,  denn  für  sehr  Viele,  insbesondere  für 
die  Praktiker  (denen  das  Werk  ja  auch  dienen  soll)  ist  die  elementare 
Darstellung  meist  die  bessere,  also  die,  welche  in  den  Vordergrund  ge- 
rückt werden  muss,  wenn  Abschreckungen  vermieden  werden  sollen. 

Dieser  erbte  Theil  umfasst  131  Seiten,  während  ihm  im  „Taschen- 
buche" kaum  ein  Viortheil  dieses  Knumes  gewidmet  war.  Er  wird  in  drei 
Capiteln  abgehandelt;  das  erste  derselben  führt  die  Ueberschrift:  Aus- 
gleichungsrechnung nach  dem  Princip  der  kleinsten  Quadratsumme.  Dass 
der  Herr  Verfasser  hier  die  zwar  etwas  längere,  aber  richtige  Ausdrucks- 
weise „kleinste  Quadratsumme"  benutzt,  billigt  der  Referent  sehr, 
bedauert  aber,  dass  es  nicht  consequent  geschehen  ist.  Ein  Mann  von 
hervorragender  Bedeutung,  wie  Herr  Jordan,  wäre  geeignet,  hier  Bahn 
zu  brechen.  Es  behandelt  dieses  erste  Capitel  in  geschickter  und  ele- 
mentarer Weise  (mit  nur  einiger  Benutzung  der  Differentialrechnung) 
zunächst  den  durchschnittlichen  und  den  mittleren  Fehler,  das  Fehler- 
fortpiianzuugsgesetz,  das  einfache  und  das  allgemeine  arithmetische  Mittel 
(letzteres  unter  Einführung  der  Gewichte),  vermittelnde  Beobachtungen 
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einer  ünbeltaiiiiteii,  BeBtinunnng  des  mittleren  Fehlen  am  BeoVaelitnttgi- 
dUFerenien  und  gebt  denn  —  da  da«  arithmetieebe  Mittel  snr  An^gldeh* 
nng  Ton  BeoiMcbtnngen  mehrerer  Unbekannten  nicht  hinrdcht  —  anr 
Herbeisebaltitng  einet  al%emeinen  Ansgleicbangsprineipee  Uber.  Letaterea 
(Qnadratamnme  der  Wideieprttche  mQglieliet  hlda)  erbllt  eine  awar  nicht 
mathematiech  strenge,  -aber  Air  den  Toiliegenden  Fall  hinreieheiide  nnd 
▼oUkemmea  elementare  BegrQndmig,  unter  Hinweia  anf  die  einachlagende 
Literatur. 

Mit  Benutinng  des  eo  gewonnenen  Gmndeataee  (nnd  theOweiee  der 
Diffcrentialrechnnng)  folgt  nnn  die  Bebandlnng  der  Anagleichvng  ▼  er- 
mittelnder Beobachtnngen  nnd  Dasjenige,  was  an  diese  sich  mehr  oder 
weniger  eng  anschliesst;  femer  die  Beifignng  von  FormelnansanBenatal- 
langen,  Reehenproben  nnd  Anwendungen.  Hieran  reiht  sich  die  Besprech- 
ung bedingter  Beobeebtnagen,  wobei  die  aus  der  Analysis  bekannte 
Behandlung  der  Minima  mit  NebenbediAgungen  der  Ausgangspunkt  ist 
Auch  hier  giebt  der  Herr  Verfasser  eine  Zusammenstellung  der  Formeln 
und  eine  geeignete  Anwendung.  Den  Schluss  des  Capitels  bildet  die 
Behandlung  ▼ermittelnder  Beolmehtungen  mit  Bedingungsgleichnngen, 
welche  sich  suerst  an  Bessere  Arbeiten  nnd  dann  an  Da^enige  lehnt, 
was  Helmert  hierüber  in  seiner  vortreff liehen  „Ansgleichnngsrechnung" 
(Leipsig,  1872)  gegeben  hat. 

Das  zweite  Capitel  besieht  sich  auf  das  Gesets  der  Fehler- 
Wahrscheinlichkeit.  Die  Grundlage  bilden  hierbei  die  allgemein 
bekannten  Hauptsätze  der  (vorher  nicht  benatzten)  Wahrscheinlichkeits- 
rechnung. Nachdem  die  Wabrscheinlichkeitsfunction  nach  Gauss  her- 
geleitet worden  ist,  wird  der  „wahrscheinliche"  Fehler  besprochen, 
jedoch  ausdrücklich  bemerkt,  dass  spiterhin  nicht  er,  sondern  der  „mitt- 
lere'^ Fehler  in  der  Regel  znr  Benutzung  gelangen  werde,  was  Gauss 
bekanntlich  selbst  empfohlen  hat.  Hierauf  folgt  die  graphische  Darstel- 
lung des  obigen  Fehlergesetzes  nnd  der  Vergleich  mit  einer  Beobach- 
tungsreihe. Zuletzt  aeigt  der  Herr  Verfasser,  welche  Vortheile  und  Nach- 
theile  sich  einstellen  würden,  wenn  man  eine  von  ihm  in  der  Form 

aufgestellte  algebraische  Fehlerfunctiou  an  Stelle  der  Gauss' sehen  be- 
nutzte, und  liefert  endlich  kurz  den  Nachweis,  da^s  die  ,Wahrsehein* 
Ucbkeitsrechnung  auf  dasselbe  Ansgleichungsprincip  führt,  welches  im 
ersten  Capitel  ohne  strenge  Begründung  benutzt  worden  ist. 

Unter  Verwendung  seiner  eigenen  früheren  Arbeiten  und  derjenigen 
von  Audrft  nnd  Helmert  liefert  der  Verfasser  im  dritten  Capitel  eine 
Untersuchung  der  Genauigkeit  der  einfachen  geodätischen 
Pnnktbestimmung.  Er  betrachtet  aunUchst  einen  Fall,  auf  welchen 
sich  andere  leicht  zurückbringen  lassen,  nämlich  den,  dasR  der  Punkt 
bestimmt  ist  durch  awei  Gerade,  deren  Bichtangen  fehlerfrei  sind,  denen 
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aber  PamnelTenofaiebmigen  ab  Fehler  anliafteii.  Uab«i  kornnt  er  iwaag- 
Im  auf  den  Begriif  der  Genanigkeitsennreu  (riohtiger  gesagt:  der  Oarren 
gideher  Oeoaaigkeit)  und  auf  die  Fehlerellipee.  Sedann  folgt  die  Unter- 
tnehnng  dee  Vorwivtaeinscfaneidens  mit  swei  Strahlen  und  die  Herleitnng 
des  für  Jeden  Praktiker  wichtigen  Sataes,  dass  die  gfinatigste  Visnr 
hierbei  nidit  «nter  90^  sondern  unter  109^38'  stattfindet.  Diesem 
sehtiesst  sieh  dss-  SettwUrtseinsehneiden  an  und  das  Pothenot*sehe 
Problem,  deren  Oenaoigkeitsgrade  nnter  Anfseiehnnng  der  sngehörigeB 
Gnrren  sehr  geschickt  dargestellt  nnd  TergHchen  siAd. 

Den  Schlnss  des  Gapitels  bildet  die  Herleitong  des  mittleren  Fehlem 
eines  Pnnktes,  dessen  liSge  dnreh  mehr  als  swei  Beobaditongen  be- 
stimmt wnrde,  von  denen  jede  einen  geometrischen  Ort  fftr  ihn  liefert« 
nnd  —  hiermit  zusammenhingend  die  Betrachtung  der  FehterelUpse 
fSr  mehrfache  Punktbestimmnng,  die  einfache  Triangnlirnng,  du  Vor- 
wMrtseioRchneiden  mit  drei  Strahlen  nnd  das  Potheno tische  Verfahren 
nnter  Benntsung  dreier  Winkel,  ebenfalls  mit  Darstellung  augehdriger 
Genanigkeitscarven . 

Der  erste  Thml  des  Buches  enthält,  wie  aus  dem  Vor  hergebenden 
ersichtlich  ist,  von  der  Ansgleichungsrechnnng  nach  der  Methode  der 
kleinsten  Quadratsomme  nicht  nur  Dasjenige,  was  die  niedere  Geoditoie 
.braucht,  sondern  anch  Das,  was  die  höhere  nöthig  hat. 

Des  Buches  zweitw  Theil  besieht  .sich  auf  die  niedere  Geodäsie, 
nämlich  auf  Dasjenige,  was  von  der  Vermessungskunde  für  technische 
und  landwirthschaftliche  Zwecke  nöthig  ist.  Ks  wird  hier  mit  wenig 
Worten  immer  viol  gesagt;  für  den  Anfänger  ist  das  vielleicht  oft  eine 
unbequeme  Knappheit,  dem  Verfasser  aber  macht  es  £hre.  Dass  nicht 
suerst  die  Instrumente  nnd  dann  die  Messungen  zur  Besprechung  ge> 
langen,  sondern  beide  gleichzeitig  Behandlung  finden,  wird  von  Vielen 
als  nicht  systematisch  getadelt  werden,  bietet  aber  manche  Vortbeile  dar. 

Die  ersten  fünf  Capitel  dieses  /.weiten  Theiles  führen  ganz  diesel- 
ben üeberschriften ,  wie  in  dem  1873  erschienenoti  ,,Taschenbuchc"; 
während  sie  aber  in  letzterem  etwa  70  Seiten  füllton,  haben  sie  jetzt 
reichlich  den  doppelten  Umfang.  Das  erste  dieser  Capitel  behandelt  (auf 
32  Seiten)  die  einfachsten  Vermessnn gsoperationen  und  ihre 
Verbindung  zu  kleinen  Aufnahmen.  liier  gelangen  snnächst  Kreua* 
Scheibe,  Winkelspiegel,  Spiegelkrenz  nnd  rrismoninstmmente  zn  einer 
Besprechung,  die  dem  Genauigkeitsgrade  dieser  Werkzeuge  höchst  lobens* 
werthe  Aufmerksamkeit  schenkt.  Dann  folgt  die  Behandlung  der  Mess- 
lattCD  nnd  ihrer  Längenvergleichnng,  der  Stahlbänder,  der  Ketten  und 
der  mit  diesen  Werkzeugen  ausgeführten  Längenermittelungen.  Auch 
hier  ist  wieder  mit  vieler  Sorgfalt  nnd  unter  Benutzung  der  neuesten 
Untersuchungen  die  erreichbare  Genauigkeit  berücksichtigt,  nnd  zwar 
nicht  nur  beattglicb  der  unregelmJIssigen,  sondern  auch  beattgUdi  der 
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icgelmÄssigen  Fehler,  welche  letzteren  von  den  Praktikern  bisher  viel- 
fach vernachlässigt  wurden ,  obgleich  ein  Recht  hierzu  durchaus  nicht 
v  . fliegt.  Dan  letzte  der  hier  zur  Rosprechung  gelangenden  Wpikzru^«* 
iflt  das  zur  Zeit  von  den  CJeodäten  noch  wenig  beachtete  Messrad.  Der 
Herr  Verfasser  benutzt  bezüglich  der  Bcurtheilung  der  Genauigkeit  die 
Versuche,  welche  Prof.  Tinter  mit  einem  derartigen  Längen messer  von 
Wittmann  (m  Wien)  gemacht  hat  und  Prof.  Schellbach  mit  einem 
solchen  tos  B«er  (in  Nttniberg)$  das  BesnlUt  Ut:  EmpfeUvBg  des 
Kade«. 

Das  erste  Capitel  sebliesst  mit  der  Behandlung  der  Längenbestim- 
Bmng  durch  Abschreiten  und  Marachseit  nnd  mit  deijeuigen  der  Anf* 
oabme  kleiner  Lendttriehe  dnfeh  MeaniDg  yoo  Oentden  Debet  siigehVri* 
gen  Senkieehten.  BesllgUeh  der  Enteren  ergieht  rieb  —  ellerdinga  enf 
Grand  von  Unterlagen,  die  Viele  als  niebt  hinreichend  anaehen  werden 
daaa  der  Sehritt,  wenn  keine  apeciellen  Angaben  verliegen,  in  0,8  Meter 
aninnehmen  ist,  und  swar  mit  einer  Unatcherheit  von  etwa  57ot  daaa 
aber  die  Genauigkeit  der  Sehrittmaasaea  bia  anf  1  oder  27o  erhöbt  wer- 
den  kann,  wenn  der  Schrittwerth  des  Meaaenden  mit  Bflckaieht  auf 
Bodenbeschaffenheit,  Ermttdnng  etc.  wiederholt  ermittelt  worden  iat.  — 
Iii  Anbetracht  der  aiemlich  grosaen  Zahl  Deijenigen,  welche  ▼ielfach  in 
Waldungen  nnd  an  Flüssen  vermessen  müssen,  hXtte  das  znletzt  behau» 
delte  Abstecken  langer  Senkrechten  und  das  Ueberwinden  von  Hinder- 
nissen durch  geeignete  Constructionen  oder  Rechnungen  wohl  etwas  aus- 
fuhrlicher gegeben  werden  sollen ,  ja  es  wäre  vielleicht  sogar  gut  ge- 
wesen, hierbei  die  Anwendbarkeit  der  neueren  (projoctivischen)  Geo- 
metrie zu  erwähnen,  auf  welche  der  Kcferent  im  XXIII.  Bande  des 
„Civilingenieur"  hingewiesen  hat. 

Das  zweite  Capitel  (33  Seiten)  betritVt  die  Aufnahme,  Berech- 
nung und  Theilung  der  Flächen.  Es  behandelt  zunächst  die  In- 
haltsermittelnng  unter  Verwendung  von  Originalroaassen  und  von  solchen, 
welche  ans  PiSnen  abgestochen  aind  (Letzteres  unter  specieller  Berück- 
sicJitignng  des  Papiereinganges);  sodnnn  die  Genauigkeit  der  Flächen- 
bestimmung mit  Beifügung  der  bierfür  in  verschiedenen  Staaten  geltenden 
gesetalicben  Vorschriften;  hierauf  die  Flächen theilang  und  GrensenTCr- 
legnng  sowohl  im  streng  mathematischen  Sinne,  als  anch  in  den^jenigen 
mtionellen  Probirens;  endlich  das  Amsler*sche  Planimeter  nnd  —  was 
•ehr  an  billigen  ist  —  die  Thomas* sehe  Rechenmaschine,  wie  anch  den 
anf  die  L<^arithmenlehre  gegründeten  Rechenschieber. 

Capitel  III  (4  Seiten)  beaieht  sich  anf  die  Libelle  nnd  berücksich- 
tigt hierbei  die  Temperatureinflüsse  unter  Erwihnung  der  Vorsehläge  Ton 
Liagre  nnd  Vogler;  Cap.  IV  .(15  Seiten)  behandelt  die  fttr  die  Ver- 
neasungskunde  wichtigsten  optiaehen  Instrumente,  giebt  inniehst 
eine  in  geeigneten  Grenseu  gehaltene  Theorie  der  CouTexfinae  und  der 
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Combination  zweier  Linsen,  sodann  eine  ßespreclmng  der  Lupe,  des 
einfachen  astronomischon  Fernrohres,  der  Fernrohre  mit  mehr  aU  awei 
Liumh  and  dei  Mikroakopee. 

Dm  fllnfte  Capitel  (57  Seiten)  betrüft  den  Theodolit.  Ee  be- 
haadelt  snnftebtt  seine  Einriehtnng  (mit  Einsehlnss  der  ^AbleseTorrich- 
tnngen**  Nonins  nnd  Hikroskop,  nebst  A^jostirnng  der  letsterea),  so- 
dann seine  FMfang  und  Beriebtignng,  die  Elimination  der  Axenfehler 
nnd,  sehr  eingehend,  den  Blnflvis  der  letsteren;  sodann  die  Bzeentri- 
dtKt  des  Fernrohres,  diejenige  swischen  Limbna  nnd  Alhidate,  die  Un- 
tersucbnng  der  Theilnn|^h]er,  das  Messen  der  Horisontalwinkel,  die 
Fehler  der  Repetitionsmessnng  (mit  Rttcksicht  auf  Bossel,  Strnve  und 
die  badiscbe  Triangnlirnng),  endlich  das  Messen  der  Verttkalwinkel  mit 
Htfhenkreis  oder  Schraube  unter  Hinweis  auf  die  einschlagenden  Arbeiten  ^ 
Ton  Stampfer,  Koristka,  Barth  nnd  Pfaundler. 

Capitel  VI  (6  Seiten)  giebt  das  Nothwendige  Uber  Coordinaten 
im  Allgemeinen  nnd  scbliesst  mit  einer  besüglieh  siebenstelliger  Lo- 
garithmentafeln an  die  Praktiker  gerichteten  Mahnnng,  welche  scbon  der 
bertthmte  Eneke  anssprach,  indem  er  erklärte,  dass  er  höchst  selten 
andere  als  fünfstellige  Tafeln  benntst  habe. 

Den  Schlnss  der  ersten  Lieferang  des  Werkes  bildet  der  Anfang 
eines  Capitels  Aber  polygonale  Zllge. 

Die  Literatur  ist  bei  den  einzelnen  Abschnitten  umfänglich  he* 
rOcksichtigt ,  hingegen  hat  die  Geschichte  der  Geodäsie  nur  bezüglich 
der  Ausgleichungsrecbnung  hinreichende  Erwähnung  gefunden,  nnd  zwar 
am  Anfange  des  ersten  Theiles.  Da  dies  geschah,  so  musste  mau  am 
Anfange  des  iweiten  Theiles  (oder  doch  bei  den  einzelnen  Capitelo  des« 
selben)  eine  ebenso  ausführliche  Berücksichtigung  der  historischen  Seite 
erwarten.  Diese  ist  nicht  erfolgt;  doch  giebt  sich  Referent  der  Hoffnaog 
hin,  am  Schlosse  des  Werkes  entweder  die  nöthigen  Mittheilungen  sn 
finden,  oder  Nachweise,  welche  dem  Leser  sagen,  wie  er  sich  in  der 
kfirxesten  Zeit  mit  den  Haupt zügen  der  Geschichte  der  gesammten  Geo- 
däsie (über  die  nur  wenig  veröffentlicht  wurde)  bekannt  machen  kann. 
Was  in  dieser  Beiiekung  das  „Tasebenbuch**  früher  geboten  hat, 
genügt  nicht,  denn  es  beideht  sieh  fart  nur  auf  die  Gradmessnngen. 
Die  ▼ällige  Unkenntniss  der  Geschichte  anderer  Gebiete  der  Geodäsie 
tritt  aber  leider  unter  Studirendea  und  Praktikern  sehr  häutig  auf,  und 
ein  Werk  wie  das  Jordanische  ist  bemfen,  hier  bessern  su  helfen. 

Die  dem  llandbuche  eingodrnckton  llolzsclmitte  sind  recht  gut,  er- 
reichen aber  meist  nicht  ganz  die  Vollkoramenlioit  derjenigen,  welche  die 
bekannte  treflliche  Vermessungskunde  von  Bauernfeind  darbietet.  Vet 
Druck  ist  klein,  aber  scharf;  Druckfehler  sind  nur  in  sehr  geringer  Zahl 
vorhanden,  sinnstörende  fast  gar  nicht. 
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Der  dritte  Tbeil  des  Bnclies  wird  (\nnt  Prospect)  die  sphärische  Geo- 
disie  nach  Söldner  und  Bohucnberger,  die  sphäroidische  nach 
G»ns8  und  B  es  sei  darbieten  und  neuere  Untersuchungen  beifügen. 
Das  ganze  Werk  soll  60  —  65  Bogen  enthalten,  etwa  16  Mk.  kosten  und 
noch  in  diesem  Jahre  zum  Abschlüsse  gelangen. 

Die  bislR'ri^on  hervorragenden  Leistungen  des  Herrn  Verfassers  in 
den  verschiedensten  Gebieten  der  Geodäsie  lassen  mit  Sicherheit  erwar- 
ten, dass  die  folgenden  Lieferungen  der  ersten  an  Güte  nicht  nachstehen 
werden.  Ist  dies  der  Fall,  so  darf  sich  das  Werk  als  ebenbürtig  neben 
die  besten  bis  jetzt  erschienenen  Lehrbücher  der  VermessungskuDde 
stellen  nnd  wird  in  vielen  Beziehungen  eine  eehr  wichtige  Ergänzung 
nod  Erweiterung  derselben  bilden.  Der  Referent  empfiehlt  es  bestens 
oieht  nnr  den  Geodäten  nnd  den  Stndirenden  der  Technik,  sondern  auch 
denen  der  Mathematik,  letsteren  deshalb,  weil  es  ihnen  viele  werthToUe 
Anregungen  bieten  wird 

Dresden,  Juli  1877.  A.  Fuhbiiaiih. 
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Historisch -literarische  Abtheilung. 


Ueber  den  Antheil  Fetfina's  an  der  Erfindung  des 
telegraphiflohen  GegeniprechenB. 

Ton 

Dr.  £d.  Zetzsche. 


Den  ersten  Anlauf  zu  einer  gleichzeitigen  mehrfachen  Telographio 
machten  bereits  im  Jahre  1849  Siemens  und  Ualske.  Sie  nahmen 
zwar  auch  den  Gedanken  in  ihr  am  23.  October  1840  nachgesuchtes 
englisches  Patent  (Nr.  13062,  vom  23.  April  1850)  auf/)  Uberzeugten 
sich  aber  bald  von  der  Schwierigkeit  der  Lösung  bei  einer  grösseren- 
Ansabl  von  Drähten.  Es  blieb  daher  bei  dem  blosen  Gedanken  und 
selbst  dieser  ward  erst  1856  durch  eine  Mittheilung  darüber  in  Poggen- 
dorff's  Annalen  der  Physik  und  Chemie  (Bd.  98,  S.  115)  weiter 
bekannt. 

Die  ersten  Gegeusprechversnche  auf  der  Linie  worden  1853  swischen 
Wien  und  Prag  von  dem  damaligen  österreichischen  Telegraphendirector 
Dr.  WilhelmGintI  angestellt.  Diese Taitnehe  wurden  zuerst  mit  Morse* 
telegrapben  vorgenommen,  und  es  wurden  die  dabei  benntsten  Apparate 
snerst  im  December  1853,  und  iwar  von  mnem,'Ointl  unbekannten  Ver^ 
fasser  und  ohne  Ointl*s  Zutban*)  in  einem  nnr  mit  G.  nnteraeicbneten') 
Artikel  des  Polyteebniseben  Centralblattes')  beschrieben.  Gintl  selbst  hat 
Uber  diese  Versnebe  Nichts  veröffentlicht;  durch  die  Schwierigkeiten  aber, 
anf  welebe  er  infolge  „der  fortwllhrenden  VerSndernngen  der  Llnien- 
stromstSrken**  in  der  dabei  nöthigen  feineren  Kegulirnng  der  Strom- 
stärken stiess,  ward  er  veranlasst,  anstatt  der  Morseapparate  seinen 


1)  S.  19  der  Patenf  bescbreibung;  sheet  3,  Fig.  11. 

2)  VergU  Zeitschntl  des  deutsch -österreichischeii  Telegraphenvereins,  1.  Bd. 

8.  ao4. 

S)  Von  dem  spUersn  sftofasisehen  Telegraphendirector  L.  Oalle  hanrfihreBd. 
4)  Jahrgang  1868,  8.  1473;  daraus  in  Dingler 's  Pol}rtechniiohes  Joomal 
1864,  Bd.  131,  S.  191.  —  Telegraphenvereins  Zeitschxift  Bd.     S.  M. 
BiibrUt.Al>tUg.d.Z«ltMbr.f.llatb.ii.nira.XXIII,9.  4 
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chemischen  Scliroibtolpgraphen  /.xi  verwenden,  Über  welchen  er  der 
Wiener  Akademie  der  "Winsenscliaften  in  der  Sitzung  vom  2S.  April  1853 
ansführliche  Mittheilung  gemacht  hatte.*)  Diesen  chemischen  Gegen- 
sprecher beschrieb  Gintl  ausführlich  in  der  Sitzung  der  Wiener  Aka- 
demie vom  30.  November  1854,-)  und  es  mag  gleich  hier  hervorgehoben 
werden ,  dass  bei  demselben  zwar  der  nUmliche  Doppeltaster,  wie  bei 
den  MorBegegeii8j)rcchern  und  auch  eine  Ausgleichungsbatterie  Verwen- 
dung fand,  dass  er  sich  indessen  insofern  von  dem  letztern  ganz  weeent- 
Uch  unterschied,  als  bei  letzterem  dem  localen  Ausgleichungsstrome  ein 
von  dem  Linicnstromwege  vollständig  getrennter  Stromkreis  angewiesen 
ist,  eine  Stromverzweimmg  also  nicht  eintiitt,  bei  dem  chemischen  da- 
gegen beide  Stromkreise  ein  gemeinschaftliches  StU^k  enthalten  and 
deshalb  Zweigstrüme  auftreten  müssen. 

Schon  während  der  GintTschen  Versuche  verbreitete  sich  das 
Gerücht  in  Wien,  dass  der  Professor  der  Pliyeik  in  Prag,  Dr.  Franz 
Adam  Petriiia,  (Jintl  bei  dessen  Anwesenheit  in  Prag  die  Idee  des 
Gegonsprechens  mitgctheilt  habe;  auch  in  weiteren  Kreisen  fand  dieses 
Gerücht  Verbreitung  und  1S5G  fand  sicli  10.  W.  Siemens  veranlasst, 
in  P  o  gg  e  n  d  o  r  f  f 's  Annalen  (Bd.  OS,  S.  120)  darauf  iiinzuweison  ,  wie 
wünschenswevth  eine  bestimmte  Aufklärung  darülier  sei,  daCiintl  selbst 
nirgends  das  G<^gensprecheu  (mit  Morseapparaten)  als  seine  Krliudung 
in  Anspruch  genommen  habe.  Petfina  konnte  der  darin  liegenden  Auf- 
forderung nicht  genügen,  weil  er  bereits  im  Jahre  Iböb  gestorben  war; 
Gintl  aber  hat  Jonen  öffentlich  und  so  bestimmt  ausgesprochoneu 
Wunsch  zu  erfüllen  keine  Veranlassung  genommen. 

Bei  Bearbeitung  der  mehrfachen  Telographie  für  das  kürzlich 
erschienene  Schlussheft  des  ersten  Bandes  meines  Handbuchs  der  Tele- 
graphie  trat  an  mich  die  Nöthigung  heran,  mich  in  dieser  Prioritätsfrage 
für  oder  wider  zu  entscheiden,  und  da  inzwischen  ausser  Petfina  auch 
der  in  gewissem  Sinne  mitbetheiligte  Pr.  Stark  in  Wien  versturbeu 
war,  so  schien  es  mir  richtiger,  nicht  den  einzigen  überlebenden  Bethei- 
ligten, Dr.  Gintl,  unmittelbar  darüber  zu  befragen,  sondern  den  Ver- 
such zu  machon,  aus  den  vorhandenen  Scliri(t(juellen  und  den  Aussagen 
noch  lebender  Unbetheiligter  zu  einer  Knt.stheidung  zu  gelangen.  In 
dem  Haudltuche  (S.  540)  konnte  ich  dirsn  Entscheidung  wegen  Ranm- 
niangfls  nicht  in  der  erwünschten  Weise  begründen,  und  ich  that  os  daher 
zunächst  Anfang  August  1877  in  dem  Journal  Uilcgt  aphique  (13d.  III,  S.  654) 

1)  Vergi.  Sitzungsberichte  Bd.  10,  S.  616  bis  626. 

8)  Vergl.  SitBongtberiehte  Bd.  14,  8.  401  ff.;  daraus  in  der  Zeitsohiift  des 
•  Oesterrdohischen  Ingenieorvereins  Bd.  7,  8.  186,  und  der  TelegraphenvereiDB- 

Zeitscbrifl  2.  Bd. ,  S.  S5  and  t02.  Aus  den  Mai  1855  datirte  Al>andcrungcD 
dieses  cheuuBchen  (jcgennprechers  besprioht  üintl  auf  8.  186  dfli  8.  Bandes  der 
TelegraphenvereiDS-Zoitschritt^ 
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and  boifte  cUunit  sogleich,  zu  einer  TOllen  Kl*rlegaog  dea  AnsUMi  ra 

geben.  Iltn  auf  di0  Erfüllung  dieser  TT^fTnung:  mit  nm  so  grössorer 
Gewissheit  rechnen  zu  dürfen,  halte  ich  den  Abdruck  der  B«grttndnng 
meiner  Entacheidung  anch  in  ^ner  dentechen  Zeitscluift  für  angezeigt 
und  ich  lasse  deshalb  janen  im  Journal  Idlägraphique  abgedruckten  Artikel 
hier  in  dem  nur  sehr  wenig  geänderten  ursprangliehen  Wortlaute  folgen. 


I.  Ich  habe  mich  suTÖrdeist  darnach  nmgeftehen,  ob  Ointl  ii^endwo 
die  Erfindung  des  Gegenepieehens  mit  Moneappaittten  nnsweidentig  fHr 
eich  in  Anspruch  nimmt.  In  enter  Linie  kommt  hierbei  das  in  Frage, 
was  Gintl  in  seinem  schon  erwähnten  Vortrage  vom  30.  November  1854 
sagt.  Die  betreffende  Stolle  auf  8.  414  (Bd.  14)  der  mathematiscfa- 
natnrwissensehaftliohen  Glesse  der  Sitmingsberichte  der  Wiener  Akadestde 
lantet: 

,Jch  habe  mich  schon  im  ▼erflOBseüen  Jahre  iSngere  Zeit  hindurch 
bemOht,  die  Doppelcorrcspondens  auf  demselben  Leitungsdrahle  mit 
dem  Morse'schen  Schreibtelegraphen  sn  Stande  zu  bringen,  und 
bei  meinen  in  dieser  Besiehung  yielfftUig  auf  der  Telegraphenlinie 
■wisehen  Wien  nnd  Prag  im  Monate  Juli  1853  angestellten  Versnchen 
ist  es  mir  awar  gelangen,  Depesdken  gleichseitig  in  entg^en gesetzter 
Bichtnng  an  ihre  Bestimmungsorte  zu  befördern,  wobei  es  aber  oft  ge- 
sehah,  dass  nach  einigen,  an  beiden  Stationen  gegenseitig  recht  gut  les- 
baren Worten  eine  Gonfundirnng  der  Zeichen  auf  jedem  Stationsappa- 
rate  eintrat,  sobald  nXmlich  der  Linienstrom  eine  Aendemng  in  seiner 
Btftrke  erlitt  und  es  nicht  gleich  mOglioh  war,  die  Btirke  des  Looal- 
stromes  in  demselben  Maasse  zu  verändern. 

„Ans  diesem  Grunde  habe  ich  auch  die  gleichsmtige  Doppelcorre- 
spondenz  mit  dem  Mors  ersehen  Schreibtelegraphen  vorläufig  nicht 
weiter  verfolgt  nnd  mich  an  die  Durchführung  dnrselben  mittels  eleotro- 
chemischen  Schreibappamtes  gehaltea,  welche  mir  voUstAndig  gelun- 
gen ist." 

Offenbar  liegt  in  den  Worten  „zn  Stande  in  bringen"  durch 
aus  nicht  unbedingt,  dass  die  Idee  des  Gegensprecbens  und  die  Ein- 
richtung der  Apparate  daau  eine  Erfindung  von  Ointl  sei.  Gerade 
das  „zu  Stande  bringen"  erscheint  mir  aber  sehr  wesentlich;  der  öHter- 
reichische  Telegraphendirector  Gintl  —  und  in  Oesterreich  wohl  er 
allein  —  hatte  dazu  ohne  Weiteres  die  Macht  ({ibgesehen  von  der 
sachlichen  Ausführbarkeit);  nicht  so  der  Professor  Petrins,  wenn  er 
der  Erfinder  war. 

Ebenso  '/.wingt  der  Ausdruck')  Gintl's:  „des  VOD  mir  dabei  (d.h. 
bei  den  Versuchen  awischen  Wien  und  Prag)  angewandten  Apparates 

1}  Telegrupbeuveireiuü  ZeiUtchrilt  lid.  2,  S  'JH. 
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und  Verfahrens"  nicht  ra  der  Annähmet  dau  Apparat  und  Verfahren 
eigene  Erfindung  waren. 

Entscheidender  könnten  einige  Stellen  in  der  im  Jannar  1855 
niofiorgeschriebenen  Entgegnung')  Gintl's  anf  eine  Aensscning  des 
Dr.  V.  Icilius  sein,  worin  dieser  die  Priorität  der  Erfindung  des  gleich- 
seitigen Telegraphirens  für  C.  Frischen  in  Anspruch  nimmt.  Gintl 
verwahrt  sich  hier  zunächst  dagegen,  dass  er  „im  Jahr  1853  blos  eine 
Idee  zur  Erreichung  des  genannten  Zweckes  ausgesprochen  hahe"  und 
fährt  dann  fort:  „Schon  im  Monate  Juli  lS53  sind  von  mir  .... 
gelungene  Doppelcorrespondenzen  mit  den  von  mir  dazu  einge- 
richteten Morse'schen  Schreibapparaten  ausgeführt  worden;  und  da 
ich  ans  meinem  Verfahren  kein  Gehoimniss  machte,  so  ht  dasselbe 
sammt  der  Einrichtung  des  ganzen  Apparates  in  dem  Leipziger  poly- 
technischen Centraiblatt  von  einem  mir  unbekannten  Verfasser  ausführ- 
lich beschrieben  worden.  Es  war  also  nicht  blos  eine  Idee,  welche  ich 
damals  ausgesprochen,  sondern  vielmehr  in  s  Werk  gesetzt  habe". 
LasHen  aber  auch  die  hier  von  Gintl  —  dem  unbestrittenen  Veran- 
stalter jener  Versuche  mit  dem  M  orso -  Gegensprecher  und  dem  Erlinder 
des  chemischen  Gegensprechers  —  gobraucliten  Worte  noch  an  Klarheit 
KU  wünschen  übrig,  80  bleiben  die  ebenda  weiter  folgenden  Aeusserungen 
G  int  Ts:  ,,wie  Herr  Dr.  v.  Icilius,  nach  dessen  eigener  Erklärung  die 
von  mir  zuerst  ausgegangene  Idee  und  mein  Doppel-Tele- 
graphi  ru  n  gs  verfahren  Herrn  Frischen  erst  zur  AuKfühning  seines 

Verfahrens  angeregt  hat,"    und:  „meines  schon  im  Jahre  1853 

ohne  mein  Zutbun  veröffentlichten  Verfahrens;  es  wäre  denn,  dass 
Herr  Dr.  v.  Icilius  den  Beweis  liefern  würde,  Herr  Frischen  habe 
schon  früher  als  ich  das  Doppel  -  Oorrespondenzp  r  i  u  ci  p  entdeckt 
und  sei  vor  mir  zur  Durchführung  desselben  geschritten"  allein  übrig, 
welche  aber  an  l'ragweite  wesentlich  eiubüssen,  sobald  man  sie  als  blos 
gegen   Frisclien's  Ansprüche   gerichtet  gelten   zu   lassen   hat,  und 

ausserdem  durch  die  kurz  vorhergehende  Stelle:     diese  von  mir   

schon  am  9.  Juni  aus gesp ro ch en  e  1  d  e e  basirt  sich  überdies  auf  die 
von  mir  entdeckte  Thatsache,  dass  sich  zwei  elektrische  Ströme 
in  entgegengesetzter  Richtung  durch  denselben  Leitungsdraht  gleich- 
zeitig und  ungehindert  fortpHanzcn  ,  welches  ich  durch  Versuche^)  con- 
statirt  und  in  der  erwähnten  Sitzung  auseinander  gesetzt  habe.  Dieses 
Factum  ist  aber  da«  eigentliche  Princip,  auf  welchem  die  Doppeicorre* 

1)  Teiegraphenvereins-Zeitschrifb,  Bd.  1,  S.  304. 

8)  Naeh  den  Wiener  Sitzungsberichten  Bd.  14,  S.  400,  wurden  diese  Ver* 
■ueiie  mit  dem  oliemiachen  Sehzeibapparate  aogetieillt,  natttrlidi  bevor  denen 
Verwendung  zum  Gegenipreehen  in  Frage  kam.  —  Uebrigent  finde  ich  in  dem 
licricht«  über  die  Sitcnng  Tom  0.  Juni  1868  Nichts  über  eine  derartige  Mitthei- 
lang  Qinti'a. 
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spoodens  beraht,  und  und  die  in  dieeer  Stelle  auBgeprägte  Be- 
slimntlidit  des  Auadrneke  in  Betreff  der  Entdeckung  jener  Thataeehe 
merUieb  abgesohwieht  werden,  nm  ao  mehr,  all  Jone  „Thataaehe**  durch 
das  damalige,  weit  dnrebsichtigere  Morse-Oegenaprechen  noch  viel  weniger, 
wie  durch  das  chemische  erwiesen  worden  ist  nnd  erwiesen  werden 
kouutc,  Am  allerwenigsten  aber  GintP)  „den  schlagendsten  Beweis  für 
die  wirkliche  Coexistenz  der  beiden  elektrischen  Ströme  in  demselben 
Leitungsdralite  dadnrcli  geliefert  hat,  dass,  während  die  eine  Station 
einen  constanten  Strom  in  die  Leitung  sendet  und  folglich  einen  con- 
tiiiuirlicheu  Strich  auf  <ieni  I'apierstreifen  der  anderen  Station  erzeugt, 
mau  von  der  leistereu  zur  erateren  Station  auataudaloa  telegraphiren 
kann'*. 

II.  Ich  habe  sodann  nachgeforscht,  ob  Ton  Petrina  herrührende, 
auf  dieae  Angelegenheit  bezügliche  Aeussernngen  vorhanden  sind.  Dabei 
war  hauptsächlich  die  im  April  1855  geachriebene  letzte  der  vier  (1855 
ia  Prag  gedmekten)  „Mittheilnngen  ana  dem  Gebiete  der  Phyaik^*  nach- 
suaelien,  welehe  Petrina  in  den  Abiheilnngen  der  königl.  böbmiachen 
GeaeUachaft  der  Wiaaenachaften  (5.  Folge,  9.  Band;  Prag  1857)  ver- 
offentlieht  hat  nnter  dem  Titel:  „Wiaaenaehaftiiehe  Belenehtnng  der  Tom 
De  Ointl  dnreh  aeine  Veravehe  fiber  die  gleiehseitige  Gegeneorraapon- 
dens  gelieferten  Beweiae')  fHr  die  Ooeziatens  sweier,  einen  Leiter  in 
entgegengeaetsten  Biehtnngen  ohne  Störung  dnrehlanfender  galTaniacber 
StiOme  nnd  Angabe  einea  neuen,  dteaen  Gegenstand  betreffenden  Ver- 
taeha**.  Ee  handelt  aieh  hier-nm  den  chemiaehen  Oegenapreeher  nnd 
Petrina  will  (S.  47)  „untersuchen,  inwiefern  Gintrs  Behauptung  der 
Coexistenz  begründet  sei,  und  ob  sich  nicht  seine  (d.  h.  Gintl*a 
chemische)  Gogcncorrespondenz  auch  anders  erklären  lasse"  und  nur 
in  Bezug  auf  den  chemischen  Gegensprecher  sagt  er  S.  60:  „die  hier 
von  Herrn  Director  Gintl  angegebene  Gegencorrespondenz"  und 
S.  66  ,, seines  Doppeltasters''  und  „seine  Gegencorrespondenz",  Im 
Einklänge  rait  GintTs  Ausdruck  „zu  Stande  bringen"  steht  die  Wendung 
Petrina's  auf  S.  60:  „Was  die  eigentliche,  von- Herrn  Director  Gintl 
in  die  Praxis  eingeführte  Gegencorreapondenz  betrifft." 

Dagegen  berichtet  Dr.  Weiten  webe r  in  seiner  auf  Petrina  am 
10.  December  1855  in  der  Böbmiachen  Gesellschaft  gehaltenen  Denk- 
rede,') daas  Petrina  in  der  Sitanng  vom  6.  November  1854  „eine 
Krklftmng  mitgetheilt  habe,  wie  man  naeh  aeiner  Anaicht  im  Stande 

1j  Wie  er  in  den  Wiener  Sitzungsberichten  Bd.  14,  S.  415  ausspricht. 

2)  Es  sind  die  in  den  Wiener  Sitsungsberichten  fid.  14,  8. 400  Agg.  gegebenen 
gemeint. 

3)  Dieselbe  ist  auch  in  dem  9.  Bande  der  Abhandlungen  der  Goaellachaft 
enthalten;  die  betretiendu  Stelle  aufö.  17ist  grösstentheils  wörtlich  den  Sitaungs- 
berichten  (8.  29)  der  Sectionen  der  Gesellanhaft  entnonmen. 
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wäre,  mit  dem  Morse'schen  Telegmphnnapparate  bei  einem  Leiinngi* 
drahte,  sagleich  hin  und  her  sn  telegraph iren.  Den  bei  lunor 
solchen  doppelten  CorreBpondens  an  machenden  Bedingnogen  werde  im 
gewttneebten  Maaaee  entsprochen,  wenn  man  einen  kleinen  Loeal- 
Strom  sn  Hilfo  nimmt  nnd  das  Kelais,  sowie  den  Taster  naeh 
der  Angabe  des  Vortragenden  einrichtet''^ 

HL  Dazu  wird  mir  versichert,  dass  einige  Jahre  später  Petrina'a 
Wittwe  an  die  österreichische  Tel^praphonverwaltang  ein  Unterstfttsnngs- 
gesnch  gerichtet  habe,  worin  sie  ansdrttclcUch  (die  Anwendung  gemein- 
schaftlicher Batterien  und)  das  Gegenspreeben  als  Erfindungen  ihres 
Terstorbenen  Gatten  nnd  somit  gewissermaasen  aU  ihr  Erbtheil  bezeichnet. 

IV.  Ich  hahe  mich  ferner  an  eine  vollkommen  glaubwürdige  und 
geeignete  Persönlichkeit  in  Wien  nm  wnitere  Auskunft  gewandt  nnd  ala 
Ergebnisse  von  Nachfragen,  welche  dieiielbe  vor  einiger  Zeit  —  und 
Bwar  naeh  Stark'»  Tode  —  bei  Beamten  hielt,  welche  Ur.  Stark 
damals  zur  Hilfeleistung  benutzte,  erfahren,  dass  Stark  zur  Zeit,  als 
er  sieb  mit  den  ersten  Versuchen  über  das  Gegensprechen  befasste,  mit 
Petrin a  darüber  in  Briefwechsel  stand,  auch  während  dur  Versuche 
selbst  in  den  Briefen  Petrina's  nachlas,  ferner  dass  Gintl  erst  durch 
Stark  Kenntniss  ron  der  Sache  erhielt,  darauf  in  Prag  mit  Petrina 
persönlich  verkehrte  nnd  nnn  erst  nach  seiner  Rückkehr  nach  Wien 
anfing)  sich  sclbht  mit  dem  Gegenspreeben  sa  bescIiMftigen,  zu  einer  Zeit, 
wo  Stark  das  Relais  mit  Üoppelwindungen  bereits  in  Verwendung  hatte. 

V.  Diese  Angaben  werden  um  so  glaubhafter  und  der  Umstand, 
dass  Gintl  trotadem  als  Erfinder  des  Gegensprecbens  mit  Mörse- 
Apparaten  erscheinen  konnte,  erklärlich,  wenn  man  das  sachliche 
Verständniss  der  beiden  Mftnner  und  ihre  persönliche  Thfttigkcit  und 
Stellung  berücksichtigt,  Petrina,  geboren  am  24.  Deoember  17)19,  in 
Ärmlichen  Verhältnissan  aufgewachsen,  erst  im  Alter  von  17  Jahren  sieb 
den  Gymnasialstndien  zuwendend,  hatte  diese  nnd  die  Universitätsstudien 
unter  Kümmernissen  und  Entbehrungen  mit  ungemeinem  ITleiss  und  Eifer 
vollendet,  wurde  1837  als  Lehrer  der  Physik  ans  Lyceum  zn  Linz  be- 
rufen nnd  war  seit  dieser  Zeit  unter  Anderem  auch  auf  dem  Gebiete  der 
Elektricität  und  des  Magnetismus  vielfach  literarisch  thütig;  1844  wurde 
er  Professor  der  Physik  an  der  Universität  su  Prag  und  bereits  1848 
Hess  er  ein  Schriftchen  über  Telegraphio  erscheinen  unter  dem  Titel: 
„Elektromagnetischer  Telegraph  auf  den  österreichischen  Eisenbahnen.** 
1852  fand  er  die  Zweigströme  bei  seiner  elektro- magnetischen  Har- 
monika^) verwendbar,  und  im  Januar  1853  brachte  er  einen  Aufsats 


1)  Vergl.  Denkrede  8. 14.  —  Der  Sishlnassata  des  betreffenden  Vortrags  IM 
vermuthon ,  diiss  man  diese  HaraMMiika  ab  den  Stammvater  des  Telephons,  der 
Phonotelegraphen  und  elttktro-hannonisehen  Telegraphen  aasusehen  hat 
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Über  die  VerwenduDg  gemeinschaftlicher  Batterien  in  der  Wiener  Aka- 
demie znm  Vortrag»  welcher  zu  einer  sehr  betrltchtUGhen  Veimindmng 
der  Zahl  der  Elemente  in  den  Linienbatterien  der  österreichischen  Tele- 
graphenstationen Wien,  Verona,  Salzbrnf^,  Triest  und  Oderberg  flihite. 
Auch  über  dio  chemische  Telegraphie  yerbreitete  sieh  Petrin»  in  der 
Sitsnng  der  böhmischen  Gesellschaft  vom  80.  Mai  1853  und  wies  darch 
den  Veisuch  nach,  dass  man  bei  ihr  mit  einem  ^neigen'  Gr ove 'sehen 
Elemente  auf  100  Meilen  weit  telegraphiren  könne.  Im  Jnli  1853  end- 
lich wies  Petrina  in  einer  Mittheilnug  an  die  Wiener  Akademie*)  nach, 
dass  bei  der  Translation  an  Batteriekraft  Nichts  erspart  werde. 

Ganz  abgesehen  davon,  dass  sich  die  firscheinangen  an  GintPs 
chemischem  Gegensprecher  gana  ungezwungen  nach  den  Ohm*schen  Ge- 
setaeu  erklären  lassen,  wss  eben  Petrina  1855  in  der  schon  erwähnten  vier- 
ten „Mitheilung  ans  dem  Gebiete  der  Physik"  und  1856  Werner  Sicmen*s 
in  Poggendorff's  Annalen  (Bd.  98,  8. 121)  tbaten,  und  dass  deshalb  diese 
Erscheinungen  und  die  sftmmtlichen  von  Gintl  im  14.  Bande  der  Wiener 
Sitzungsberichte  angeführten  Versuche  die  Coezistens  entgegengesetat 
gerichteter  Ströme  in  demselben  Leiter  zu  beweisen  nicht  genflgen,  sind 
bei  der  von  Gintl  gewählten  Einschaltung  der  Batterien  mit  ungleich- 
namigen  Polen  an  die  Linie  in  dieser  gar  nicht  einmal  entgegen- 
gesetate  Ströme  vorhanden.  Darauf  weist  Petrina  auf  S.  65  jener 
vierten  Mittheilung  hin;  auf  8.  48  aber  bebt  er  hervor,  dass  Gintl  das 
Auftreten  von  Zweigströmen  bei  der  fraglichen  Gegonsprechschaltung 
gana  übersehen  zu  haben  oder  (ungerechtfertigter  Weise)  ausser  Beach- 
tung lassen  zu  wollen  scheine.')  Dagegen  hat  Petrina  auf  S.  66  und  65 
jener  mehrfach  erwähnten  vierten  Mittheilung  klar  auf  die  Folgen  der 
Linienunterbrechungen  in  dem  Ton  Gintl  benutzten  Doppeltaster  hin- 
gewiesen und  hervorgehoben,  dass  beim  Gegensprecheu  (mit  dem  chemi- 
schen Telegraphen)  die  Linienbatterien  ebensogut  mit  gleichnamig on 
Polen  an  die  Erde  gelegt  werden  könnten,  während  Giutl')  damals 
die  Anlegung  entgegengesetster  Batteriepole  an  die  Erde  fttr 


1)  Vgl.  Sitzongtberidite  Bd.  10,  8.  8,  oder  Tülegraphenvenins-ZeitMhrift 

Bd.  14,  S.  200.  —  Dnss  man  anderwärts  Hchon  etwas  früher  empirisch  auf  die 
Verwendung  genieint^chalili' In  t  l!.itt<  rion  gekouinien  BCi,  habe  ich  u.ul' 605  des 
ersten  Bandes  meines  llaudbuchb  weiter  ausgeführt. 
<)  Sitarangsbericiite  Bd.  11,  8.  S76. 

S)  Qleiehe  Schwachen  in  Boing  auf  die  Elektrieitttslehie  sollin  sich  Ober- 

diosa  hei  Gintl  —  SO  wird  mir  vereichert  —  im  perBÖnlichen  Umgänge  hin  und 
wieder  bemerkbar  gemacht  haben.  U.  A.  wird  erzählt,  Gintl  habe  bei  seiner 
ersten  Rückkehr  von  I'r.ig  ohne  Weiteres  auf  der  Linie  Wien- Prag  mit  den 
gewöhnlichen  MorBO-Apparaten,  in  gewöhnlicher  Einschaltimg ,  gleichzeitig  hin 
und  her  telegraphiren  wollen  und  sich  gewundert,  dsss  dies  nicht  ging. 

4)  Wiener  ffitsongsberichte  Bd.  U,  8.  411.  —  Vgl.  auch  Poggendorff*« 
Annalen  Bd.  96,  a  laa 
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uötbig  gehalten  zu  baben  scheint;  später  hat  er^)  ancb  die  Anlegung 
gleichnamiger  Pole  an  Erde  ftir  sulässig  erklärt,  und  so  skizzirt 
(lalle  nnch  schon  die  £ui8chaUang  im  Polytechniachen  CentralbUtte 

(Jahrg!  1853). 

Gesetzt  nun,  Petrina,  dem  eine  nngewöhnliobe  Bescheidenheit 
and  Sanftmath  nachgerühmt  wird,^)  habe  das  Gogensprechen  mit  Morse- 
Apparaten  erfanden  and  sich,  am  es  in  ähnlicher  Weise,  wie  die  Vor 
wendang  gcmeinMbafItlieher  Batterien  für  das  österreichische  Telegraphcn- 
wesen  nutzbar  zu  machen,  mU  Stark  in  Verbindung  gesetzt,  wäre  es 
nicht  leicht  erklärlich,  dass  er,  nachdem  einmal  der  einflussreiche,  mit- 
anter  etwas  barsch  auftretende  Teloj^raphendireetor  damit  bekannt  ge- 
worden war  und  die  Versuche  damit  in  die  Hand  genommen  hatte, 
diesem  thunlicbst  freies  Spiel  Hess  and  als  der  Veranstalter  der  Ver- 
lache aaf  der  Linie  nach  aussen  hin  zugleich  als  der  eigentliche  Ertiu- 
der  angesehen  und  bezeichnet  wurde,  durch  seinen  Vortra<;  vom 
6.  November  1854  seine  Prioritätsrechte  für  ausreichend  gewahrt  er- 
achtete V  Ist  es  doch  unter  diesen  Verhältnissen  kaum  denkbar,  dass 
Petrina  durch  diesen  Vortrag  einen  Bingriflf  in  Gintls  Hechte  ver- 
sucht hätte.  Zu  der  Annahme  aber,  dass  Petrina  and  Gintl  dieselbe 
Aufgabe  nach  demselben  Grundgedanken  (Ausgleichung  mittels 
eines  Localstromes)  unter  Benatzung  von  verschieden  eingerichte- 
ten Beiais  and  Tastern  gelöst  habe,  finde  ich  nirgends  einen  Anhalt. 

Weil  nun  Gintl  —  der  doch  den  chemischen  Schreibtelegraph 
und  Gegensprecher  ausführlich  zu  beschreiben  nicht  versäumt  hat  — 
das  Gegensprechen  mit  Morse- Apparaten  selbst  nicht  beschrieben  und 
vor  seiner,  ebenfalls  nicht  durchschlagenden,  Entgegnung  gegen  F rischen 
auch  Nirgends  unzweifelhaft  als  seine  Erfindung  bezeichnet  hat; 

weil  Gintl  nicht  nur  die  „unbefugte**  Veröflfentlichung  in  keiner 
Weise  getadelt  hat,  sondern  auch  der  von  Siemens  ausgegangeneu 
öfi'entliclieu  Aufforderung  gegenüber  nicht  mit  einem  Worte  ftlc  sein 
gefährdetes  Recht  eingetreten  ist;') 

weil  Petrina  in  seinem  Vortrage  vom  6.  November  1854  die  zum 
Gegeußprechen  benutzbaren  Relais  und  Taster  als  seine  Erfindung  be- 
zeichnet hat,  worauf  seine  Wittwe  die  Ansprüche  in  ihrem  Untersttttaangs- 
gesuche  gegründet  haben  kann; 

weil  nusHordem  Petrina  sagt,  Gintl  habe  die  Gregencorrespondenz 
in  die  Praxis  eingeführt,  and  weil  daca  eine  Aeosserang  Gin tl's  stinmit; 

1)  Vgl.  Zeiiöciirift  des  Oesterreichischen  IngenieurvereiuB ,  Bd.  7,  S.  260; 
Bd.  8,  8. 161. 

S)  Denkrede,  B.  4  and  18. 

8)  Dass  Stark  nicht  auf  diese  Aufforderung  hin  für  Petrina  eingetreten 
ist|  wird  Niemand  wundem,  der  diesoi  firiedliebenden  Mann  persönlich  gekannt 
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weil  endlieli  Pelrina*s  Antheil  an  der  Brfindnng  dnich  die  Aub- 
gegen  noeb  lebender  Zeugen  Terbttrgt  wird,  und  weil  es  innerlieh  wahr- 
aeheinlieher  iit,  dass  Petrin«  die  Erfindung  gemacht  hat,  und  den 
dieselbe  auf  Gintl  llbertragen^)  wnrde,  weil  unter  seinem  Sehilde  die 
Vennebe  anf  der  Linie  angeatellt  wnrden, 

deshalb  glaubte  ich  mich  an  dem  Ausspruche')  berechtigt : 

f,Sehr  wahrscheinlich  Tcrdankt  man  Petrina  auch  die  Erfindung 

des  Gegensprechens  mit  Horse-Apparaten/* 

Wenn  damit  die  Meinung  ausgesprochen  ist,  dass  von  Petrina 
mehr  als  die  blose  geistige  Anregung  cur  Lösung  der  betreffenden  Anf- 
gabe  mit  Morse- Apparaten  entgangen  ist,  so  soll  damit  doch  keines- 
wegs das  Verdienst  geschm&lert  werden,  welches  sich  Gintl  durch  Ter- 
stindnissvolle  Förderang  der  Versuche  auf  der  Linie  erworben  hat. 
Ebenso  bleibt  ihm  die  Erfindung  des  Gegensprechens  mit  dem.  chemischen 
Sehreibapparat.  Sollte  ich  aber  in  meinem  Forschen  nach  Wahrheit 
den  rechten  Weg  verfehlt  haben,  so  wird  Herr  Dr.  Gintl  gewiss  die 
Freundlichkeit  haben,  mich  auf  den  reehten  FM  anrOckxuleiten.*) 


1)  Ea  konnte  dies  ofTonliar  leichter  und  natürlicher  geschehen,  als  z.  ]i.  in 
dem  Falle  Steinheil- Mutzen  au  er,  bezü^'lich  der  Translation,  welcher  in  der 
Zoit»chriil  den  Oesterrcichischeu  Ingenieur vereina,  Bd.  3,  S.  26  und  63^  13d.  12, 
&,  ist  sor  Sprache  gebracht  wird. 

S)  Handbuch,  Bd.  l,  8. 646. 

3)  Dm  dies  Herrn  Dr.  Gintl  zu  erleichtern,  habe  ich  demBelben  einen  Abzug 
der  diesen  Artikel  enthaltenden,  ini  September  1877  erschienenen  Nummer  des 
Journal  trJajraphique  nach  Prag  übersandt,  bis  jetzt  aber  keinerlei  Erwiderung 
daraui'  empfangen. 
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Buliettino  di  bibliografia  e  di  siuria  delte  scienze  matcmaliche 
e  fisiche  puhhlicato  da  B.  Baldassare  Boncompagni.  Tomo  JX, 
Roma,  Tipugrafia  dellc  scienze  maiemafiche  e  fisiche.  1876. 

Zn  den  uicht  durch  Origiualabhaudluugou  ertulllen  raiticii  dicbi-s 
Jahrganges  möge  nur  bemerkt  werden,  dass  die.  Piiblicatit>ii.sregiöter  durch 
«Irtes  Hereinziehen  neuer  Zeitschriften  ihrem  hohen  Zieh'  absoluter 
Htandigkeit  immer  näher  gebracht  werden.  Der  Bibliograph  wird  beson- 
ders ihretwegen  sich  freuen,  das«  soviel  Genauigkeit  und  Kenntnibs  in 
der  l'er.son  eines  llerausgebers  sich  vereinigen,  dem  aticli  alle  tiuKser- 
lichcn  Hilfsmittel  in  so  hervorragendem  Grade  zur  Vertüguog  steheu. 
Dio  eiozolaeu  Aitikel  siod  folgODde: 

1.  Feder igo  Napoli,  IiUono  äHa  vita  ed  ai  laoon  di  liwteaoo  MmroKeo, 

Manrolycus  (geb.  am  16«  September  1494,  gest.  am  21.  Juli  1575) 
wird  vom  Verfasser  im  Eingang  seiner  Skizze  als  ein  Mann  bezeichnet, 
der  die  damals  eben  entstehende  Algebra  keineswegs  veroachlässigte, 
dabei  aber  doch  sein  Hauptaugenmerk  auf  die  Durchdringung  und  Wciter- 
bildnng  der  griechischen  Mathematik  richtete.  Aas  diesem  Grunde  war 
es  ihm  mehr  wie  anderen  Zeitgenossen  um  gute  Textausgaben  der  alten 
Klassiker  sn  tbnn,  und  in  einem  seiner  ,,Ko8mographie**  einverleibten, 
im  Jahre  1S62  aber  durch  Professor  Spezi  neu  herausgegebenen  Briefe 
an  Cardinal  Bembo  setst  er  ansführlich  Plan  und  Umfang  dieser  seiner 
kritischen  Arbeiten  auseinander.  Ist  nun  aneh  diese  philologisch- mathe- 
matische TbftUgkeit  die  wichtigere,  so  hat  es  der  gelehrte  Siciliauer  doch 
auch  andererseits  nicht  an  Originalschriften  fehlen  lassen.  Napoli  nennt 
eine  Arithmetik,*  eine  Abhandlung  von  den  P«dygonalzahlen ,  Lehrbücher 
der  Perspective,  Optik,  Musik,  Geometrie,  Algebra,  Sphärik,  Astronomie, 
Sonnennbrkunde,  eine  Anweisung  siim  Gebrauche  des  Astrolabs,  eine 


*  Von  dieser  Arithmetik  war  schon  in  unserer  Beoension  des  8.  BoUeUino« 
Bandes  die  Bede;  veigL  hisk-lii  Abth.  Jahrg.  XXI,  8. 
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Sioiutafel  und  divene  andere  Monographien  ttber  mnthematisohe,  wie 
andere  Themata.  Von  diesen  Werken  gidt  ein  guter  Theil  für  yerloren; 
den  Bemtthnngen  unseres  Verfassers  aber  ist  es  gelungen,  auf  der  Pariser 
Nationalbibliothek  ein  ansehnliehes  CouTolut  von  Handschriften  des 
Hanrolyeus  aufsufinden.  —  Als  Astronom  schrieb  Jener,  abgesehen 
▼on  der  bereits  enrShnten  Kosmographie,  auch  ttber  die  Bewegung  der 
Sterne;  nicht  minder  gab  er  bereits  die  Idee  sur  Messung  eines  Meridian' 
bogens,  wie  sie  spftter  yon  Picard  mit  so  grossem  Erfolge  praktisch 
durchgeführt  wurde.  Den  berfihmten  Stern  in  der  Cassiopeja  scheint 
er  au  allererst,  noch  mehrere  Tage  vor  Tycho  Brahe,  wahrgenommen 
SU  haben.  Ausserdem  existirt  tou  ihm  ein  Handbuch  der  astronomischen 
Beobaphtungskunst,  in  welchem  er  als  die  damals  gebräuchlichen  Instru- 
mente das  geometrische  Quadrat  (eine  Erfindung  Peurbach's),  das 
Astrolab  (Planisphär),  die  AmdUarsphllre  und  den  Himmelsglobus  be- 
sehreibt Die  Gnomonik  zeichnet  nch  durch  eingehende  Untersuchungen 
ttber  die  Kegelschnitte  aus.  Diese  letzteren  scheinen  den  Maurotycus 
ttberhanpt  sehr  angeiogen  au  haben,  und  so  wagte  er  sogar  den  Ver- 
such, das  vierte  Buch  der  Kwnm  von  ApoHonius  su  restituiren. 
Auch  mit  der  Statistik  beschäftigte  er  sich,  und  wir  ersehen  aus  seinem 
posthumen  Werke  „De  Aeqmponderantibut,  she  de  MomenUs  aeptalibus^ 
dass  er  schon  1548  den  Schwerpunkt  eines  Drehungsparaboloidee  su 
bestimmen  im  Stande  war.  Fttr  die  Geschichte  der  Physik  interessant 
sind  Maurolyeus*  Erklärung  des  Begenbogens,  seine  Forschungen 
über  Brillen  und  Linsen,  seine  Andeutungen  Aber  Photometrie  und 
strahlende  Wärme.  Nicht  erwähnt,  aber  erwähnenswerth  ist  der  Um- 
stand, dass  auf  ihn  die  erste  correcte  Deutung  des  bekannten,  Ton 
Aristoteles  gröblich  missTerstandenen  Phänomens  surttckgeführt  wer> 
den  muss,  welchem  sufolge  die  Projection  eines  dnrdi  eine  polygonale 
Oeffhung  gehenden  Sonnenstrahlenbttndels  ein  einfacher  Kreis  ist.  — 
Dass  ein  Mann  von  so  polyhistorischer  Bildung  daneben  noch  Zeit 
hatte,  ttber  naturhlstorisobe,  logische,  dialeetische  Fragen  su  arbdten, 
als  Kartenseichner  thätig  su  sein  und  die  Eiruptionen  seines  Heimath- 
Tulkans  wissenschaftlich  su  Terfolgen,  wird  uns  hiernach  nicht  Wunder 
nehmen  können;  henrorsuheben  aber  ist  noch,  als  för  das  Zeitalter  be- 
seichnend,  die  Anekdote,  dass  sich  die  Admirale  an  ihn  wandten,  -  um 
Ton  ihm,  als  einem  bertthmten  l^eteorologeo ,  Aufschluss  ttber  die  su 
erwartende  Witterung  su  erholen. 

Herr  Napel!  verdient  fttr  seine  eingehende  Biographie  den  Dank 
aller  Historiker,  die  sich  fttr  eine  der  hervorragendsten,  wenn  auch 
durchaus  nieht  genialsten  Persönlichkeiten  des  Jahrhunderts  der  Renais- 
sance interessiren. 

S.  SeritH  inediU  di  Franeegoo  Mäwrolico,  S.  S8~1S1.   Wörtlicher  Abdraek 
der  Ton  Napoli  in  Paris  ausfindig  gemachten  Maninoripte. 
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An  iMHtcr  Stelle  erechoiut  das  Sendscliroibcn  des  Frauciscus 
Maiirolycus  Abba«  an  don  Vicokönig  Jobannes  Vcj^a.  in  widcliein 
Krsterer  das  rrograinni  Heiner  wi.s.s<'nscbat"tlicbün  Wirksamkeit  entwirft. 
Um  difs  zu  köniKMi,  srtzt  er  beinern  Gönner  mit  niut^Hcb.st  kurz<*u  Wor- 
ten Ciegenstand  und  Eintheilung  jeder  einzelnen  Disciplin  aiibeinantb'r; 
<lie  dabei  gebraucliten  Delinitionen  sind  oft  so  laxer  und  unbestimmter 
Natur,  dass  man  von  dem  »Sebart'sinn  des  Briefscbreibers ,  btdiiilte  nmu 
nicbt  die  pupularisirende  Tendenz  im  Auge,  keine  liolie  Meinung  ge- 
wänne. —  Es  folgt  darauf  ..Dcmnustruiin  Ahji'ltrae^\  eine  nur  di(^  erst<'n 
Elemente  in  sieb  begreifende  und  nicbt  wesentlicb  über  das  arabische 
Vorbild  binausgcluMide  DarbtcUung  der  Lehre  von  den  Gleickuugeu. 
Um  z,  H.  die  (ib  ichung 

X  .  U) .mimt'ius  cum  B.3.rt'//«A  n^uivakt  ccusui  AB,  ^uud  est  □ 
oder  iu  unserer  Scbreibweiüc 

autzubist'ii,  wird  über  der  Stretkc  j  ein  (Quadrat  errichtet  gedacht,  dessou 
Inhalt  sonach  2^  ist.    Nimmt  mau  Kl  hinzu,  so  kommt  der  Inhalt  12], 

und  nun  w  ird  /J2|=3i  als  E  rgüiizung  an  die  Seite  |  angestreckt,  so- 
dass die  Summe  b  =  x  resultirt.  Wer  Mohammed  beu  Musa's  Ver- 
fahren kennt,  wird  keinen  Unt<'r8chied  oder  Furtscbritt  bemerken  und 
um  so  höher  die  grosse  That  Vi  et  e  s  schätzen  lernen.  —  Weiter  tretfeu 
wir  zwei  Bücher  „MaunAyci  Stntli  Gcomclncnnim  Quiicstionum^',  in  welcheu 
successive  von  Vierecken,  ebenen  Dreieiken,  Sehnen,  Kreitiberechmini^, 
sphärischer  l'rigonometrie,  senkrechfen  Pyramideji,  regulären  Polyidt'm, 
Ein-  und  Umbeschreibung  dieser  letzteren,  Kubatur  krumintlächiger  Körper 
und  unterschiedlichen  Gelegenbeitsproblemen  die  Ke*le  ist.  Als  bemerkens- 
werthere  Punkte  mögen  aus  dem  etwas  langweiligen  Vorfrage  tolgende 
ausgehoben  werden.  Die  sphärische  Trigonometrie  verleugnet  ebenso- 
wenig wie  die  Algebra  ihren  arabischen  l  rs|)rung  und  lässt  recht  deutlich 
die  ungemeinen  Schwierigkeiten  ersehen,  mit  welcheu  der  astronomischo 
Rechner  damaliger  Zeit  —  so  auch  ('operiiicus  —  ständig  zu  ringeu 
hatte.  Ueber  den  engeren  Kreis  der  übrigen  (j egenstände  geht  hinaus 
(S.  101)  der  Paragraph  Circa  tornatilis  suprrliciem  ac  cor/julcnlitinr',  welcher 
die  durch  die  llotation  regulärer  Polygone  entstehenden  Körperlormea 
untersucht.  S.  108  wird,  allerdings  in  geometrischer,  an  die  Lilavati 
des  Bhascara  Acharya  erinnernder  Einkleidung,  der  einfachste  Fall 
der  damals  berühmten  A  Ih  a  zen  "sehen  Aufgabe  behandelt,  bei  gegebener 
Lichtquelle  und  g<'gel)euein  Spiegel  l»ild  den  Ketiexpunkt  zu  tinden. 
Die  letzten  Bemerkungen  der  Sammlung  bezielien  sich  auf  die  eratosthe- 
uische  Gradmessung,  deren  l'rgfdjuiss  in  ganz  charakteristischer  Weise 
durch  ,,»Starambrücbe"  ausgedrückt  wirfl;  es  soll  nämlich  ein  Breitegrad 
(86-j-^-|-i~f"  i's)  Tausendschritte  betragen.  Daran  schlii'sst  hieb  eine 
«ebr  aette  Lösuug  det»  Probleme»,  aus  dcu  geograj[)biacbeu  Coordiuateu 
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iwder  Orte  deren  Distans  abinleiten.  Diese  LVaiiiig  ist  rein  graphiaeli 
and  so  elegant  deseriptiv  dniebgefHlirt,  dnss  sie  mehr  als  jeder  andere 
Bestandtheil  der  weitsehicbttgen  Goneetion  den  scharfsinnigen  Mathe- 
Bttiker  kennieiehnet.  —  Die  fBnfle  und  letate  Ahhandlnng  ist  die  ganz 

in  arebimedischem  Sinn  gehaltene  ^^Brevt»  demonstralio  centri  in  parabola'^ 
von  welcher  bereits  oben  vorübergehend  die  Sprache  war. 

8.  idomrd  Lucat,  Swr  tm  ihiorime  de  Varühmäigue  HuUmne,  S.  167—164. 
Lucas  liatte  im  Jahre  1870  einen  einfachen  Beweis  des  Satses 
l»+2«+3»+...+«*=(l+2+3+...+n)« 
gegeben,  welcher  von  ilim  fttr  neu  erachtet  wnrde.  Allein  nachgerade 
hat  er  sich  überzeugt,  dass  in  dem  „Fakhri"  des  bekannten  arabischen 
Algobristen  Alkarkhi  bereits  ein  im  Wesentlichen  glcichlantender  Be- 
weis sieh  Toifindet.*  Das  betreffende  Verfahren  ist  ein  allgemeiner 
anwendbares,  so  dass  der  Verfasser  sn  der  Vermnthung  bereehtigt  ist, 
die  Araber  hitten  anch  zam  Beweise  des  ihnen  nachweisbar  bekannten 
Satzes  von  der  Summe  der  Biqnadrate  einen  ähnlichen  Weg  eingeßchlagen. 
Er  stützt  diese  Ansicht  durch  den  Nachweis,  dass  man  zu  interessanten 
Beziehungen  zwischen  den  verschiedenen  Potenzsummen  gelangen  könne, 
wenn  man  die  Gcsammtsummo  der  in  dem  vorallgcmeinerteu  pytha- 
gorischen  Schema 

!•    2"     3"  ...(A>)" 
2"    4"     6»  ...(2p)" 

(i»)»(2/))"  (3/;)"...  (//-/' 

vorkommenden  Zahlen  auf  die  eine  oder  andere  Weise  bilde. 

Anhangsweise  ist  die  Rede  davon,  dass  auch  der  V(»n  Bach  et  de 
M^airiac  fUr  fragliches  Theorem  gegebene  Beweis  in  ähnlichem  Sinne 
gehalten  sei  nnd  dass  Fermat  in  seinen  Anmerkungen  dasselbe  in 
einer  bis  jetst  nicht  recht  aufgeklärten  Weise  verallgemeinert  habe.  Die 
von  Herrn  Lucas  vorgeschlagene  Anslegnng  des  Fe rmat 'sehen  Käthsels, 
welche  einen  sehr  hübschen  Lehrsatz  von  den  Polygonalsahlen  invoWirt, 
empfiehlt  sich  durch  ihre  Einfachheit. 

4.  A.  Favaro,  Keceusiou  zu:  Cantor,  Die  römischen  Agrimensoren  und  ihre 
Stellung  in  der  Geschichte  der  Feldmesskunst,  Leipzig  1875,  B.  165.— 182. 

Eine  eingeliende  Besincchung  des  genannten  Werkes,  das  sich  in 
dem  Vaterlandc  des  Recensenton  besonders  viele  Freunde  erworben  hat. 
Hervorzuheben  sind,  abgesehen  von  einer  kleinen  Antikritik,  zwei  solbst- 
Btändige  Zusätze  Favaro^s.  BetreÜs  der  verschiedenen  in  der  Geschichte 

*  Auf  diesen  IJeweis  hat  bereit?:  Ilaukel  (Zur  Geschichte  der  Mathe- 
matik etc.,  S.  U»2)  aufmerksam  gemacht.  Er  nahm  keinen  Anstand,  denselben 
■einer  Eigenart  wegen,  welche  Bechnong  und  Zeichnung  gleichndtssig  verwendeti 
fBr  ein  indisciiSB,  yon  dem  Araber  blos  reprodndrtes  Geistssproduct  so  erkitven. 
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auftrctoutleu  Mathematiker  des  Namens  llcron  nämlich  thoiJt  er  nicht 
völlig  flie  Anhicht  Can  t  or's,  dass  dieselben  in  eine  eiuitige  Persönlich- 
keit zusammenzuziehen  seien ,  und  tlieilt  deshalb  aus  der  in  des  Herrn 
Ilerausgebers  Heinitz  befindlichen  Originalhandschrift  Hernardino  Bal- 
di's  den  Abschnitt  ^Jlcione  Mrra/iico"'  mit,  in  welchem  eine  lJoi)j>el- 
theilung  des  Alexandriners  Ileron  stipulirt  wird.  Die  zweite  Zugabe 
Favaro's  behandelt  die  Vorgeschichte  des  Verfahrens,  dessen  sich  der 
Agrimensnr  Niphus  bedieutc,  um  rechtwinklige  Dreiecke  in  ratiunalcu 
Zahlen  zu  erhalten* 

&  M.  Cantor,  Reoension  su:  Knekaok,  Die  Beohenkunst  im  aeohcdmten 
Jahrhundert,  übersetzt  von  Alfen  so  Spar  a  er  na,  S.  183—187. 

Ans  dieser  Zeitochrift  ttbenetat  und  aUo  deren  Lesern  bereit«  bekannt* 

e.  B.  Boi^eompagni,  Intomo  ad  «m  traettato  d^mitmdka  di  Otommd 
WiOmmm  äd  Sg&r,  S.  188-SlO. 

Unter  die  wiehtigiten  SehriftdenkmKler  der  mmthenuttisclien  nnd 
•peciell  algebraisolien  Entwiekelnngsgescbiebte  gehört  sweifelloB  Johnnn 
Widninnn*8  „B^liond  nnd  httbseh  Bechennng  auf  allen  kanffbuinn- 
schaften'*.  Von  dietem  Bnohe  kennt  man  ansaer  der  Leipziger  Original- 
anagabe (1489)  drei  Nacbdmeke,  einen  Fforsheimer  von  1508,  eineo 
Hagenaner  von  1519  nnd  einen  Angsburger  Ton  1526.  Ftlrtt  Bon- 
eompagni  nntersncbt  mit  jener  Accnratesse  nnd  Bttcberkenntnise,  wie 
sie  ikm  allein  eignet,  die  VerbSltnisse  dieser  vier  Auflagen  nnter  sich, 
indem  er  dabei  den  gegenwärtigen  Aufenthaltsort  jedes  Ezemplares  an- 
glebt.  Znm  Schlnss  wird  nach  Conrad  Wimpina  Einiges  über  die 
LebensTerhftHnisse  Widmann*s  mitgetheilt,  der  in  Leipzig  stndirte  nnd 
dort  mit  einem  sonst  nicht  bekannten  bayrischen  Mathematiker,  Magister 
AUmann  Ton  Schmidtmilhlen  —  am  Binflnsse  der  Vils  in  die  Naab  — % 
in  naher  Verbindung  gelebt  sn  haben  scheint. 

7.  F.  £r  108 Chi  (Lettern  a  D.  B.  BoncompagniJ ,  ItUomo  al  probletm 
deOe  ttnttocrotie,  S.  211—216 

Ohrtmann  hatte  in  seiner  bekannten  Monograj)hie  ,,I)as  Problem 
der  Tautochronen"  die  in  den  Jahren  18r)2  und  1S53  erscliienenen 
beiden  Aldiandlungen  Brioschi's  über  diesen  Gegenstand,  als  in  einer 
für  ihn  unzugänglichen  ZeitechritY  publicirt,  von  seiner  Berichterstattung 
ausgeschlossen,  Herr  Hrioschi  bestätigt,  dass  sein  damals  erzieltes 
Resultat  die  Entwickeln ng  Lagrange's,  an  die  auch  Fontaine  und 
D'Alerabert  anknüpften,  in  sich  schliesse,  nimmt  sich  jedoch  vor,  die 
noch  allgemeinere  Auflassung,  zu  welcher  er  seitdem  gelangt,  in  diesem 
Briefe  dafzulegen.  Die  selbstverstfindlich  höchst  elegant  gefiilirte  Fnt- 
wickehmg  enthJilt  al.s  Oorollar  die  vollständige  Lösung  des  Lagra  n  ge  schcD 
Origiualpr<ii>h'nis,  die  den  Tautochronismus  bedingende  Kraft  als  Function 
von  Weg  und  Geschwindigkeit  ausKudrückeu,  erledigt  aber  ssugleicb  eiu^ 
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allgemeineie  Aufgabe,  in  welcher  diejenige  Ton  der  synohronen  Cnrre 
all  spedeller  Fell  1>egri£fon  ist. 

8.  Siffismond  Günther,  Note  sur  Jean-Andri  de  Segntr  fondcUenr  de  ia 

mäeorologie  mathcmatique,  S.  217—228. 

Eine  kurze  Notiz  des  Referenten  Über  den  vielverdicnten  und  wenig 
gewürdigten  deutschen  Gelehrten,  welcher  zuerst  (im  Jahre  1733)  den 
Versuch  machte,  die  atmosphärischen  Veränderungen  rechnerisch  durch 
die  Ansiehnngskraft  der  IlimraelHkörper  zu  erklären.  Es  wird  an  seigen 
vemicht,  worin  er  das  Richtige  traf  und  worin  er  irrte,  Letsteres  be- 
Bonden  dnieh  Vergleiehnng  mit  den  fttr  dieee  Frage  massgebend  ge- 
wordenen Untersuchnngen  Ton  La  place  nnd  A.  Bonvard. 

9.  Ermanno  Uankel,  Prospdto  gtorico  ddlo  sviluppo  della  geometria  moäema, 
scritto  postumOf  Gberaetzt  von  Alfonso  Sparagna,  S.  S67~889. 

10.  Guglielmo  von  Zahn,  Commemorasüim  di  £rmmm>  Samkd,  übenetit 

von  AlfoDBO  Sparagna,  ö.  290— 296. 

Diese  beiden  Uebersetznngen  dos  nm  die  VerbreituDg  deutscher 
Wissenschaft  in  Italien  wohlverdionten  Dr.  Sparagna  beziehen  sich 
aaf  Publikationen,  die  bei  nns  Jedermann  kennt.  Erstere  nSmlich  ist 
das  treffliche  historische  Eingangscapitel  au  seinen  von  Harnack  edirten 
Vorlesnngen  Aber  projectivisehe  Geometrie  (ygl.  Hiliaowski*s  Becension 
in  dieser  Zettschrift  21.  Jahrg.,  8. 103  Agg.),  der  Artikel  über  Hankel's 
mathematische  Arbeiten  aber  ist  in  den  „Mathem.  Annalen*'  (7.  Band, 
S.  583  ff.)  erstmalig  erschienen. 

11.  Catalogo  dei  iavori  dcl  Dr.  Ermanno  Uankel,  S.  301—308. 

Dieses  mit  bekannter  Genauigkeit  und  in  der  nicht  minder  bekannten 
Weise  des  „Bullettino"  angefertigte  Verzeichniss  zählt  9  selbstständige 
Schriften  (darunter  zwei  posthume),  16  Artikel  in  Zeit-  und  Sammel- 
schriften (Ersch-Grnber's  Encyklopädie)  nnd  4  Becensionen  anf. 

IS.  Paul  Ifansion,  Uebersetzung  aus  dem  Deatsohen  TOn      Kitin,  Notiee 
«MT  tavieetUa  ttaiMtux  de  Lavit-Olhim  Beste,  8. 809—814. 

Die  Uebersetzung  ist  lobenswerth. 

18.  M.  Ctirtze,  Copemico  in  lUüia,  übersetzt  von  Alfonse  Sparagna, 

S.  816—819. 

In  diesem  kleinen,  aber  reichhaltigen  Artikel,  der  zuerst  in  einer 
Provinzialzeitung  erschien  nnd  deshalb  nur  Wenigen  bekannt  sein  dürfte, 
berichtet  der  Verfasser  ftber  die  neuen  fUr  die  Oopemicus^Forschnng  ftusserat 
werthvollen  Fllnde,  welche  dem  Bologneser  Malagola  gelungen  sind. 
Die  dem  Familienarchiv  der  Grafen  Malvessi  entnommenen  Docn- 
mente  enthalten  nämlich  die  Annalen  der  germanischen  Studenten- 
Nation  während  des  Zeitraums  von  1200  bit  1660,  aus  denen  mit 
unbestreitberer  Eyidens  herrorgeht,  dass  Copernicus  selbst  und  mit 
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ihm  viele  cngero  Landsleuto,  wie  sein  Bruder  Andreas,  Lucas 
Watzelrodc,  Erasmus  liock,  Albert  Bischoff  u.  A.,  stets  bei 
dieser  deutschen  Nation  (der  Namo  (itMinanicus  wechselt  mit  Tcu- 
tonicus  ab)  Aufnahrae  und  Inscriptioii  fanden.  Durch  diese  neuen 
Beweisstücke  wird  die  Annahme  einer  polnischen  Abstammung  für 
Copernicus  um  so  sich(M('r  cntkiäitet,  als  M  al  a  go  1  ;i  in  seinen  Archi- 
valieu  auch  directc  Notizen  ül)er  polnische  Studenten  und  Professoren 
vorfand.  Ferner  wird  hervorgeh(»bon,  dass  nunmehr  die  allerdings  schon 
mehrfach  angezweifelte  Behauptung  P  ap  ad  o  p ol  i's  ,  der  Begründer  der 
modernen  Astronomie  habe  zu  Padua  ^fedicin  studirt,  definitiv  beseitigt 
und  die  Thatsache  unzweifelhatt  le.st^est('llt  sei,  derselbe  habe  einzig  in 
Bologna  zum  unmittelbaren  Stndii'nzwcck  sich  aufgehalten,  und  zwar 
um  sich  in  den  für  seinen  künftigen  Beruf  wichtigsten  Fächern,  Decre- 
talon  und  Kirchenrecht,  auszubilden.  —  Andere  Aufzoiclinun^en,  in  deren 
Besitz  Malagola  gelangte,  beziehen  sich  aut  bemerkenswerthe  Persön- 
lichkeiten der  vorcopernicaniöclien  Periode,  auf  Domenico  Maria, 
Urcetts  Codrusi  Scipio  Ferro  und  Nicolaus  von  Cusa. 

Ii.  F,  Hipler,  Oopmiko  tu  Bologiia,  fibenetit  von  Alfonso  Sparagna, 

s.  no~ss5. 

Wie  der  eifrige  Copernieiisforseher  Cnrtse  in  der  .,|Tkoraer**,  so 
hat  sein  Stndienge&owe  Hipler  in  der  „Ermlftndiflchen  Zeitung'*  Aber 
Malagola*e  nene  Emmgenschaften  berichtet.  Natilflteh  stimmen  beide 
Beferate  in  der  Hauptsache  ttberein.  Nur  verbreitet  sich  die  iweiteNotis 
mehr  über  die  Lieblingsstudien,  wdcdbe  Copernicus  su  machen  Oelegen- 
h^t  geboten  war,  dabei  ist  aber  die  Vermuthnng  Hip]er*s,  es  sei  der 
sonst  nicht  nfther  bekannte  „Sdjpio  de  ManUta*^  mit  dem  bertthmtoD 
Algebraisten  identisch,  entscliieden  unhaltbar. 

15.  Cr.  B.  Biadego,  Intorno  alla  vita  cd  agli  »critti  di  Gianfrancesco  Mai- 
fatti,  matematico  del  secolo  XVIII,  S.  361—381. 

Der  Verfasser,  dessen  Essay  über  Lorgna  im  19.  Bande  dieser 
Zeitschrift  besprochen  worden  ist,  hat  durch  vorstehend  genannte  Bio- 
graphie einen  neuen  wertbvollen  Beitrag  zur  mathematischen  Literar- 
geschichte Italiens  geliefert.  Beide  Arbeiten  hängen  insofern  sachlich 
zusammen,  als  Mal  fatti  ein  intimer  Freund  liorgna's  war  und  folg- 
lich da,  wo  von  Letzterem  gehandelt  wurde,  selbst  vielfach  citirt  werden 
musste.  Zur  Lebensbeschreibung  Helber  standen  dem  Verfasser  vier 
Quellen  zu  Gebote:  ein  Nekrolog  von  Venturoli  von  1811,  ein  ano- 
nymer vom  1807,  ein  Elogium  von  Bernardi  und  ein  aus  der  Zeit 
der  bayrischen  Herrschaft  über  das  Trento  stammendes  Manuscript 
Antonio  So  ini  's,  G\  niuasialrectors  von  Ala.  Zudem  hat  Herr  Pizzini 
den  in  seinen  Händen  befindlichen  handschriftlichen  Nachlass  Mal- 
fatti's  zur  Uisposition  gestellt.    Johann  Franz  Joseph  Malfatti 
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war  zu  AU  am  26.  September  1731  geboren,  beaachte  <1ar  Jesuiteii- 
collogioni  an  Verona  und  widmete  ateh  apiUer  den  mathematischen 
Studien  an  der  Universitftt  Bologna  unter  Biceati's  einsichtsvoller 
Leitung.  Der  Marchese  Bevilacqua  bot  ihm  die  Mittel,  sich  zu 
Fermra  in  gesicherter  Stellung  lediglich  seiner  Wisseuschaft  hingeben 
an  können,  und  dleae  Stadt  verliess  er  denn  auch  nicht  mehr  bis  zu 
aeinem  Ende,  indem  er  an  der  von  Clemens  XIV.  daselbst  wieder  iua 
Leben  gerufenen  Hochscbnle  die  Profesanr  der  höheren  Mathematik  ver- 
trat und  alle  Berufungen  —  s«>  z.  "B.  nach  Perugia  oder  Venedig  — 
bescheiden  zurUckwieR.  Sein  Tod  erfolgte  am  9.  October  1807;  er  war 
damala  Mitglied  der  Akademien  von  Bologna,  Turin  und  Mantun,  sowie 
der  von  Lorgna  gegründeten  italienischen  SocietAt.  —  Malfatti's 
.  Eratlingsarbeit  vom  Jahre  1758  behandelt  die  biquadratischen  Gleichungen; 
eine  Weiterbildung  der  dort  angedeuteten  Ideen  entbilt  die  1771  an 
Siena  erscbienene  Abhandlung  Uber  die  allgemeine  Auflösung  algebraischer 
Gleichungen,  apeciell  derjenigen  vom  fünften  Grade.  Brioachf's  Ver- 
dienet  ist  es,  anf  die  Bedeutsamkeit  dieser  Untersuchnngen  nnd  ihren 
Zusammenhang  mit  der  Theorie  der  elliptischen  Functionen  hingewieaen 
zu  haben. Noch  kurz  vor  seinem  Tode,  1807,  kam  er  anf  diesen 
Gegenstand  zurück,  indem  er  seine  fiesnltate  gegen  die  seitdem  von 
Kuffini  aufgestellten  Behauptungen  von  der  Unlösbarkeit  höherer 
Gleichungen  zu  vertheidigen  suchte.  Die  „neue  italienische  Encyklo- 
pädic"  enthält  einen  interessanten  zahlentheoretischen  Artikel  Malfatti's 
Über  das  Lottospiel.  Angesichts  des  hohen  analytischen  Talentes, 
welches  er  stets  entfaltete,  und  angesichts  der  damals  allseitig  der  Analysis 
eingeräumten  snperiomn  Stellung  ist  doppelt  hoeb  die  Liebe  und  das 
Gesehiek  anzuschlagen ,  womit  Jener  seine  rein  •  synthetischen  Unter- 
suchungen ins  Werk  setate.  Auf  diesem  Wege  stellte  er,  was  D*A1  ero- 
bert eigenthttmlicherweise  nicht  go^'lückt  war,  die  IdentitHt  der  sogenann- 
ten Cassini-Cnrve  mit  der  durch  Fagnano  berühmt  gewordenen 
Lemniskate  nnd  mit  Bonati's  „isochronischer  Curve"  fest.  Er  gab 
eine  neue  Lösung  des  von  Pappus  vorgelegten  Problemes,  welches  wir 
mit  dem  Namen  Ottajano's  zu  belegen  gewohnt  sind  und  welches 
später  Poncelet  durch  projectivische  Behandlung  und  Bellavitis 
durch  seinen  Aequipollenzencalcnl  zum  grösstraöglichen  Grade  von 
Allgemeinheit  erhoben.  Weitaus  am  berühmtesten  aber  machte  ihn  seine 
Behandlung  der  sterentomischen  Aufgabe,  in  ein  dreiseitiges  Prisma  drei 
Cylinder  von  grösstem  Kubikinhalt  einzubeschreibcu ,  welche  Fassung, 
aus  dem  Stereometrischen  ins  Planimetrische  Ubersetat,  eben  das  eigent- 

*  Wer,  ohne  direct  üul  die  Quelle  zurückzugehen.  Näheres  über  Malfatti^s 
Idee  an  erfahren  wtinseht,  kann  den  Aaftats  Granert*s  „Ueber  die  TkMwfor- 
matioaamethoden  von  Jerrard  nnd  Malfatti  im  46.  Bande  seines  Archivs  ver- 
gleiolien. 

Hintt.A>mfr<.giimht.titott.B.nffcXmi ».  & 
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lieh  sogenAante  berühmte  Mal fatti 'sehe  Problem  enthält.  Die  originale 
Erledigung  wird  in  extenso  mitgetheilt  und  eine  kurze  Geschielite  der 
spiteren  Lösnngea  und  Verallgemeinerangen  dtnm  geknttpft. 

Herm  Biadego  sind  wir  aveh  für  die  drei  nmfkngUchen  Anhinge 
IQ  seiner  Biograpbie  in  Dank  verpüielitet,  rou  denen  sn  beiieiiten  unsere 
nnnmelirige  Pflicht  ist. 

1«.  Oatalogo  dei  tavori  di  Gianfraneegeo  MMfatH,  8.  888— S87. 

Enthält  3  Sejiaratdrucko ,  IK  Ablmudlungen ,  die  im  6.  Hände  des 
„Bullettino"  verötVentlichte  ('orrespondenz  mit  Lorgna  und  an  un^'c- 
druckten  Schriftstücken  einen  „Tractat  von  den  Kt'gtdi>clinittcu  uud 
Oertern"  und  eine  Briefsammluugi  welche  demnächst  zur  Sprache  kom> 
nieu  wird. 

17.  CaJtüiOfo  di  lawri  nksUvi  al  problema  di  Müfatti,  S.  88B— Mt. 

Eiine  werthvoUo  Ergänzung  der  bekannten  Schrift  von  A.  Witt- 
stein, werthToH  besonders  deshalb,  weil  die  Znsammenstdlnng  bis  aef 
die  allemeneste  Zeit  fortgesetzt  ist.  Trotz  seines  höchst  anerkennens» 
werthen  Fleisses  ist  jedoch  dem  Verfasser  eine  sehr  zu  beachtende  Pi^cc 
entgegangen,  nämlich  der  im  55.  Bande  des  „Archiv  d.  Math.  n.  Phjs.** 
abgedrockte,  durch  antike  Strenge  ansgezeiclmete  Aufsatz  Mendtbal's: 
„Geometrisclier  Beweis  der  S teiner*schen  Constmction  anr  Lösnng  des 
Malfatti'scben  Problems*'. 

18.  Lmm  iineäiiU  di  Gimfirmeeaeo  MalfatH,  8. 88S-480. 

Von  den  hier  mitgetbeilten  Privatbriefen  richten  sich  67  an  Lorgna, 
9an  Tiraboschi,  2an  Oalvagni,  je  einer  an  Mglvezzi  und  Hagnoli. 
Gewähren  letztere  mehr  nnr  ein  literarhistorisches  Interesse,  so  ist  die 
scientifische  Bedeutung  des  Briefwechsels  mit  Lorgna  nm  so  htfher  tn 
stellen.  Wir  heben  einige  der  wichtigsten  Stflcke  ans.  Im  fünften 
Briefe  widerlegt  Malfatti  eine  der  bekannten  gewagten  Behauptungen 
Lorgna's,  welcher  alle  Zahlenreihen  als  durch  die  Riccati 'sehe  Metbode 

nnsnmmirbar  erklArt  hatte,  deren  allgemeines  Glied  die  Form  habe, 

ohne  dass  p  und  q  Glieder  der  nämlichen  arithmetischen  Progreesion 
wären.  Uass  dies  falsch,  thnt  er  einfach  durch  den  Hinweis  auf  folgende 
Identität  dar: 

J_  4- _L_  4.  _1_  4.      _  iSr   1  Vf   ,    7^  1. 

3.8"^  6. 12"^  9. 10  1.2"^  2.3*^  3. 4"*"*** 

Nr.  11  und  12,  welche  sich  mit  Lorgna^s  geistvoller  und  doch  unrealisir- 
barer  Idee  beschäftigen,  die  Lösnng  des  irredncihlen  Falles  auf  die 
Integration  gewisser  Diiferontialgloichungen  zu  begründen,  sind  Ten 
Herrn  Biadego  bereits  frUlier  edirt  worden;  thoil weise  gilt  dies  anch 
▼on  13  und  14.   Ans  Brief  16  erfahren  wir,  dass  Giordano  Biecati 
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iriehtige  Ezpeniiiente  in  der  XSaitieititBlebre  angeitellt  liat  vnd  dahin 
gelangt  nt,  dni  Oeiets  der  mit  der  Ablenkung  wadiienden  Elasticitit 
einer  gespannten  Seite  dareh  eine  Hyperbel  swisehen  ihren  Asymptoten 
damsteDen.  Als  «nfifollig  iit  die  ana  dem  18.  nnd  19.  Biielb  hervor- 
gehende Thatiaehe  an  Termerken,  dasa  aelbat  Leute,  wie  der  eine  der 
Grafen  Rieeati,  die  Bedeutung  der  mathematiaehen  Symbole  sieh  so 

wenig  zu  eigen  gomacht  haben,  um  O.J/  — 1  für  eine  von  Null  ab- 
weichende imaginäre  Grösse  zu  erklären!  Nicht  minder  wird  für  die 
Geschichte  der  höheren  Analysis  Formulirung  uud  üehaudlung  der  das 
dreizehnte  Schreiben  erfüllenden  Aul'gabc  Interesse  bieten,  ans  der 
Gleichung 

//  -  |/2  /•  .r  —     4"  '*  ^''C  * 

heraus  r  in  die  Form  f,T.i/)  zu  bringen.  lirief  33  beschäftigt  sich  mit 
der  Aufgabe  der  Wahrsclioinlichkcitsrcchnnng,  für  drei  Ereignisse,  liir 
deren  Eintritt  gcwisso.  günstige  Falle  gesetzt  sind,  ^,fi'rniii>  nudio  pruha'iile^'^ 
außzninitteln ;  F>rief  36  lehrt  die  Constrnction  einer  transsccndenten  Curve, 
deren  (tleichung  in  den  uns  geläufigen  Polarcoordinaton   diese  wäre: 

r-simaj'^   ^af  ein  anderes  Qebiet  nthrt  Brief  39,  in  welchem  gegen 

acp 

die  von  Lambert  seiner  „Photometrie"  zu  Grunde  gelegten  Hypothesen 
polemisirt  wird.  Ein  ganz  neues  Licht  auf  die  Schwierigkeiten  und 
inneren  Widersprüche  der  damals  üblichen  Reilienlehre  wirft  der  vier- 
zigste Brief.    Euler  hatte  gefunden,   dass  der  convergirenden  Reihe 

11.11 


4  -3-4  +  Sf4  '2:3-4+"  -  entspieehe;  Mal- 

f  atti  giebt  der  Reihe  dnreh  Zusammenfassung  je  zweier  Glieder  die  Form 

('"i'^'O"^  iö:5"'"i8:8 

und  findet  jetst  den  Werth  od.  Er  bittet  Lorgna,  ihm  AufUlrung 
aber  das  gefundene  Paradoxon  au  yersehaffen.  Dasu  bitte  aber  jeden- 
falls  eine  schärfere  Auffassung  der  Begrilfe  von  Oonvergens  und  Diver- 
gens  gehört,  als  sie  Lorgna  selbst  au  Gebote  stand;  darttber  klirt  uns 
völlig  Brief  46  auf,  in  welchem  Half  atti  dem  Freunde  dessen  ungenirte 
Rechnung  mit  unendlichen  Grössen  urgirt.  Brief  52  enthiUt  die  schon 
berührte,  hSehst  elegante  Auflösung  des  O  ttaj  an  o- Problems,  tou  dem 
Papp  US  ledigUeh  einen  Specialfall  in  Betracht  gezogen  hatte  (vgl. 
Ohasles-Sohncke,  Geschichte  der  Geometrie,  8.341).  Schliesslich 
ist  noch  die  in  Nr.  67  angefahrte  Reihe  bemerkenswerth,  durch  welche 
gans  allgemein  jede  trinomische  GMehung  beliebigen  Grades  gelöst 
werden  soll. 

Die  Briefe  dienen  im  Wesentlichen  nur  aur  Bekriftigung  des  Ein- 
druckes ftber  die  Persönlichkeit  Half  atti  *8,  den  man  schon  aus  der 

6* 
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Leetllr«  der  Biographie  mit  fortgenommen  bat.  £s  Hegt  tot  uns  ein 
Bfillea,  bescheidenes  und  barmoDisehea  Gelebrteoleben ,  in  engen  Kreise 
einer  italienischen  ProWnaialstadt  sich  abspielend  nnd  doeb  in  stetem 
Contact  mit  dem  Finge  der  gerade  damals  so  pifttalieh  nnd  hoch  sich 
anfschwingenden  Wiasensebaft. 

19.  Goffredo  Friedlein.  Necroiogia  del  Dr.  Maur t zio  Cantor,  übersetzt 
▼OB  Alfonse  Bparagna,  8. 6S1~5M. 

Uebertragen  ans  dictser  Zeitschrift  20.  Jahrg.,  Hist«-1it  Abtheil. 
S.  109  fl^.    Beigegeben  ist  eine  Ueberschau  sftmmtlicher  erschienener 

Nelcrologp. 

20.  Catalogo  dei  lavori  del  Dr.  Goffredo  Friedlern,  S.  530—553. 

10  selbststttndige  VertfffentUchnngen,  53  Zeitschrift  •  Artikel  nnd 
Kritiken. 

21.  J.  J.  Abria  H  J.  Hoüel,  Notke  mr  la  vie  et  leg  iravaux  de  Vtetor- 
AmitUe  he  Beegue,  CorreepotuUmt  de  VlndUhä,  Profemeur  hm»omire  ä  Is 
faeuUi  du  edeneee  de  Bordemue,  8. 664—566. 

Der  wackere  Veteran  der  Zahlentbeorie  ist  am  10.  Jnni  1875  n 
Pan  in  einem  Alter  Ton  83 Vg  Jahren  heimgegangen,  nnd  swei  seiner 
Collegen  widmen  ihm  diesen  durch  die  nachher  an  nennende  Selbst- 
biographie ergKnaten  Naehmf.  Ursprllnglicb  Soldat,  nahm  Le  Besgne 
eine  Hanslehreratelle  in  Einglaad  nnd  Rnssland  an  nnd  lebte  dann  seit 
1830  als  Lehrer  in  Tersohiedenen  Stidten  Frankreichs*  in  Nantes,  Epinsl, 
Nenfschatean.  Im  Jahre  1838  erhielt  er  die  Professnr  in  Bordeanx,  die 
er  bis  an  sein  Ende  bekleidete,  obsehon  er  daswisoben  wieder  Tielfsefa 
seinen  eigentlichen  Anfenthaltsort  wechselte.  Seine  enorme  Wissenschaft^ 
liehe  Regsamkeit  bethitigte  sich  fast  exdnsir  im  Gebiete  der  hSherea 
Zahlentheorie  nnd  ebenso  ansschliesslich  in  knrsen  Abhandinngen;  Ten  ' 
grosseren  Publikationen  sind  nnr  an  erwfthnen  „Bxerdeet  tPtmalifee 
numdrigu^  nnd  ^tlninduelkm  ä  Is  iMorie  de$  nomkre^*  —  letsteres  fieiBoh 
nnr  ein  Torso. 

22.  Catalogtte  des  travaiKv  de  V.  A.  Le  Besgue,  8.  656—  678. 

AuBscr  jcnoii  zwei  Büchern  und  zwei  bandschriftUch  nachgelassenen 
Arbeiten  noch  121  Nummern. 

SS.  NoUet  8ur  les  prine^^tmx  traeau»  de  V,  A,  Le  Betitu,  ridigie  jfeiit  hd^ 

mime,  S.  574-582. 

Der  Verfasser  beabsichtigte  im  Jahre  1860,  nm  den  Posten  eines  ' 
wirklichen  Akademiemitgliedes  Dachzasucben ,  leistete  aber  mit  der  ihn  i 
eigenen  Schüchternheit  spftter  anf  seinen  Plan  Verzicht.  Die  gedringte  ^ 
Skiase,  welche  er  hoi  diesem  Anlass  von  seinen  scientifischen  Leistungen  | 
entwarf,  liabcn  wir  hier  Yor  uns.  —  Die  aphoristischen  Andeutnngen 
Ober  die  allerwichtigsten  Fragen,  so  i.  B.  Uber  die  Oongmeni  Grades, 
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fkhpv  «lio  Aaflösang  von  Olcicliungcn  mittt^lst  Kottfiibriichon  etc.  etc., 
sind  allnrdings  nar  für  Umi  lirauchbar,  der  Le  B'bsgue's  Untei-8uchuiigun 
8pfH;iolI  Stadiren  will,  dann  aber  auch  von  nm  so  höherem  Wertlie,  weil 
die  Notisen,  wie  Herr  lloilel  bemerkt,  die  nicht  selten  sieb  findenden 
UDToHkomnenheiten  der  Dwstellang  beseitigen  können. 

24.  V,  A.  Le  Bague,  IfcUs  9wr  lea  opuseules  de  Leonard  de  Fise,  Ü.  688 
bis  694. 

Jler  Herr  Heraasgeber  des  „Bnllettino**  hat  sieh  das  Verdienst 
erworben,  dnreh  diesen  Abdruck  ein  interessantes  ojyus  potthumum  Le 
Besguo'ti  zugänglich  an  maehen.  Zn  diTersen  Problrai^a  Leonardo 
Fibonaect*s  ans  der  bestimmten  nnd  noch  mehr  ans  der  nnbeatimmten 
Analysis  giebt  Jener  die  LSsnngen  und  Determinationen  in  dem  Sinne, 
wie  er  dnreh  die  moderne  Wissenschaft  gefordert  wird. 

S6.  Prophalii  Judaei  MotU^^eseulani  Massiliensis  (a.  13(K))  prooemum  «n  alsM- 

uarh  adhnc  iueditum  r  prraionihwt  (fua&u>'  antiquis  (altera  t/uoque  inter- 
jHjlata)  nryi  cum  textu  hehniic<>  e  manuscriptis  jtrimum  edidit ,  f>tMmque 
veraioneni  iatinain  verbaieia  aäjecit  Mauritius  Steinschneider,  S.  695 
bis  «14. 

Prophatius  (eigentlich  Jakob  ben  Machir)  von  Montpellier 
zäliltc  als  Polyhistor  nnd  speciell  auch  als  gründlicher  Kenner  der 
Mathematik  zn  den  berühmtesten  jüdischen  Gelehrten  seiner  Zeit  (gest. 
1307  oder  1309).  Abgesehen  von  vielen  Uebersetzungen  aus  dem 
Arabischen ,  die  vorwiegend  astronomische  Bücher  betreften ,  stammt  aus 
seiner  eigenen  Feder  die  ausführliche,  16  Capitel  erfüllende  Beschreibung 
des  .Jüdischen  Quadranten'*,  eines  von  ihm  erfundenen  Instrumentes, 
sowie  ein  ewiger  Almanach,  d.  h.  eine  astronomische  Tabelleasamralnng 
in  bebr&ischer  Sprache.  Hiervon  existiren  sieben  CodicM.  Von  dem 
^jtrooemktm^  dieses  Tafelwerkes  nun  bat  man  eine  weit  grössere  Anzahl 
lateinischer  HandsebrilWn,  von  denen  nnr  eine  die  wortgetrene  lieber- 
setzang  bietet,  während  neun  eine  mehr  oder  weniger  xniatsreicbe  Para- 
phrase enthalten  und  flUi&ehii  w^tere  als  ^^eoäieet  Ateertf**  aufgeführt 
werden  mussten.  Mitgetheflt  wird  dann  die  eigene  Textwiedergabe 
Steinsebnaider*s,  eine  alte  Ueb«netsnng,  die  Paraphrase  nnd  das 
Original.  Saehlleh  ist  aus  dieser  Einleitung  die  Bemerkung  des  Pro- 
p  bat  ins  tou  Bedeutung,  dass  die  Tafeln  des  Talmi  (Ptolemaeus)  gar 
mehts  mehr  lösten  kSnnten,  wohl  aber  diejenigen  dee  weit  späteren 
Zarkali,  an  die  er  seine  eigenen  ansebliesse. 

Wir  dürfen  also,  daArJsacliel  ein  eitriger  Anliäuger  der  sogenann- 
ten Trepidationstheorie  war,  ein  Gleiches  auch  wohl  von  Prophatiuä 
erwarten. 

M.  C.  K.  SediUot,  Lettre  ä  D.  B.  Baneompeigiu  mtr  la  vie  et  lee  tranmoB  de 
M,  Lome  Amäie  SidiOat,  a  649-M6. 
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Der  zweite  Vertreter  der  utu  die  Geschichte  unserer  WissetisLhatt 
80  hoch  verdienten  Familie  Södillot  ist  am  2.  Deceniber  1875  von 
hinnen  geschieden  und  sein  Bruder  widmet  ihm  ein^n  warmen  Nachruf. 
Als  Sohn  jenes  J.  J.  Sedillot,  bei  dessen  Tod  Alexander  v.  llum- 
boldt  die  wahren  Worte  8})raeh :  ,,er  werde  von  der  Mathematik  und 
von  den  orientalischen  Sprachen  gleichrnJissig  betrauert'*,  am  23.  Juni 
1808  zu  Paris  geboren,  lehrt»*  er  seit  einer  langen  Reilie  von  Jahren 
die  Geschichte  au  verschiedenen  CoUegien  seiner  Vaferhtadt  und  wandte 
sich  mit  Eiter  und  Ertblg  der  von  seinem  Vater  culti\  irten  Specialdisci- 
plin  zu.  Seine  vorzüglichsten  Schriften  werden  antgezählt ;  ausserdem 
wird  einiger  anderer  wichtiger  Arbeiten  Erwähnung  gethan,  so  der  Unter 
suchung  der  platonischen  Spirale,  heiner  Uebeisetzung  der  y^Cannus  'j>Jo- 
mctriques''  von  Hassan  ben  Ilaitliem  u.  A.  Natürlich  ist  auch  der 
anerquickliche  Streit  über  »dne  Stelle  des  Abnl-\V;"if'a  nicht  vergessen 
worden,  den  Libri  jirovcnirte.  Der  kurze  Autsatz  schliefst  mit  der  tief 
empfundenen  Grabrede,  welche  der  /.eilige  Director  des  ,,C()Ut'g''  de 
Franc€*\  Labonlaye,  einem  seiner  tüchtigsten  Professoren  gehalten  hat.* 

27.  B.  Boneompagni,  Ctttätogo  dei  Umri  di  Lmffi  JmOio  SMOM^  8.  MI 
bis  700. 

Dieser  Catalog  hat  den  Vorzug,  nebenbei  auch  noch  alle  bei  Leb« 
Seiten  des  Verttorhenen  pabliciiten  biographischen  Artikel  über  denselben 
genau  anzugeben.  Es  sind  deren  nenn.  Selbst  veröffentlicht  hat  Sedil- 
lot 17  Schriften  von  zum  Theile  äusserst  heterogenem  Inhalt  nnd  95 
kleinere  Abhandlungen  für  Zeitschriften  und  akademische  Repertorien. 
Ungedmckt  fanden  sich  in  seinem  Nachlasse  zwei  Noten  über  die  von 
ihm  mit  so  viel  Eifer  ventilirte  Geschichte  der  dritten  Mondungleicb- 
bdt  vor,  welche  ursprünglich  für  die  Pariser  Akademie  bestimmt  ge* 
wesen  waren. 

'  88.  Mautigio  Cantor,  Sulla  mriomUtA  dd  Ooptmim,  «beiMtst  von  Alfonse 
Sparag&ai  8. 701—716. 

Dieser  Artikel  ist  eine  von  Anter,  Uebeieetser  und  Hemnsgeber  mit 
ZisXtMn  versehene  Uebersetsnng  des  in  der  Beikge  inr  „  Allgeos.  Zeitnng** 
vom  1.  Angost  1876  verttffentUehten  JRefemtes  Ober  die  nenesten  Ergeb- 
nisse der  CopernienS'Forsehnng.  Es  werden  sorgfllltig  die  Gkfinde 
abgewogen,  welebe  von  den  Eünen  ftlr  die  germnnisebe,  von  den  Anderen 
für  die  polnische  Abstammung  des  Beformators  geltend  gemaebt  worden 
sind,  Letntere  Innfen  gewöhnlich  auf  die  drei  Pnnkte  binans,  dass  der 
Name  Co  pernio  dentlieb  die  slaviscbe  Wnrsel  erkennen  lasse,  dass  sein 
Vater  ein  Pole  von  Nation  war  nnd  .dass  seine  Vaterstadt  (Tbom)  nnter 


*  Es  gerächt  ans  zur  Freude,  constatiren  zu  können,  dass  anf  gewiiM 
extreme  Doctrinen  des  Terdienton  Mannes  über  die  Stellung  der  Araber  su  i 
Yölkeni  gar  nicht  weiter  eingegangen  worden  ist 
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poteitelier  ObnltoliiiiMigkmt  gestanden.  Dm  Entern  iKiit  tidi  nvn 
dnreliMte  niebt  mit  Sicherheit  erweisen,  denn  nicht  einmal  die  Endsilbe 
„nie"  ist  ganz  sicher  eine  slavische  und  noch  viel  weniger  das  Stamm- 
wort „copper"  (Kupfer).  Der  Vater  Nicolaus,  hatte  sich  allerdings 
erst  1462  in  Thorn  niedergelassen  und  vorher  sein  Domicil  in  Krakau 
gehabt;  allein  das  Krakau  der  angehenden  Neuzeit  war  eine  fast  rein 
deutsche  Stadt,  blühend  durch  deutsche  Kunst  und  Wissenschaft  —  man 
denke  an  den  grossen  dort  gebürtige»  Künstler  Veit  Stoss.  Und  was 
die  Stellnng  Thorns  als  einer  polnischen  Stadt  anlangt,  so  ist  ja  bekannt, 
dass  deren  Bürgeri  lediglich  um  der  Herrschaft  der  preussischen  Ordens- 
ritter zu  entrinnen,  sich  in  ein  sehr  platonisches  A bhftngigkeiteverhJUtiiiss 
tut  Krone  Polen  begaben  und  trot«  aller  Annexionevemiehe  ibren 
deutschen  Cbarakter  tren  %vl  bewabren  verstanden.  Soweit  war  nur  von 
der  Vergangenheit  des  Coporniens  die  Kede.  Um  ihn  aelber  nie 
polniaeben  Patrioten  hinansteUen,  mnisten  fünf  weitere  Momente  her* 
balten:  Er  habe  In  Krakan  ttndirt,  aelne  Obeervationen  etat»  snf  den 
Kiakaner  Meridian  belogen,  die  Mflnsrefom  aeiner  Vaterstadt  gefördert, 
lein  I>oincapitel  hn  Stielte  mit  dem  dentachen  Hoehmeiater  nntecttflst 
nnd  —  last  aol  lMf<  —  als  Pole  in  daa  Matrikelbneb  von  Padna  aleb 
dgenbilndlg  eingeseiebnet.  Die  HinfUligkeit  dieser  Sebeingrilnde  wird 
angebend  naebgewieaen.  Speolell  betreffii  des  fttniten  Argumentes  wiid 
bervorgeboben,  dass  der  Historiker  Papadopoli,  auf  den  man  sieb 
hnmer  an  berufen  pflegt,  nicbi  den  nnndesten  Olauben  Tevdiene,  dass 
dagegen  die  neuesten  Forsebungen  Malagola*s  (s.  o«  13)  es  auaser  allen 
Zweifel  gesetzt  haben,  welcher  Nationalitit  sich  Copernicns  angerechnet 
wissen  wollte.  Speciell  hat  Malagola  in  jenem  Register  den  Namen 
iu  der  urdeutaehen  Form  „  K  opfern  ick''  geacbrieben  gefunden.  — 

„Wer  Vieles  bringt,  wird  Jedem  Etwas  bringen'*,  so  könnte  mit 
allem  Beebte  die  Derise  des  reicbbaltigen  Bandea  lauten,  yon  dem  wir 
voratebend  eine  SebOdemng  au  geben  versucbten. 

Ansbaeb.  Dr.  8.  GOvraan. 


Oniikdriss  der  Dioptrik  geschicbteter  LinsensystenMi  Mathematische 
Einleitung  in  die  Dioptrik  des  menschlichoa  Auges  von  Dr.  Luowio 
Mattbikssbm,  ord.  Professor  der  Physik  an  der  Universität  au 
Rostock.   Leipaig,  B.  O.  Teubner,  1877.   276  S. 

Wie  der  Verfasser  in  dem  Vorworte  angiebt,  waren  es  besonders 
drei  Beweggi-üudc,  die  ibn  sur  Abfassung  nnd  VerdiFentUehnng  dieses 
Bucbes  flibrten:  1.  Die  Kettenbrtfobf^notionen,  durch  welche  Gauss  die 
Orte  der  Oardiualpunkte  eines  dioptriseben  Systemes  finden  lebrt,  in 
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clciuentaier  Daibtelluug  einem  grösscKMi  wisseiischaltliclicn  l'ubliktun 
zum  Vcrstäiidniss  zu  bringen  und  liierdiirch  dio  Dioptrik  dos  Auges 
einer  gcnancron  und  eingehenderen  13cliandlniig  zuzuführen,  alb  8(dchc 
namentlich  ohne  Berücksichtigung  der  Bchicluung  in  der  Kr>  slHlIlinsc 
möglich  ist;  2.  die  Kcnntnisa  über  die  BrecliungsindiceH  der  ilüssigea 
Augeninodion  sowohl,  wie  der  HÄute  und  »Schichten  der  KrystalUinsc 
durch  neue  Messungen  zu  erweitern;  3.  die  Gewinnung  von  Integralen 
«ur  Bestimmung  der  Cardinalpunkte  eines  Synteines  von  continuirlicli- 
variablem  BrcchoogBindex  und  ihre  AaweoduQg  auf  die  geschichtete 
Krystalllinse. 

Dem  Inhalte  entsprechend,  ^erfTillt  der  Grundriss  in  zwei  Haupt- 
abschnitte: in  die  Dioptrik  geschichteter  Linsensystenu'  (§§  1 — 39,  S.  1 
bis  132)  und  in  die  Dioptrik  des  menscblicbon  Auges  ^§§40— ÖU,  Ö.  133 
bis  276). 

Die  Dioptrik  eines  Linsensystemes  ist  seit  (iauss  und  unter  Zu- 
grundelegung der  von  ihm  eingeführten  Nähetungen  (Gegenstand  zahl- 
reicher Bearbeitungen  geworden ,  wie  auch  aus  dem  vom  Verfasser  am 
Schiasse  seines  Buches  gegebenen  Literaturverzeichnisse  hervorgeht,* 
nnd  zwar  basiren  viele  derselben  theils  auf  den  elementarsten  Hilfs- 
mitteln der  neueren  Geometrie ,  theils  auf  elementaren  analytisch  -  geo- 
metrischen Metboden.  Die  letztgenannten,  die  C.  Neu  mann  in  seiner 
bekannten  Schrift:  ,,Die  Haupt-  und  Brennpunkte  eines  Linseasystenis" 
mit  gewohnter  Meisterschaft  handhabt,  hat  auch  der  Verfasser  in  dem 
vorliegenden  ( irundrissc  zur  Anwendung  gebracht,  ist  aber  insofern 
weiter  gegangen  alt;  andere  Autoreu,  als  er  der  Kntwickelung  von 
Formeln  zur  Bestimmung  der  Hauptpunkte  und  Brennweiten  eine  viel 
cinge)>endere  Behandlung  angedoihen  lasst,  als  es  in  elementaren  Theorieu 
sonst  der  Fall  zu  sein  l>flegt.  Hierin  erblicken  wir  auch  den  Haupt- 
werth, welchen  der  erste  Hauptabschnitt  gegenüber  verschiedenen,  der 
Form  nach  vielleicht  vollkommeneren  Darstellungen  des  Gegentitan  des, 
behaupten  darf. 

Nach  einigen  einleitenden  Bemerkungen,  betretend  die  einzuführoö- 
dcu  Näherungen,  dio  Gesetze  der  Brechung  und  Reflexion,  betrachtet 
der  Verfasser  zunächst  die  Brechung  an  einer  KugelflÄche.  Diesem 
ersten  Abschnitte,  der  Grundlage  des  Folgenden,  hätten  wir  eine  über- 
sichtlichere Anordnung  und  ctvsns  mehr  Kürze  gewünscht.  Unserem 
(  JefUhlo  nach  verweilt  der  Verfasser  hier  wie  auch  im  folgenden  Abschnitte 
zu  lange  bei  speciellen  Ffillen  und  geht  in  dem  Bestreben,  immer  wieder 
mit  co^jagirten  Axeupuukten  die  Darstellungen  zu  begiuueu,  etwas  XQ 


*  In  diesem  verniisbteu  wir  u.  A.  dM  vonflgliche  Schriftchen  von  Prof. 
Felir«'  Casorati:  Alcuni  gtrumertti  topogrnfici  a  rtfief^ity»*-  e  Ic  proprieth  car- 
diiiali  dei  vmnoechüüi  anehc  «ton  cciünUi.  Milano,  (iim^^  Bemardoni,  l'Bß^- 
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weit.  So  konntou  nnseres  Enichten.s  dunli  iriilier«  Betrachtung  coiijii- 
girter  Ebeniu  und  häufigere  Benutzung  ihrer  lOigcn^chaficn  hier  und 
»pSterhin  nicht  unwesentliche  Vereinfachuugon  erzielt  werden.  Auch 
einige  Ungenauigkeiten  und  Unklarheiten  im  Ausdrucke,  wie  z.  B.  dat>B 
Tnakto  der  Wellenfläche  in  demselben  Augenblicke  „gleiclie  ^chwingungH- 
richtnng  oder  Phaue"  besitzen;  die  Erklärung  der  Möglichkeit  von 
Strahleukegel  mit  blos  geometrischem  (nicht  physischem)  Stralilpuakte 
(§3);  die  Behaaptong  auf  Seite  4,  dass  die  Gleiohiuig 

swiieben  den  AmpIHndeii  de«  eiDfallenden,  refleotirtao  vod  gebrochenes 
Slnhles  der  Ansdraek  fllr  das  Prmeip  Ton  der  ErhattaDg  der  lebendigen 
Kraft  sei;  der  anf  8.  23  nnd  24  nochmals  gegebene  Beweis  Ton  der 
CoDTergens  der  gebrochenen  Strahlen  in  einem  Punkte  mittels  des  Satses 
▼on  den  Ordinaten  cnnjngirter  Strahlen  in  den  Brennpunkten,  der  ohne 
Weiteres  doch  nur  für  Strahlen  in  einer  Axenebene  richtig  ist  n.  dgl.  m* 
hätten  sich  wohl  leicht  vermeiden  lassen. 

Mit  §  14  wird  übergegangen  zu  einem  Systeme  brechender  ceutrirter 
Kngelflächen,*  flir  ein  solches  System  die  10  Cardinalpunkte  von  Gauss, 
Listing  und  Töpler  eingeführt,  die  auf  sie  bezüglichen  Abscissen- 
gleichungen  conjngirter  Punkte  aufgestellt  und  mit  Hilfe  der  Cardinal- 
punkte die  (^onstniction  von  conjugirten  Strahlen  und  Punkten  auf 
sieben  verschiedene  Arten  gezeigt.  Für  die  bekannte  Beziehung  zwischen 
den  beiden  Brennweiten  giebt  der  Verfasser  mehrere  Ableitungen :  die 
Helmholt //sehe,  der  drei  andere  etwas  modificirte  folgen,  nnd  die 
Nen  mann 'sehe.  Hierauf  folgen  die  Methoden  nr  Bestimmung  der 
Haupt-  nnd  Brennpunkte.  Hervorzuheben  wftren  namentlich  die  in  §§  23, 
25  nnd  26  aofgestellten  Formeln  zur  Bestimmung  der  Entfernungen  der 
Brennpunkte  Ton  den  Grensflichen  des  Sjstemes,  für  die  Brennweiten 
belogen  anf  die  Hanptebenen  nnd  fBr  die  Orte  der  Hauptpunkte.  Die 
in  den  Formeln  auftretenden  OrOssen  sind  stoimtlidi  darstellbar  als 
Olieder  eines  und  desselben  Kettenbmches,  wodurch  die  Berechnung 
eine  sehr  ttbersichtUche  und  gleichförmige  wird.  Für  das  Yerhftltniss 
der  Ordinaten  conjugirter  Punkte  werden  weiter  Ausdrucke  aufgestellt 
ohne  SSnhili^nahme  der  Cardinalpunkte,  die  also  direct  aus  den  Daten 
des  Sjstemes  berechnet  werden  kennen  und  auf  diese  Ausdrücke  neue 
Hetlioden  sur  Bestimmung  der  Osrdinalpunkte  gegründet.  Auf  einige 
merkwflrdige  Relationen  swisehen  den  Abseissen  von  Object-  und  letztem 
Bildpunkte  und  den  Abscissen  der  zwischenliegenden  Bildpunkte  (S.  90 
bis  93)  soll  hier  noch  hingewiesen  werden.  Die  constructive  Bestimmung 
der  Cardinalpunkte  nach  Keusch,  Betrachtungen  über  die  List i  ng'schen 

'  *  Der  zweite  Al^autz  dieses  Paragraphen  ist  wühl  so  allgemein,  wie  o»  dur 
Text  behauptet,  nicht  richtig. 
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■ayroptotiaeheii  Paukte,  Uber  die  WifktiBfeii  Tersehiedeoer  Lineenerten  ! 
and  ttber  AplanAtitmas  and  AebionwCifnni  beseblietiea  den  enteo  ' 
Haapttbeil. 

Der  sweite  Henpttheit  nafaest  «mtbenurtiMbe  «nd  die  Beiolteie 
experimenteller  Unteieaebnngen.  In  letsterer  Besiebang  trSgt  der  ye^ 
fasser  ein  sebr  reicbes  and  wertb^olles  Material  msoninien  SOVOld  SM 
fremden,  wie  ans  eigenen  lablreieben  iSeetimmangen  der  Bi«eliangf> 
exponenten*  der  Aagenmedien,  speeiell  der  Bebieb«en  der  KiystaO- 
linse  des  menseblicben  Angee,  wie  aoob  mebrerer  Tliienagen.  Der 
Zonabme  der  Breebangsesponenten  der  Sebiebten  gegen  deo  innentea 
Kern  der  Linse  konnte  ein  einfacbes,  allen  ontenoebten  Angen  genem* 
sames  Gesets  «agepasat  werden:  diese  Zonabme  ist  der  Entfemang  d«r 
betreffenden  Sebiebte  vom  Innersten  Kerne  proportional;  diese  P^portis* 
nalitXt  mit  der  Entfernung  findet  ancb  sebr  wabrsebeinlieb  statt  fttr  die 
KrOmmoagRadien  der  Schiebten,  wie  der  Verfasser  ans  eigenen  Hessnngea 
am  Oebsenaage  and  aas  Messangen  am  menscUieheB  Aoge  Ton  T reTi- 
rana s  scbliesst. 

Die  matbematiscben  Untetsacbnagen  entbalten  Anwendungen  der 
im  ersten  Tbeile  gegebenen  Formeln  anf  die  Bestimmaog  der  Gardinsl- 
pnnkte  des  aecomedirten  and  aocomodationslosen  Mensebenaages  anlw 
Voraossetaang  einer  bomogenen  Kxystalllinse,  bei  welcber  GMegenbeit 
der  Verfasser  denVorsdilag  macbt,  das  sogenannte  redoeirte  Ange  etwu 
anders  als  von  Listing  geschehen  in  bestimmen»  nXmlicb  den  Bcbeitel* 
ponkt  der  snbstitnirten  brechenden  FMche  mit  dem  ersten  Haoptpnnkte 
and  ihren  Krfimmongsmittelpankt  mit  dem  sweiten  Knotenpnnkt  snssiB' 
menfallen  sa  lassen,  was  in  der  That  den  Anfordemngen  besser  en^ 
spricht«  Femer  wird  die  Krtlmmang  der  Netshaatbilder  anterancht  aad 
ihre  Uebereinstimmnng  mit  der  der  Netshaat  nachgewiesen  (§  45)  and 
in  §  49  werden  jene  Pnnkte  im  Innern  des  Aages  aafgesocht,  dessen 
Bilder  die  Haapt-  oder  die  Knotenpankte  sind.** 

Sebr  aosfllhrlieh  ontenaobt  der  Verfasser  das  Verhalten  der  ge- 
sebichteten  Kiystalllinse.  Znnlcfast  wird  ein  NSbemagSTerfabren  in  An- 
wendung gebraebt  (S.  186  nnd  199),  indem  die  Linse  ans  7  Seblcbtea 
bestehend  betrachtet  wird;  spiter  folgen  dann  Integralformeln  aar  Be- 
rechnung der  Brennweiten  und  der  Orte  der  Fnndamentalpunkte. 

Diesen  Abschnitten,  denen  doch,  wie  ans  der  Vorrede  hervorgebt, 
besondere  Wichtigkeit  beigelegt  wird,  bitten  wir  eine  aosflibrliebere 
Begründung  gewttnscht,  denn  die  Annahmen,  die  dem  Verfohren  und 

*  Sie  wurden  ausgeführt  .ui  eiueni  grossen  Abbe  sehen  Ilefractonieter. 
**  Die  anl  8.  H>7  «rt'gen  HcliiihuU/  irrriihtfte  Hi'inerkung  berulit  wohl  ;iuf 
eiuum  üeberHcbeu,  üeim  es  ibt  m  der  Th»t,  wie  bcbou  die  Fi^.  r>'.i  erkennen  lät^st. 
der  erste  Knotenponkt  das  Bild  des  strittigen  Panktes  kt  bezüglich  der  Ilombaut; 
allerdings  ist  ft,  kein  reeller  Veretnignngtpankt 
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dfl»  Formeln  sn  Grande  liegen,  find  besflglieh  ihrer  ZnlletigkeH  keines- 
wege  IG  nnmHtelbttr  evident,  werden  «neh  na  einigen  SCellen  kavm  her- 
▼offgehoben* 

So  werden  in  der  Beehnung  §  54  den  drei  «cluuilenfVnnig  sich  um- 
lehlieMenden  Sehiehten  nnd  dem  innefen  Kerne  rier  sieh  dnreMiingende 
bieonreze  (volle  homogene)  Linsen  snbftitnlrt  und  diem  vier  Linsen 
lUtoh  den  fllr  hintereinander  geschieiitete  Systeme  gütigen  Formeln 
oomhinirt.  Ein  solehes  Yerfahren  liesse  sieh  wohl  reehtfertigen  fttr  eine 
nngeniherte  Berechnung  der  Brennweite,  wenn  nSmüch  die  Linsendieke 
vemechllssigt  wird,  allein  anr  Bestimmnng  derHauptpnnkte  seheint  ans 
dasselbe  nieht  anwendbar.  Eine  glelehe  Snbititation  einer  vollen  homo* 
genen  Unse  an  Stdie  der  Linsensohaale  Kogl  wohl  anch  den  Diffsrentlal- 
ansdrieken  fllr  den  redporoken  Werth  der  Brennweite  (8. 188)  nnd  fttr 
den  Ort  der  Hanptpnnkte  (8. 181)  su  Grande* 

Die  vom  Verihsser  für  versehledene  Angen  avfjg;efttndenen ,  Aber* 
rasehend  einfachen  Beaiehnngen  swisehen  den  Brennwelten  der  Kern- 
linse,  der  gansen  BLrjrstaUHnse  nnd  der  von  Cortfoslrabstans  gebildeten 
YoUea  homogenen  Linse  (Fnndamentallllnse)  bleiben  angenihert  richtig, 
da  die  benütaten  Formeln  die  Brennwrtten  sehr  nahe  richtig  darstellen. 
Ob  jedoch  diese  Nftherengen  hinreichen,  nm  ttber  Aplanatismns  nnd 
ehromatisebe  Abwelchang  der  geschichteten  Krystalllinse  an  entscheiden 
(|§  59  und  81),  mag  dahingestellt  bleiben.  Ophthalmometrlsche  Probleme 
und  eine  Untersnehnng  ttber  die  Trajectorie  der  Strahlen  in  der  Linse 
bilden  den  Schlnss  des  Werkes,  das  dnreh  seinen  reichen  nnd  viel- 
seitigen  Inhalt  gewiss  seinen  Zweck,  an  weiteren  theoretischen  nnd 
euperimentellen  Untersnchnngen  anaaregen,  nicht  verfehlen  wird. 

Prag,  im  November  1877.  F.  Lippich. 


Haadbodt  der  aiederaa  Oeoditie  von  FaiBDs.  HAaTnan.  5.  vermehrte 
Anflage,  bearbeitet  von  Jesar  WAa^Ltn,  a.  o.  Professor  der 
Oeodisie  an  der  k.  k.  technischen  Hochschnle  in  Graz.  Hit 
397  Holaschnitten  nnd  2  Tafeln.  Wien,  1876.  gr.  S^.  XII.  760  S. 

5.  Auflaj^e!  Diese  zwei  Worte  geben  eine  genügende  Kritik  der 
irUheren  Aufgaben ,  ao  dass  nur  die  Yergleicbnng  der  neuen  mit  jeueu 
älteren  su  machen  bleibt. 


*  Leitet  mau  für  ein  System  mit  continuirlicli  veränderlicliem  Fhochnnt,'«- 
index  n  die  Diflerentialausdrücke  ab  für  den  Ort  de»  Brennpunktes  und  z\ii^t< 
hörigen  üauptpouktes ,  indem  mau  die  unendlich  dünnen  Schichten  nucheinau« 
dar  eomlnnirt,  so  crfaftlt  man 
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Ks  ist  sonftchst  wabnmiiebmen ,  dass  die  Aosdnieksweise  eine  sm(> 
filltige  Dttrehiiebi  erfahren  hat,  sie  ist  klar  aad  niigends  sohleppeod; 
manehes  SpraehUehe  wird  freilich  „im  Reiehe'*  als  mehr  oder  niadar 
bereehttgte  daterreiebiselie  EUgenthttmliehkeit  angesehen  werden.  Die 
Anaslatfenng  des  Baches  ist  gut,  namentlich  sind  die  Abbildangen  xn 
loben  wegen  ihrer  Dentliehkeit  und  der  Vermeidang  flberflOssiger  und 
▼erwirrender  Nebensadben.  Druckfehler  sind  mitosig  Toi^iandea,  eia 
Yiertelhnndert  Beriehtigangen  bringt  die  letste  Seite. 

Die  neueren  Arbeiten  im  Gebiete  der  niederen,  einigo  auch  aas  dar 
höheren  Geodlsie,  sind,  nit  erkennbarer  Vorliebe  Air  die  (allerdings 
aaUreichen)  österreichischen,  meistens  bertteksichtigt,  entweder  nur  durch 
passende  Verwerthnog  ihrer  Ergebnisse  oder  mit  daakenswerther  Qaellen* 
angäbe.  Ansser  vielfaeben  AbftndemDgen  nnd  kleineren  ZasXtsen,  mit 
denen  man  wohl  einverstanden  sein  kann,  ist  in  der  vermehrten  Aas* 
gäbe  folgendes,  das  in  der  Ton  Vorworte  cor  5«  Anfinge  eingebalteass 
Ordnung  angegeben  wird,  neu  an^jenonunen : 

Der  Steinbeil'sehe  Heliotrop;  Ausführliches  (Iber  die Genaaigksit 
der  LSngenmessungen ;  die  Messrttder;  der  anallatische  Distanzmessw 
von  Porro;  die  Untersuchung  ttber  dio  Exoentrieitlt  des  Höhenkreises; 
der  Theodolith  Ton  Breitbaupt;  die  Unteianebnng  des  Fehlers  in 
Uöbenwinkel  wegen  Schiefetebens  der  Rntationsaxe;  das  Abstecken  Isagw 
gerader  Linien;  das  Anasteeken  von  Kreisbögen;  die  doreh  die  neos 

wenn  9,  a,  x  beziehungsweise  die  vou  einem  Fixpuukte  auf  der  Axe  (etwa  dem 
Keraponkte  der  Linse)  gezählten  Entfemougen  des  Brennpunktes,  des  flisapt' 
ponktss  and  jensv  Bchibbte  bedenlen,  an  welchen  erstere  gsböien,  r  aber  dn 
Krömmongsiadins  der  Schichte,  xio^itiv  gestfilt,  wenn  der  KrflmmungsmittelpuAkt 

im  Sinne  der  positiven  x  der  Schichte  voraus  liegt  Die  erste  Gleichung  kann 
mit  der  des  Verfassers  in  Uebereinstiinniunj?  gebracht  werden,  wenn  man  x-<f 
sehr  gross  gegen  nr  voransBetzt,  was  für  die  Krystalllime  einigermai^Hen  zutrifft. 
Zfthlt  man  die  Batfemongen  femer  vom  Linseneentrom,  so  wird  aaoh  x  gegen  f 
sehr  klein  und  man  ha*  dann  sagenlhert 


und  zwar  die  zweite  Formel  im  Fülle  fler  Accomodution ,  in  welchem  ffir  zwei 
gleichweit  vom  Mittelpunkte  abstchpntle  Sehi(ht<Mi  die  r  gleich  »infl  eotgegen 
gesetzt  werden;  d  bedeutet  die  halbe  Liuseudicke.  Die  Gleichung  xur  liestimmuDg 
von  «,  also  des  Bauptpunktes,  scheint  uns  jedodi  mit  der  des  VeiÜMseis  nioht 
vereinbar. 

Auf  8.  M4  wird  sine  Ableitung  des  Differentialaut^druckes  für  die  Brenn- 
weite gegeben,  die  zu  unserer  Gleichung  geführt  hätte.  Allein  erstlich  begnügt 
sich  der  Verfasser  mit  einer  Näherung  und  subßtituirt  Htatt  der  Entfernung  (x) 
des  Brennpunktes  von  der  Grenze  der  Schichte,  die  Entleruung  des  Brennpunktes 
vom  Linsenoentrum,  andererssiti  wird  unrichtiger  Weise  «si  statt  n^t+dn 
in  die  Gleiehang  gesctat,  welche  bei  endlicfaem  Werthe  von  «  fttr  die  Abscussa 
der  ooqjngirlen  Punkte  gilt. 
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Inttraetion  des  Stteneieliiieheii  Katasters  bedioglaa  Aenderanfeii  ond 
Nanarangeii  in  der  Triangnlinmg;  die  Unterraehwiif  Uber  die  Genauig- 
keit der  Lftngen*  und  HorisontaIwinkel>MewiingeD;  das  Gewiekt  einer 
iv-facken  Bepetition;  die  Untersnekung  Itber  die  Aneroide  Ton  Gold- 
sebmid;  das  UniTersal  •  NiTelUrinstmoient  Ton  Brtel$  die  aosfttir- 
lieke  Bekandlnng  des  DetailniTellements  nad  der  Qaerproile;  das 
PrleisionsniTellement  Zn  nennen  wire  etwa  noek  eme  knne  nnd  gute 
Anleitung  snr  Anfnakme  von  StKdten,  die  Herr  Wastler  l>ei  der  Auf* 
nabme  von  Gras  erprobte.  —  Die  Znsitae  sind  weder  alle  Ton  gleieber 
Wichtigkeit  nnd  gleichem  Werth,  noek  gleich  ansfHhrliek,  aber  In  jeg- 
licher Hinsicht  mit  Bfleksickt  anf  den  Zweck  des  Backes  nnd  seine 
Besckrinknng  auf  die  niedere  Geodlsle  genOgend.  Mancker  Leser  wird 
Areilick  noek  Anderes  wllnscken,  a.  B,  mekr  Sinselkeiten  Aber  die  in 
Widdern  Torkommenden  Mespgesekifte  nnd  diese  snsammengestellt. 

Die  Bttcksickt  auf  gewisse  ttaterreickiscke  Verkiltnisse  kat  leider 
strenges  Festkalten  an  einkeitliekem  Mssise  nickt  gestattet. 

Den  frttkeren  Auflagen  war  eine  Uarksekeidekunst  als  Ankang 
keigegeben.  Diese  ist  nun  fortgelasaen,  dafllr  eine  kurse  Daistellung 
der  Tkekymetrie  gegeben  worden,  was  um  so  freudiger  su  begrüsien  ist, 
als  dieses  an  Wichtigkeit  snnekmende,  keineswegs  mekr  neue  V^erfakren 
in  vielen  neneren  Lekr-  und  Handbttckem  neck  unerwSknt  geblieben  ist. 
Die  Darstellnng  wird  insbesondere  dadnrck  kurs,  dass  TieUaek  auf  Yor- 
kergegangenes Terwiesen  wird,  aber  abgesehen  hiervon,  ist  des  Bericht- 
erstatters Meinung,  es  wire  eine  .eingehendere  Behandlung  der  Tachj- 
metrie,  im  Veigleich  au  der  AusfBkrlickkeit  nad  Vollstindigkeit,  mit 
wdcker  andere  Abicknitte  bekandelt  sind,  wokl  gerecktfertigt,  es  wXre 
namentlick  die  vollständige  Abbildung  einiger  TachTmeter  und  eine  Be- 
sprechung der  neueren  Uaillnder  Olepslnstrumente  nicht  flberflflssig 
gewesen. 

Ueber  den  Grad  der  Zweeksiissigkeit  der  eken  gewtlnsckten  Brwei* 
terung  kann  man  versekiedener  Ansickt  sein  und  Herr  Wastler  kat 
eben  nack  seiner  gekandelt.  Hingegen  wird  die  sekr  grosie  Keknakl 
der  Leser  des  Backes  mit  dem  Berickterstatter  sekr  ungeme  ein  aus- 
ftkrlickes  Sackregister  vermissen.  Das  ginslieke  Feklen  eines  soloken 
vermindert  entsckieden  die  Biauckbarkeit  und  Nfltalickkeii  des  Budies; 
einem  Haadkncke,  das  dock  wesentlick  cum  Naeksekli^e&  besttamt  ist, 
sollte  ein  Begister  gar  nie  fehlen.  Mit  alleiniger  Hilfe  des  siemlicb 
kuis  gefassten  Inkaltsverseicknisses  wird  selkst  der  Kenner  nickt  scknell 
nnd  leiekt  eine  Bbselheit  im  Buche  anflinden  kOnnen,  noek  viel  weniger 
ist  das  AnilUigem  m5gltck  und  das  Back  ist  sckliessliek  dock  anck  für 
Soleke  bestimmt  und  kann  iknen  bestens  empfoklen  werden. 

BOHN. 
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Hermann  Grassmann. 

Ein  Nekrolog 

▼on 

Prof.  F.  Junohans 

in  Stettin. 


TjB  am  Ttfiaeht,  hier  in  Kürze  die  Lebensbahn  eines  Mannes  za 
schildern,  an  dessen  Grabe  die  Vertreter  zweier  Wissensgebiete  in  gleicher 
Traaer  sich  vereinigt  haben,  die  Vertreter  der  mathematischen,  beziehungs- 
weise der  physikalischen  WiHsenschaft  und  die  der  vergleichenden  Sprach- 
nnd  Sanskritforschnng.  Es  erfordert  schon  besonderes  Talent  und  aus- 
denerndsten  Fleiss,  um  sich  nur  dnes  dieser  beiden  Gebiete  enn&hernd 
m  bemeistem ,  aber  beide  nicht  nur  zu  beherrschen ,  sondern  auf  beiden 
Neues  nnd  Bedeutendes  hervorzubringen,  dera  gehört  eine  Genialität  und 
Schöpferkraft  ersten  Ranges:  Hermann  Grassroann  besass  sie.  Seiner 
wissenschaftlichen  Grösse  stand  gleich  die  Reinheit  nnd  Güte  seinee 
Charakters,  dessen  Gnindeflge  festhaltende  Treue  und  edle  Bescheiden« 
heit  waren. 

Geboren  zu  Stettin  am  15.  April  1809,  ein  Sohn  des  Professors  der 
Mathematik  J.  G.  Gras sm an n,  hat  Hermann  Günther  Grassmann 
das  Gymnasium  seiner  Vaterstadt,  dann  von  1827  bis  1830  die  Univer- 
sitftt  zn  Berlin  besucht  und  vorwiegend  Theologie  studirt.  In  seine 
Vaterstadt  zurückgekehrt,  wandte  er  sich  zunächst  dem  Lehramte  zu, 
wurde  Ostern  1831  Mitglied  des  Seminars  für  gelehrte  Schulen  am  hiesi- 
gen Gymnasium  nnd  bestand  im  November  1831  das  Oberlehrerexamen, 
im  Mai  1834  die  erste  nnd  im  Juli  1839  die  zweite  theologische  Prü- 
fung. Im  Jahre  1836  ging  er  an  die  hiesige  Ottoschule,  trat  1837  in 
die  physikalische  Gesellschaft,  bestand  1840  das  Oberlehrerexamen  in  der 
Mathematik,  kehrte  1842  an  das  Gymnasium  zurück,  wurde  1843  an  die 
neu  gegründete  Friedrich -Wilhelms- Schule  versetzt  und  im  Jahre  1852 
als  Professor  der  Mathematik  und  Nachfolger  seines  Vaters  an  das  Gym- 
nasium berufen.  Dieses  Amt  hat  er  bis  zu  seinem  Tode  bekleidet. 
HIat-Ut.  Abtblg.  d.  MtMbr.  f.  lUtti.    tUf*.  ZXUI,  3.  6 
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Theologie  hat  er  mit  Eifer  und  IltTzensneigung  studirt,  deu  Wunsch, 
Prediger  zu  werden,  lange  festgehalten  und  sein  ganzes  Leben  bindurch 
der  positiven  Theologie  warme  Zuneigung  bewahrt;  schon  tief  in  Sanskrit- 
Stadien  versenkt,  wurde  er  Secretar  und  dann  Vorsitzeoder  dea  |^ammer- 
schen  Hauptvereins  für  chinesische  Mission. 

Dem  Studium  der  Mathematik,  su  welcher  Talent  nnd  Liebe  tod 
Vater  ererbt  waren,  scheint  er  sich  naeh  der  Universitätsseit  mit  voller 

  # 

Energie  gewidmet  sn  haben.  Bei  ihm  war  aber  das  Lernen  zugleich  ein 
Produciren,  und  so  hatte  er  seine  Aosdehnnogsleiire  bereit«  vollstiüidig 
erdacht  und  wandte  ihre  Gesetze  auf  die  höhere  Geometrie  tind  die  ana* 
lytisehe  Mechanik  an,  ale  er  im  Jahre  1840  die  oben  erwähnte  Prfiliiig 
in  der  Mathematik,  bestand.  Im  Jahre  1844  erschien  sein  erstes  grte* 
res  Werk:  Die  Wissenschalt  der  eitensiven  Grösse  oder  die  Ansdehnmigi- 
lehre,  eine  nene  mathematische  Biseiplin,  dargestellt  nnd  durch  Anwes- 
düngen  erlftntert;  ein  Werk,  in  welchem  er  ehensoTiel  Prodnctionskitlli 
wie  Ahstractionsgabe  entwickelte,  dessen  Grundideen  aber  den  mstke» 
matisehen  Ansehannngen  seiner  Zeit  yorausgriffen  nnd  erst  ein  ToUes  Mas- 
schenalter  spftter  an  richtiger  Würdigung  gelangten.  Lange  Jahre  blieb 
das  Werk  unbeachtet;  nicht  einmal  recensirt  wurde  es,  und  endlich,  so 
wird  erzählt,  Hess  es  der  Verleger  einstampfen. 

Der  Inhalt  der  G  rassmann'schen  Ausdelinunghlehre  kann  hier  nur 
kurz  mit  Orassmann's  eigenen  der  Vorrode  entnommenen  Worten 
charakteribirt  werden.  Es  war  ilim  einb  uchtend  gc'wordcn ,  dat^s  dio  Geo- 
metrie keineswegs  in  dem  Sinne,  wie  die  Arithmetik  oder  die  Oombina- 
tionslehre,  abs  (du  Zweig  der  Mathematik  anzusehen  sei,  vielmehr  die 
Geometrie  schon  auf  ein  in  der  Natur  Gegebenes,  den  Kaum,  sich  be- 
ziehe, und  dass  es  daher  einen  Zweig  der  Mathematik  geben  mü^se,  der 
in  rein  abstracter  Weise  ähnliche  Gesetze  ans  sich  erzeuge,  wie  sie  in 
der  Geometrie  an  den  Raum  gebunden  erscheinen.  Durch  die  neue  Ana- 
lyse war  die  Möglichkeit,  einen  solchen  rein  abstracten  Zweig  der  Mathe- 
matik anssnbilden,  gegeben;  ja  diese  Analyse,  sobald  sie,  ohne  irgend 
einen  schon  anderweitig  erwiesenen  Satz  vorauszusetzen ,  entwickelt  warde 
nnd  sich  rein  in  der  Abstraction  bewegte,  war  diese  Wissenschaft  selbst 
Der  wesentliche  Vortheil,  welcher  dnrch  diese  Auffassung  erreicht  wurden 
war  der  Form  nach  der,  dass  nun  'alle  GmndsAtze,  welche  BanoMi- 
ansehannngen  ansdrflckten,  gftnslich  wegfielen,  nnd  somit  der  Anfang  eis 
ebenso  nnmittelbarer  wurde,  wie  der  der  Arithmetik;  dem  Inhalte  nack 
aber  der,  dass  die  BeschrSukung  auf  drei  Dimensionen  wegfiel  Eist 
hierdnreh  traten  die  Gesetze  in  ihrer  Unmittelbarkeit  nnd  Allgemeinheit 
ans  Licht  nnd  stellten  sich  in  ihrem  wesentlichen  Zusammenhange  dar, 
und  manche  Gesetzraitesigkeit,  die  bei  drei  Dimensionen  entweder  noA 
gar  nicht  oder  nur  verdeckt  vorhanden  war,  entfaltete  sich  nun  bei  dieiff 
Verallgemeinerung  in  ihrer  ganzen  Klarheit. 
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Es  genügt  doinnach  zu  bemerken,  dass  Grassmann  lange  Zeit  vor 
Riemanu  Mannigfaltigkeiten  von  »  Dimeuaioneu  der  mathematischen 
Analyse  unterworfen  hat,  dass  Grassmann'ß  sogenannte  combinatorische 
Multiplication  ihn  bereits  auf  die  Determinanten  führt  und  dass  die  erst 
später  auftauchenden  Aequipollenzen  des  Italieners  Bellavitis.  sowie 
die  unter  dem  Namen  der  Quaternionen  bekannten  Zahlen-  und  Kaum- 
gebilde  des  grossen  englischen  Mathematikers  Hamilton  sich  deutlich, 
namentlich  \fi  der  zweiten  Bearbeitung  der  Ausdehnungslehre,  welche  im 
Jahre  1862  erschien,  vorgezeicbiiet  üuden.  Nur  die  Jablono wski'sche 
Ge>sell8chaft  zu  Leipzig  widmete,  wahrscheinlich  angeregt  durch  den 
Professor  Möbius,  einen  Geistesverwandten  Grassmann's,  seinen 
Leißtnngen  Aufmerksamkeit;  sie  stellte  eine  Preisanfgabe ,  die  Wieder- 
herstellnng  und  weitere  Ausbildung  des  von  Leibnitz  erfundenen  geo- 
metrischen Calcnls  oder  die  Aufstellung  eines  ihm  ahnlichen  Calculs  be- 
treffend. Die  von  Grassmann  eingelieferte  Bearbeitung,  welche  eben- 
falls eine  Darstellung  seiner  neuen  Analyse  enthält,  wurde  im  Jahre 
184()  gekrönt  und  von  Möbius  mit  einer  erläuternden  Abhandlang  be- 
gleitet. Aber  ein  weiterer  Antheil  der  Mathematiker  nn  seinen  Be- 
strebungen tritt  in  den  nächsten  beiden  Jahrzehnten  doch  nicht  hervor, 
wiewohl  er  in  Crelle's  Journal  eine  Reihe  werthvoller  Abbandlungen 
über  Anwendung  seiner  Analyse  auf  Curvenlehre  erscheinen  liess:  eine 
ErfabruDg,  die  ihm  schmerzlich  genug  und  vielleicht  mit  die  Veranlassung 
war,  dass  er  sich  fortan  mehr  der  Sprachwissenschaft  zuwandte.  Erat 
nach  der  Mitte  der  sechziger  Jahre,  seit  welcher  das  Studium  der.  höhe- 
ren Algebra  und  ihrer  Anwendung  auf  Geometrie  durch  deutsche  und 
englische  Mathematiker  einen  erhöhten  Aufschwung  uahm ,  machten  die 
Professoren  Clebsch  und  Haukel  auf  die  Arbeiten  Grassmann's 
aufmerksam  und  zollten  ihnen  lebhafte  Bewunderung.  Eine  Andeutung 
der  Ursachen,  welche  der  gerechten  Würdigung  derselben  hinderlich 
waren,  findet  sich  in  Hanke  Ts  Buche  über  die  cumplexen  Zahlen. 
Nachdem  er  die  Ideen  Grassmann's  charakterisirt  und  gewürdigt  hat, 
sagt  er  Seite  16:  „Wenn  trotzdem  die  Untersuchungen  des  geistreichen 
Forschers  die  Anerkennung  nicht  gefunden  haben,  die  sie  verdienen  und 
die  Jeder,  welcher  sie  kennt,  ihnen  zollen  muss,  so  ist  dies  meines  Er- 
achtens  hauptsächlich  dem  Umstände  zuzuschreiben,"  dass  ihr  Verfasser 
allen  Sätzen  sogleich  die  allgemeinste  Form  in  Bezug  auf  n  Dimensionen 
gegeben,  dadurch  aber  die  Uebersicht  und  das  Verständniss  ungemein 
erschwert  bat."  Aehnlich  äussert  sich  Möbius  in  der  vorher  erwähnten 
Abhandlung  dahin,  dass  G  rassm a n n 's  Analyse  deshalb  schwer  an  ver- 
stehen sei,  weil  der  Verfasser  sie  auf  eine  Weise  zu  begründen  suche,, 
welche  dem  bisher  bei  mathematischen  Betrachtungen  gewohnten  Gange 
ziemlich  fern  liege,  nud  dass  er  nach  Analogien  mit  arithmetischen  Ope- 
rationen Objecte  als  Grössen  behandle,  die  an  sich  keine  GrÖMen  fleieoi 
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und  von  denen  man  sich  zum  Tlieil  keine  Vorstellung  bilden  könne. 
Das  leider  unvollendet  gebliebene  Werk  von  Hankel  lehnt  sich  mehr- 
fach an  die  Untersuchungen  Grassmann'ß;  auch  hat  in  neuester  Zeit 
ein  jüngerer  Mathematiker,  Dr.  Schlegel  zu  Waren,  die  Grass- 
mann'sehe  Analyse  in  neuer  Bearbeitung  zugänglicher  zu  machen  ge- 
sucht. Unter  den  verschiedenen  elementaren  mathematischen  Lehrbüchern 
Grassmann's  ist  beBonders  seine  Arithmetik  wegen  der  Strenge  ihrer 
inductorischen  Beweise  für  die  Grundgesetze  der  Zahlenlelijre  wichtig. 

Aehnliches  Missgeschick,  wie  über  den  mathematischen,  waltote  über 
einigen  wichtigen  physikalischen  Entdeckungen  Grassmann's.  Im  Jahre 
1845  veröffentlichte  er  in  Poggendorff 's  Annalcn  einen  neuen  wich- 
tigen physikalisch -mathematischeu  Lehrsatz  über  die  gegenseitige  Eio- 
wirkung  zweier  elektrischen  Stromtheile,  welcher  keine  Beachtung  land. 
Zu  demselben  Satz,  nur  in  anderer  mathematiselier  Form,  ist  im  vorigen 
Jahre  Clausius  gelangt,  ohne  damals  seine  Uebereinstimmung  mit 
Grassmann  zn  kennen.  Grassmann  weist  diese  in  einer  Abhandlung 
über  Elektrodynamik  nach,  welche  vor  einigen  Monaten  in  Borchardt's 
Journal  erschienen  ist. 

Dass  die  Vocale  der  menschlichen  Stimme  ihren  individuellen  Cha- 
rakter weniger  der  Stellung  der  Sprachwerkzeuge  verdanken,  als  vielmehr 
dem  Mitklingen  gewisser  Partialtöne  in  der  Mundhöhle,  welche  zu  der 
Reihe  der  sogenannten  harmonischen  Obertöne  gehören ,  gilt  als  eine  Knt- 
deckung  von  Heimholt z,  mit  welcher  dieser  seit  dem  Jahre  1859  her- 
vortrat. Dagegen  hat  Grassmann  bereits  im  Jahre  1854  in  einem  Schul- 
Programm  des  Stettiner  Gymnasiums  am  Schluss  eines  für  seine  Schüler  he- 
stimmten  Leitfadens  der  Akustik  folgende  Sätze  vcrötVentlicht :  ,,Üie  Stiniüi- 
bänder  setzen  zugleich  die  in  der  Mundhöhle  befindliche  Luft  in  Schwing 
ungen;  es  entstehen  dadurch  leise  Nebentöne,  welche  je  nach  der  Form, 
die  man  der  Mundhöhle  giebt,  verschieden  ausfallen,  und  welche  der  Ki  il! '  I 
der  harmonischen  Töne  angehören,  die  den  Ton  der  StimrabÄnder  ^uni 
Gmndton  hat.  Auf  diese  Weise  entstehen  die  Vocale.  Ein  aulmerksamps 
Ohr  hört  leicht  beim  Uebergange  von  tt  durch  ü  zu  f  eine  Reihe  leiser 
harmonischer  Nebentöne,  welche  vom  zweigestrichenen  c  bis  zum  fünf-  > 
gestrichenen  r  fortschreiten  können  und  welche  man  bei  denselben  Mnnd- 
stellungen  auch  tü!  sich  hervorbringen  kann.  Beim  Vocal  o  klingt  eine 
ganze  Reihe  der  harmonischen  Nebentöne  mit,  welche  das  Ohr  in  der 
Regel  noch  bis  zur  vierten  Octave  vom  Grundton  aus  wahrnehmen  kann, 
so  dass  also  bei  dem  «  ein  voller  Accord  von  Nebenlönen  mitklingt. 
Hierdurch  ist  zugleich  der  Uebergang  von  n  durch  o  zu  r/,  sowie  der 
von  «  durch  e  zu  i  oder  durch  o  zu  ü  erklärt."  Die  letzte  Abhandlung, 
welche  Grassmann  veröffentlicht  hat,  ist  betitelt:  „Ueber  die  physika- 
lische Natur  der  Sprachlaute'*,  datirt  vom  19.  Mai  1877,  und  im  eisten 
Bande  der  Annalen  von  Wiedemaun,  frUber  Poggendorff,  erschienen. 

• 
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Darin  macht  Grassmann  in  grösster  Bescheidenlipit  sein  Prioritätsrecht 
geltend.  „Jene  Stelle  in  meinem  Programm",  so  sagt  er,  „in  welcher 
unter  der  Reihe  der  harmonischen  Nebentöne  die  jetzt  als  Obertönc  oder 
Partialtöne  bezeichneten  Töne  verstanden  sind,  obwohl  sie  eine  vollstän- 
dige Theorie  der  Vocaltöne,  an  der  es  bis  jetzt  noch  fehlte,  in  sich 
Bchliesst,  ist  gänzlich  unbeachtet  geblieben."  Er  spricht  dies  nicht  etwa 
klagend  aus,  noch  macht  er  irgend  einen  Anspruch  anf  Vorrang  gegen 
Helmholtz;  er  begnügt  sich  damit,  dass  die  Wahrheit  zu  Tage  gebracht 
ist  und  in  Helmholtz  einen  so  mächtigen  Vertreter  gefunden  hat,  be- 
zeichnet die  Grundlage  der  Theorie  von  Helmholtz  als  irrig  und  setzt 
in  jenem  Aufsätze  eine  neue  an  ihre  Stelle,  ohne  sich  künstlicher  Hilfs- 
mittel, wie  der  Resonatoren,  die  er  als  unzuverlässig  bezeichnet,  zu  be- 
dienen, indem  er  sich  nur  auf  sein  feines  musikalisches  Ohr  verlässt. 
Gleichzeitig  erfahren  wir,  dass  er  seit  1832  unausgesetzt  bemüht  war,  die 
Theorie  der  Vocallaute  and  der  Sprachlaate  ttberbaopt  atuszabilden  uod 
fest  zu  begründen. 

Aber  nicht  nur  als  theoretischer,  sondern  auch  als  praktischer  Phy- 
siker war  er  bedeutend.  Dies  beweist  ein  neuer,  sich  vorzüglich  bewäh- 
render Heliostat,  bei  welchem  die  Reibung  ein  Minimum  ist:  er  bat  ihn 
auf  neuem  Princip  ausgedacht,  das  Modell  dazu  mit  den  einfachsten 
Hilfsmitteln  selbst  construirt  und  daa  Instrument  bei  einem  Berliner 
Mechaniker  im  Auftrage  der  hiesigen  physikalischen  Gesellschaft  anfer- 
tigen lassen. 

Nach  den  von  Grassmann  hinterlassenen  Aufzeichnungen  scheint 
er  seit  dem  Jahre  1852  Sanskrit  und  Spraclivergleichung  studirt  zu  haben. 
Es  mag  sein,  dass  die  mangelnde  Anerkennung  seiner  mathematischen 
Fachgenossen  zu  dieser  Wendung  beitrug;  indessen  lag  einem  so  exact 
geschulten  Geiste,  wie  dem  seinigen,  der  Uebergang  auf  ein  Gebiet  nicht 
fern,  wo  es  ebenfalls  galt,  formale  Gesetze  aufzusuchen ,  wenn  auch  nicht 
auf  dem  Wege  der  Deduction,  sondern  der  Induction.  Und  er  muss  sich 
der  Fähigkeit  bewusst  gewesen  sein,  auch  hier  Selbstständiges  zu  schaf- 
fen, denn  sonst  hätte  er  sich  nicht  schon  seit  1832  mit  der  Theorie  der 
Sprachlaute  b<'schäftigt.  Er  arbeitete  also  von  jetzt  ab  auf  zwei  Gebieten. 
Nach  Vollendung  der  zweiten  Ausgabe  der  Ausdehnungslehre  gewann  in 
den  Jahren  1862  —  1870  die  Beschäftigung  mit  Sprachwissenschaft  und 
Sanskrit  die  Oberhand,  bis  in  den  siebziger  Jahren  die  Mathematik  wieder 
gleichzeitig  neben  der  Sprachwissenschaft  liervortritt.  Die  ersten  seiner 
vielen  in  Kuhn 's  Zeitschrift  für  vergleichende  Sprachforschung  veröffent- 
lichten Abhandlungen  erschienen  in  den  Jahren  1859  und  1861,  als  er 
schon  über  50  Jahre  alt  war.  Sie  hatten  die  Lautlehre  zum  (legenstando, 
den  Eiuliuss  des  r  und  J  auf  benachbarte  Consonanten,  und  gewisse 
Erscheinungen  im  Gefolge  der  Aspiraten.  ,, Fragt  man  sich",  so  sagt 
sein  Freund  B.  Delbrück  in  Jena  in  einem  dem  Andenken  Gra»s- 
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niftiin*6  gewidmeton  Artikel  der  Allgemeinen  Zeitnng",  ,,wa8  diete  Ar- 
beiten, deren  erste  noch  in  der  Anwendung  der  Wahrscheinliclikeitsrcch- 
Dung  ein  später  aufgegebenes  mAthematiftches  Residuum  zeigt,  vor  ande- 
ren auseeichnet,  00  ist  es  nicht  die  Tiefe  und  Wette  der  Gelehrsamkeit, 
denn  er  arbeitete  mit  Wenig  Bticbern ,  auch  nicht  die  Beweglichkeit  raner 
wissenschaftlich  geschalten  Phftntasie,  denn  etymologische  FUnde  sind  ui 
ihnen  so  gut  wie  nicht  vorhaadeii  -  sondern  es  ist  die  Hdligkeit  des 
Nachdenkens,  das  in  alle  Winkel  des  Gegenstandes  eindringt,  die  Beharr- 
lichkeit, mit  welcher  dem  StofTe  so  lange  2ageset>t  wird,  bis  er  sieb  die 
einfachste  Formalimng  des  Gesetzes  hat  abringen  lassen;  es  ist  die  Un- 
ermfidlichkeit  der  mathematischen  Abstraction,  die  in  diesen  AnfsAtsea 
vorzugsweise  znr  Erscheinung  kommt** 

Diese  spraehvergleichenden  Dntersuchnngen  ftthrten  ihn  snm  Stadinm 
der  ältesten  indiielieii  Sprache,  des  Sanskrit,  und  er  suchte  sich  in  jener 
Sammlung  altindiieher  religidser  Hymnen  heimisch  su  machen,  welche 
derRig-Veda  genannt  wird,  eine  Arbeit,  an  welcher  ihm  im  Jahre  1861 
nur  der  erste  Band  des  Aufveeht^sehen  Textee  nsd  kaum  die  Hälfte 
des  groMen  BOthlingk*Both*sclieB  Wörterbnekea  an  Gebote  standen. 
Diesem  nach  dem  Uitkeile  von  Saehkennem  etauikeaswerthen  Unternehmen 
folgte  die  Heransgabe  der  beiden  Werke,  welche  ihm  mehr  äaaaere  Ab> 
erkennung  eingetragen  haben,  als  seiae  mathematischen,  dee  Wtfrter^ 
bnohes  aum  Big-Vada  aad  det  TJabawaUnngv  an  welcher  letateren  er 
sich  yerpfliehtet  fBhlte,  weil  er  ea  fBr  nSthig  fand ,  das  Wdrterbaeh  nach 
dar  Seite  dar  Interpretation  an  ergitnzen.  „So  ist  et  ihm^S  indem  wir 
Delbriak's  Wcntan  folgen,  ,,antar  angestrengtester  Aufbietung  seiner 
geistigen  Kr^,  die  nns  ebenso  sehr  durch  Ansdaner,  wie  durch  Geschmei- 
digkeit Bflwnnderung  abringt,  gelungen,  zwei  eng  Terbundene  grosse 
Warke  fertig  binsvstellea,  die  ftlr  lange  Zeit  ein  wichtiges  Werkseug  zur 
BeÜtmpfuug  der  Bebwierigkeiten  des  Veda  sein  werden.  Dia  Anerken- 
nung des  Fachgenossen  konnte  niebt  würdiger  ausgesptoehen  werden ,  als 
es  dvNk  BndoK  Both,  den  ersten  Kenner  der  vädas,  geschehen  iat, 
mit  dessen  Worten  die  Tabinger  philosophisobe  Faonitit  ihren  Ehren- 
doetev  toh  Jabre  1876  rfibmt  als  «Inen  Hann,  qui  atvMmm  MdSeonMi 
carsiAicfRi  iNf0i]irsfali»ns  aesMii  fimsi  reädidit  üluHn$iimim**, 

„Weleb  ein  Weg  TOn  der  Ansdebnnngslehre  bis  snr  Uebenetzong 
des  Big-Vedal  Und  doob  aisdiSpft  das,  was  hier  aufgezählt  ist,  n«eh 
lange  ntoht  die  Leistnngen  dieses  msskwOidigen  Geistes.  Sein  Interesse 
für  die  Sehale  bekundete  er  dnreh  eine  Beibe  Ton  LebrbOebem,  nnter 
•ndenn  ein  dentsobes  Iieseb«ieb$  seine  ungewSbnliehe  amsdealbcbe  Be- 
gabung niobt  blas  dnreb  Leitung  eines  Gesangvereins,  sondern,  neben 
Fertigkeit  auf  dem  datier  und  der  Orgel ,  aneb  dadnreb,  dass  w  In  den 
Jahren  1861—1879  sabhreiehe  Volkslieder  sammelte,  ibre  Mdodien  nneli 
dem  Oab6r  anüMibrieb  und  aum  Singen  in  seiner  Fannlie  dreistimmig 
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setite;  seine  KcnntnisB  der  Botanik  zeigte  ein  Bucli  über  deotsobe  Pfl«n< 
MBoamen,  durch  welches  er  eine  deutsche  Pflanzenbcncnnang  einzuführen 
suchte.  Endlich  sei  erwähnt,  dass  er,  inmitten  des  glacklichsten  Fa- 
milienlebens, für  die  grossen  und  Ueinen  Erlebnisse  seiner  sahireichen 
Kinder,  yon  denen  noch  acht  am  Leben  sind ,  ein  gleich  wachsames  und 
lieberolles  Auge  hatte." 

„Ueberblickt  man  nun  dieses  Xusserlicb  so  gleichförmige,  auf  engem 
Räume  sich  abspielende,  aber  innerlich  so  bewegte  Dasein ,  so  wird  man 
mit  Genngtbunng  gewahr,  daAs  dem  Drama  ein  gltteklicher  Abschluss 
nicht  fehlt:  in  strebender  Jugend  ein  freudiges  Aufflammen,  dann  lange 
Jahre  der  Widerstand  der  stumpfen  Welt  und  endlich  ein  durdi  reiche 
Anerkennung  verschönter  Lehensabend.** 

Am  SchhiteH  drr  Vorredo  zur  zweiten  Ausgabe  der  Ausdehnungslehre, 
wo  Grassmann  in  einer  Art  l'roplictie  mit  ergreitenden  Worten  seinen 
uubeaciitet  gi'hlii>benen  Ideen  die  Anerkennung  späterer  Geschlechter  vor- 
aussagt, spricht  er  von  dem  sehnsüchtigen  Wunsche,  in  anderer  äusserer 
Sti'lluüg  einen  Kreis  von  Schülern  mit  jenen  Ideen  befruchten  au  kön- 
nen.   Die  Erfüllung  dieses  Wunsches  ist  ihm  versagt  gebliehen. 

Den  sonst  immer  Gesunden  erfassten  in  den  letzten  beiden  Jahreu 
schwere  Körperleiden.  Er  hielt  matbig  Stand  und  suchte  sich  durch  fort» 
gesetzte  wissenschaftliche  Tbätigkoit,  von  welcher  noch  fünf  in  seinem 
Todesjahre  veröffentlichte  Abhandlungen  mathematischen,  physikalischen 
and  sprachwissenschaftlichen  Inhalts  Zeugniss  abl^en,  sowie  dnroh  Ver- 
waltnng  seines  Amtes  bis  zur  Grenze  das  Möglichen,  «nfrecht  sn  erhalten. 
Gr  erlag  am  26.  September  1877. 


Becenfiioneiu 


Sie  AzinBM  dar  Oaomtitrie.  Bine  philosophische  Untemtchang  der  Rie- 
maDD-Helmholtz' sehen  Ranmtheorie.  Von  B.  Ebdmamm.  Leipzig, 
L.  Voss.    1877.    X,  174  S. 

4 

Die  mathematische  Analyse  der  unserer  Geometrie  zu  Gnimle  liegen- 
den Begriffe,  wie  sie  von  Legendre,  Gauss,  Lobatschewsk j  und 
Bolyai  begonnen,  von  Riemann,  Helmholtz  nnd  Klein  weiter  ge- 
führt warde,  hat  gezeigt,  dass  unsere  Geometrie  nnr  ein  Specialfall  einei 
allgemeinen  Begriffssystems  ist,  und  hat  weiter  die  einfachen  Kriterien 
nachgewiesen ,  welche  dazu  dienen  können ,  unsere  Geometrie  sn  ebaiik- 
terisiren  und  von  den  ttbrigen  mOgUehen  als  die  der  Erfnbmng  enteprs* 
chende  siusnsondem. 

Die  Bereehtignng  dieser  lein  matbematisehen  üntersnehnngen  ist  Ar 
den  Mathematiker,  der  aneh  die  Elemente  seiner  Wissenschaft  nnf  ihisa 
Znsammenhang  nnd  ihre  Abhängigkeit  von  allgemeineren  Vormntselsanisa 
tn  behandeln  gewohnt  ist,  selbstTeretindlich.  Aber  es  knüpfen  sieh  an 
diese  Untersnehnng  ancli  philosophisehe  Fragen,  wie  die  naeh  dem  psy- 
ehologisehen  Urspmng  nnserer  Banmvorstellnngen  selbst ;  speeiell  ob  etva 
jener  allgemeineren  Geometrie  flberhanpt  noch  solche  Vorstellnngen  e■^ 
sprechen  können  etc.  Fttr  den  Mathematiker  ist  es  daher  annichst  widh 
tig,  dass  seine  Untersuchungen  in  richtiger  Würdigung  in  die  philoco- 
phische  Forschung  eingehen.  Eine  Schrift,  wie  die  vorliegende,  welche 
sich  gerade  diese  Aufgabe  gestellt  und  auch  gelöst  hat,  kann  also  ancb 
in  dieser  mathematischen  Zeitschrift  eine  eingehendere  Anzeige  be- 
anspruchen. 

Die  philosopliisclie  liodeutung  der  geometrischen  l^hcorien  ist  wohl 
auch   von  Kieiuann    berührt,    von    Helmholtz   in    seinem  Aufsätze 
I  ,,Ueber  den  Ursprung  und  die  Bedeutung  der  geometrischen  Axiome" 

(Pop.  wiss.  Vorträge  Heft  3,  1876)  ausführlicher  behandelt  nnd  in  einer 
Bestätigung  der  empiristischen  Theorie  gefunden  worden;  aber  die  Matbc- 
matik  konnte  Ton  Seiten  der  Philosophen  selbst  eine  systematische  Ver- 
arbeitung des  nenen  Stoffes  verlangen,  an  Stelle  des  bisherigen  Mangels 
an  VerstAndniss  fttr  die  leitenden  mathematischen  Gesichtspunkte,  der  ja 
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den  Tieleik  ftVgeiiasenen  BemerkiiBgeii  neuerer  Schriften  an  Tage  tritt. 
Die  hier  «nenieigencle  Schrift  liefert  diese  Bearbeitung  nnd  seigt  klar, 
wie  die  richtige  Darlegang  der  mathematiaehen  TMigweite  der  Theorien 
auch  in  ihrer  philosophischen  Bedentnng  hinftihrt,  hanptslehUeh  an  poy- 
ehologisehen  Oonseqnenaen,  welche  mit  den  schon  Ton  Helmholta  ans 
diesen  nnd  den  physiologischen  Arheiten  geaogenen  llbereinstinnnen.  Ich 
werde  hier  anf  diese  Fragen  eingehen,  indem  ich  heahdchtige,  eine 
Seihe  von  Bemerkungen  hinsnmfttgen ,  welche  snr  Yerstlrknng  der  Tor* 
getrtgenen  Argumente  dienen  sollen. 

Die  Untersuchung  des  Verfassers  zerfällt  in  drei  Theile:  in  eine 
mathematische,  welche  die  Feststellung  der  objectiven  Grundbegriffe  der 
Geometrie  zum  Gegenstände  hat,  in  eine  philosophische,  welche  die  in 
diesen  Begriffen  zum  Ausdrucke  gelangenden  subjectiven  Erkenntniss- 
principien  bohandelt;  endlich  in  eine  Zusammenfassung  beider  Resultate 
in  eine  Theorie  der  Geometrie.  Verfolgen  wir  zanäclist  die  erstere  Un- 
tersuchung. 

Die  der  Geometrie  zu  Grunde  liegenden  Elemente  sind: 
1«  die  Axiome,  welche  sich  auf  Grössen verh ältnisse  überhaupt 
beziehen.  Die  hier  (nnd  auch  von  Uelmholtz)  mitgetbeilten 
Axiome,  Ton  denen  das  erste  die  Gleichheit  überhaupt  deünirt,  das 
sweite  nnd  dritte  besondere  Gleiehheitsbedingnngeu  der  Addition 
aussagen,  sind  aber  noch  nicht  Tollständig.  Sie  sind  mehr  logischer 
Natur  nnd  Tertragen  sich  noch  mit  einer  allgemeineren  Art  der 
Addition,  als  deijenigen,  welche  durch  die  GrttssonTorstellnng 
angegeben  ist; 

2.  die  Axiome,  welche  die  wesentlichen  Bestimmungen  unserer  Baum- 
Yorstellung,  aas  denen  die  geometrischen  Sitae  fliessen,  ans- 
drucken ; 

3.  die  Definitionen  der  ConstmeÜonselemente,  als  Punkt,  Linie, 

Winkel  etc. 

Hier  handelt  es  sich  vor  Allem  um  die  zweite  dieser  Classen ,  nnd  für 
sie  ist  historisch  zu  bemerken  ,  dat<8  L  o  b  a  t  sc  h  e  w  sky  und  Bolyai 
durch  ihre  Entwickelung  einer  vom  elften  Euklidischen  Axiom  freien 
Geometrie  dasselbe  als  eine  von  den  übrigen  Axit)men  unabhängige  Vor- 
aussetzung erwioHen  haben;  dass  die  analytische  Entwickelung  eineji  Be- 
griffes, in  dem  unser  Ranmbegriff  als  specieller  enthalten  ist,  von  Kie- 
mann herrührt,  und  dass  üclinholtz  die  Voraussetzungen  auseinan- 
dergelegt bat,  welche  den  wesentlichen  Merkmalen  unserer  Raomanschau- 
ung  au  Grunde  liegen.  Für  das  Verhaltniss  der  zweiten  zur  dritten 
Classe  wird  angegeben,  daas  die  Definitionen  3)  schon  die  Raumyor- 
stellnng,  also  auch  die  Axiome  2)  roranssetzen. 

Hierbei  haben  wir  schon  auf  eine  Lficke  hinsuweisen.  Es  ist  zwar 
selbstTcistilndlich,  dass  das  Axiom  von  den  drei  Dimensionen  ein  Merk« 
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mal  unseiTi  Kaumvorstellung  ausspricht;  aber  diei!>08  Mt  ikiual  kam»  niclit 
in  jene  bpstirainlo  Form  gefaBst  werden,  ohne  zuvor  von  der  au  sich 
einfachen  KaumvorstcUuug  eine  Ahstracfion  auf  das  erste  CouHtructinns- 
elemcnt,  den  Punkt,  gemacht  zu  haben.  Macheu  wir  etwa  zuu?icli«t 
die  Abstraction  auf  die  (Icrado,  so  haben  wir  unserem  Kaunio  vier 
DinienHionen  zuzuKclireibeu ,  wahrend  du*.  Axiome  der  Congruenz  (mit 
den  zu  (Jrunde  liegenden  Thatsachen  der  isech>-fach  unendlich  vieleu 
freien  Bewegungen  eine«  festen  Körpers)  dalx'i  unverändert  erhalteu 
bleiben.  Wir  wollen  mit  dieser  Bemerkung  mir  darauf  hinweisen,  da^.»» 
eine  solche  vorherige  Abstractioti  auf  den  Punkt  für  da.s  Axiom  noth- 
wendig  ist,  ohne  die  vielleicht  physischen  (iriinrle  zu  beridiren,  welclio 
sn  einer  solchen  Abstraction  führen  und  welche  auch  einer  psychologi- 
aelien  UnterKuchung  bedürfen. 

Bevor  der  Verfasser  an  die  Untersuchung  der  geometri.scheii  Axiomo 
gellt,  scheint  es  ihm  nöthig,  die  logische  Vorfrage  zu  erledigen,  ob  man 
unsere  Raumvorstellung  überh;iuj)t  detiniren  könne,  da  .sie  ja  als  einzig- 
artige Anschauung  keinem  höheren  Begritle  untergeordnet  wäre;  aber  da 
ihr  Inhalt  in  Begrifie  gefasst  werden  kann,  und  zwar  in  Grössenbegriffe, 
go  entsteht  keine  .Schwierigkeit.  Man  liat  nur  solcher  Grösseubegriffe 
mehrere  aufzufinden,  mit  welchen  sich  derjenige  ouieres  Eaames  ver- 
gleichen lässt. 

Diese  iMöglichkeit  der  Definition  würde  sogleich  klarer  geworden 
sein,  wenn  der  Verfasser  die  ihatsaclie  benutzt  hätte,  dass  man  den- 
selben Inhalt  unserer  Kaumauschatiung  auf  aehr  verschiedene  Weise  in 
Begritle  fassen  kann.  Denn  wir  haben  schon  erwähnt,  dass  man  .sich 
den  Raum,  statt  durch  contiuuirliche  Bewegung  eines  Punktos,  auch 
durch  Bewegung  eines  andern  Gebildes,  etwa  einer  Geraden,  erzeugt 
vorstellen  kann;  hierbei  ergiebt  sich  aber  oft'enbar  der  GrössenbegrifT  einer 
durch  ri  Veränderliche  bestimmten  —  oder  specieller  einer  gleichartig 
ausgedehnten  und  congruenten  —  Mannigfaltigkeit.  Ueberhaupt  wäre 
CS  vortheilbaft,  wenn  neben  den  nach  Uehnholtz  gewählten  Beispielen 
der  Farben  und  Tonreihe  als  solches  unser  vierfach  ausgedehnter,  aus 
Geraden  erzeugter  Raum  betrachtet  würde.  Denn  eiue  Reihe  von  Ein- 
wänden, welche  gegen  diese  Beispiele,  wegen  der  Schwierigkeit,  Analoga 
für  die  Congruenzbedingungen  etc  zu  finden,  erhoben  worden  sind,  fal- 
len hier  von  selbst  weg,  so  vor  Allem  der  Einwand  gegen  die  Möglich- 
keit einer  «fach  ausgedehnten  anschaulichen  Mannigfaltigkeit.  Ausser- 
dem aber  würde  diese  Auffassung  dazu  dienen,  das,  was  in  unserer 
Raumvorstellung  wirklich  enthalten  ist,  von  deni  /.u  trennen,  was  nur 
infolge  von  Definitionen  und  hinzugetretenen  Massbejtimmungen  in  den 
Axiomen  zum  Ausdruck  gelangt.  l)<Min  ilas  Krstere  bleibt  auch  bei  un- 
serem Linienraume  erhallen,  das  System  von  Axiomen  aber  wird  auders 
.geartet.    So  siebt  mau  ^  B.,  dass  mau,  um  den  Begrifi  der  F  estig - 
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kcit  inathemAtisch  zn  fassen,  hier  zwei  Gleichungen  zwiachon  den  Co- 
ordinalen  jo  zwciov  Kiemente  annehmen  mus.s.    LHsst  man  ein  Element 

.  fest,  8f>  kann  der  feste  Körper  noch  Schrauhenbewogungen  um  diese  Axe 
l»eechreihen ,  auf  welche  sich  das  nächste  Axiom  zn  erstrecken  iiat  etc* 
G«'ht  man  nun  von  Grössenbegriffen  aus,  so  bieten  die  Mass* 
liestimmungen  ein  l'rincip  der  Eintheilung  der  verschiedenen  ausgedehn» 
ten  Mannigfaltigkeiten.  An  den  Flachen  hat  Gauss  die  Bedeutung 
des  K  rümm  u  n  gsm  asse  s  erwiesen,  insbesondere  des  constantnn 
KrnmmungsraasHes  für  diejenigen  Eigenschaften,  die  man  jetzt  als  Con- 
gruenz  bezeichnet.  Auf  «Icn  letzteren  Flächen  conetruirt  man  auch,  mit 
Uilfe  ihrer  geodätisclien  Linien  als  Gerade,  die  drei  Geometrien,  die 
pseudoBpliJirische,  die  sphärische  und  die  ebene  Geometrie,  welche 
sich  uns  auch  durch  die  versoliiodenen ,  das  elfte  and  »wölfte  Eukli- 
dische Axiom  ersetzenden  Y»)raus8etzungen  ergeben.  —  Obwohl  nun 
eine  solche  anschauliche  Interpretation  der  v«'rschiedenen  Geometrien 
Auf  drei  Dimensionen  sich  nicht  ausdehnen  lässt ,  so  ist  eine  solche 
Ausdehnung  doch  analytisch  bei  der  Formel  für  das  Linienolement 
möglich,  welche  für  alle  Massbeziehuiigeu  den  zusammen fasnejiden  Aus- 
druck darstellt;  und  hiernacli  wird  es  weiter  innp;lich,  auch  bei  den  drei 
Dimensionen  aut  die  Hedingunj^en  (der  Gongruenz)  zurückzuschliessen, 
aus  welchen  jener  Ausdruck  folgt.  In  diese  Bedingungen  gehen  aber 
die  geometrischen  Begriflfe  der  Festigkeit  und  Bewegung  ein,  welche,  da 
sie  auch  MassverhältniHse  der  wirklichen  Körper  geben  wollen,  auch 
mechanische  BegrilTe  ausdrücken  müssen.  Die  Erfahrung  orgiebt  mit 
grösster  Wahrscheinlichkeit,  dass  wir  unseren  Vorstellungen  eine  ebene 
Mannigfaltigkeit  zu  Grunde  zu  legen  haben.  Die  scheinbare  Erweiterung 
nnserer  Rauniauschauung  ins  Unendliche  kann  aber  keinen  Grund  für 
die  Annahme  dieser  ebenen  Geometrie  abgeben;  denn  das  Unendliche 
tritt  bei  der  pseudospliKrisrhen  Geometrie  ebenfalls  auf,  der  unbegrenzte 
Fortgang  sogar  bei  jeder  der  drei  Geometrien;  das  erstere  ist  überhaupt 
nur  eine  Uypnthesc  über  die  Massbestimmung,  über  die  unsere  an  dna 
Endliche  gebundene  Vorstellung  Nichts  aassagt. 

lUustrirt  wird  dieser  Beweisgang  durch  das  von  Ilelmholtz  in  dem 
oben  citirten  Aufsatze  ausgeführte  treffende  Beispiel  von  den  Vorgängen 
in  einem  Convexspiegel ,  welcher  die  äusseren  Vorgänge  abspiegelt.  Aber 
die  Argumentirung  des  Verfassers  hätte  sich  noch  wesentlich  verstär- 
ken lassen  durch  die  Entwickelungen ,  welche  F.  Klein  gegeben  hat. 

.  Denn  setzen  wir  selbst  die  Punkte,  Geraden  und  Ebenen  in  unserem 
Kaume  schon  als  gegeben  voraus,  so  lassen  sich  in  demselben  die 
drei  aus  der  Oongruenz  entspringenden  Geometrien  anschaulich  con- 
Btruiren.  Man  verwendet  dabei  alle  Vorstelluugen ,  die  wir  uns  vom 
Räume  gebildet  haben,  und  behält  halbst  dieselben  (iebilde,  welche  wir 
Gerade  nennen,  wieder  als  »olche  bei.    Nur  dasjenige  Mass,  weiches 
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mittolß  Bewegung  der  oxistireuden  festen  Körper  auf  den  Raum  an- 
gewandt wird,  wird  durch  ein  analoges  ersetzt.  Dabei  zeigt  sich,  dabs 
diejenige  Eigenschaft  des  Raumes,  welche  wir  durch  den  Weith  des 
Krtimmungsmasses  charakterisiren ,  in  Wirklichkeit  nur  eine  holcho  unseres 
Masssystems  ist.  —  Durch  diese  Darlegung  würden  mehrere  Vortheile 
erreicht:  es  zeigt  sich  vor  Allem,  dass  der  Begriff  ,, Richtung"  für  sich 
allein  noch  nicht  das  Mass  liefern  kann,  da  ja  hier  die  Gerade  ohne  das 
gewöhnliche  Mass  fortexistirt.  Ks  wird  aber  weiter  dadurch  eine  vielver- 
breitete Unterschiebung  zurückgewiesen,  welche  hauptsächlich  der  Grund 
der  falschen  Auffassungen  und  der  Angriffe  gegen  die  mathematiselun 
'i'heorien  geworden  ist,  vor  welcher  aber  schon  Helmhol  tz  (S.  38  seines 
Aufsatzes)  gewarnt  hat:  dass  diejenigen  Vorhaltnisse,  welche  sich  nur 
auf  die  sinnliche  Anschauung  krummer  Flächen  beziehen,  auf  unseru 
Raum  übertragen  werden.  Wir  haben  vielmehr,  wenn  wir  unserm  Ratinie 
positives  oder  negatives  Krümmungsmass  zuschreiben,  unsere  allgemeine 
Anschauung  in  Nichts  abzuändern;  und  auch  für  einen  Beobachter,  der 
sich  in  einer  tictiven  vierten  Dimension  belande,  könnte  unser  Kaum 
dabei  als  ein  ebener  Schnitt  erscheinen.  So  wird  auch  das  Dilonima 
Riemann 's  verständlich:  „Es  nmss  entweder  das  dem  Kaume  zu  (irundc 
liegende  Wirkliche  eine  discrete  Mannigfaltigkeit  bilden,  oder  der  Grund 
der  Massverhältnisse  ausserhalb  in  darauf  wirkenden  bindenden  Kräften 
gesucht  werden."  Denn  da  dieselbe  stetige  Mannigfaltigkeit  verschicdo- 
nv^r  Massverhältnisse  fähig  ist,  so  kann  der  (ii und,  welcher  unsere  spe- 
cielle  Massbestimmung  bedingt,  nicht  aus  dem  Begriffe  der  Mannigfaltig- 
keit folgen,  sondern  nur  ein  äusserer,  etwa  ein  mechanischer,  sein. 

Der  Verfatsber  kommt  in  tleiu  ersten  Theile  seines  Aufsatzes  zum 
Sehlasse,  dass  die  drei  Axiome:  von  den  drei  Dimensionen,  von  der 
Congruenz  und  von  der  Ebenheit,  für  unsere  Euklidische  Geometrie 
Dothwendig  und  genügend  seien.  Wir  wollen  hier  auf  diesen  Schluss 
nieht  näher  eingehen,  da  wir  dieee  ganze  Frage  noch  durchaus  nicht  für 
abgebchlossen  halten.  Denn  nach  unserer  Ansicht  müsste  das  zweite 
dieser  Axiome  zunächst  kommen,  dann  ein  solches,  welches  die  Zahl  6, 
von  den  sechsfacli  unendlich  vielen  freien  Bewegungen  eines  festen  Kör- 
pers herrührend,  unter  die  charakteristischen  Merkmale  unserer  Kaum» 
vorstellnng  aufnimmt,  sowie  auch  diejenigen  Zahlen,  welche  den  Unter- 
gruppen dieser  Bewegungen  angehören. 

Nach  der  Feststellung  der  Voraussetzungen,  welche  dem  Inhalt 
unserer  Raumvorstellungen  zu  Grunde  liegen,  gelangt  der  Verfasser 'nun 
zur  psychologischen  Frage  nach  den  Bedingungen  ihrer  Entstehung. 
Während  die  mathematische  Untersuchung  von  allen  philosophischen  An- 
nahmen über  die  Art  dieses  Ursprungs  unabhängig  war,  nimmt  die  letz- 
tere Untersuchung  aus  jener  wenigstens  Anlass  zu  neuen  Fragestellungen, 
wenn  auch  nicht  eigentliche  Entscheidungs^rUnde.    Denn  in  jeden  sol- 


Digitized  by  Google 


Beeamaloiieii. 


81 


chen,  scheinbar  aus  der  raathematischen  Analyse  gezogenen  Schluss  tritt 
noch  wenigstens  ein^  psychologisches  Moment  ein,  wie  etwa  das  von 
Helmholtz  angenommene  Kriterium:  dass  Alles,  was  durch  Momente, 
die  nailiwiMölich  die  Erfahrung  gegeben,  im  Anschaoungsbilde  überwun- 
den und  in  sein  Gegentheil  verkehrt  werden  kaniii  auch  nicht  ursprUng- 
lieh  gegeben  sein  kann. 

Der  Verfasser  steht  bei  dieser  Untersuchung  wesentlich  auf  dem 
empiristischen  Standpunkte  Lotzens,  wornach  unsere  Empfindungen  nnr 
Zeichen  ftir  äussere  Verhältnisse  sind,  welche  das  Mittel  bilden ,  unsere 
allgemeine  Vorstellungsweise  in  Uebereinstimmuog  zu  setzen  mit  diesen 
Verhältnissen  der  Dinge  unter  sich.  Nach  dieser  Theorie  ist  auch  die 
Ansbildnng  der  Vorslellangsweise,  je  nach  den  versehiedenen  Formen 
der  Dinge  selbst,  ahSndeningsfllbig.  Bei  der  hierbei  anfkietenden  Frage, 
welche  Elemente  eine  bestimmte  Ansbildnng  bedingen,  bleibt  aber  die 
erkenntnissiheoretiscbe  Frage,  was  in  den  änsseren  Dingen  selbst  dem 
Blnmliehen  entspreche,  oder  sogar  die  Frage  nach  der  Ursprüngliehkeit 
der  BanmTorstellnng  bei  Seite. 

Die  Begründung  dieses  Standpunktes  des  Verfiusers  ergiebt  sieh 
TollstKndiger,  wenn  man  seine  Schrift  mit  der  von  Stumpf  „Ueber  den 
psyehdogisehen  Ursprung  der  BanmTorstellnng' Leipzig  1873,  zusammen- 
hXlt.  In  dieser  letzteren  Schrift  soll  zunächst  nachgewiesen  werden ,  wie 
der  Raum  ein  wirklicher  Inhalt  unserer  Vorstellungen  ist,  ähnlich  wie 
die  anderen  Empfindungsgehalte,  nicht  blos  eine  Form  unserer  Anschau- 
ung. Hierdurch  wird  es  verständlich,  wie  speciellc  Raumvorstcllungen 
einer  besondern  Ausbildung  fähig  werden.  Zu  den  physischen  und  psy- 
chischen Bedingungen  der  Kaumvorstellung,  welche  Stumpf  entwickelt, 
kommen  nun  hier  noch  neue  hinzu,  welche  direct  diese  Ausbildung  an- 
zeigen; denn  es  ist  die  Nothwendigkeit  mechanischer  Hypothesen  zur  Fest- 
stellung der  Massbeziehungen,  welche  einen  Theil  des  Inhalts  unserer 
Vorstellungen  ausmachen,  nachgewiesen.  Und  wir  haben  weiter  in  un- 
seren oben  gegebenen  AnsfKhrungen  dargelegt,  dass  man  yerschiedene 
dieser  Besiehnngen  anschaulich  construircn,  also  die  gewohnten  Vor- 
stellungen abündern  kann.  —  Es  mdchte  wohl  auch  die  Nothwendigkeit 
der  Abstraction  anf  den  Pnnkt  snr  Vorttellnng  der  drei  Dimensionen 
für  das  «mpiristische  Element  in  dieser  Vorstellung  sprechen. 

Fttr  die  oben  bertthrte  erkenntnisstheoretische  Frage  ergiebt  sich  dem 
Verfasser  ana  seiner  Untersuchung  nnr  ein  negatiTCs  Resultat,  ebenso 
wenig  ein  Kriterium  sur  Entscheidung  swischen  den  drei  verschiedenen 
Formen,  welche  nach  dem  Verfasser  der  Empirismus  annehmen  kann. 

Indem  ich  mich  sum  dritten  Theile  des  Anfsatses ,  einer  snsammen- 
fassenden  Theorie  der  Geometrie,  wende,  habe  ich  sunSchst  su  consta- 
tiren^dass  hier  eine  viel  speciellere  Auffassung  des  BegriiTes  der  mathe- 
matisehea  Wissenschaft  lur  Anwendung  kommt,  als  es  in  den  meisten 
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der  beoÜgMi  msätenatisoli«!!  SelififIeD  gesehMit.  Nadi  dieier  allginMi- 
Ben  Aiifrastmig  bt  Mathematik  dinjeoiga  Wiaaeoi^ft,  «aleha  alle  Ord^ 
iimigsbesielrangen,  die  stetige  oder  diaeiete  MannigfaUIgkeitea  Bolasaeo, 
entwiekelt  «ad  die  KTiteiiea  «atevtacfat,  die  diese  BeaiekaogeB  diarak« 
terisiveB}  gaas  anabhiagig  daTon,  welche  dieser  Eriterien  hei  einer  ge- 
gehenea  Manaigfaltiglcelt  «rfBlU  sind.  Unter  Geoaietrjle  Tecaleht  man 
daher  jetat  in  4er  Regel  (von  eiaaelaea  incoaeeqiveateD  fiteüeo  ahgesehea) 
etwas  sehr  vid  Allgemeineres,  als  daijeaige  System,  wekhes  die  in 
unserem  Raame  ▼ermSge'der  festea  Körper  gegebenen  HassbeaiehaBgcn 
behandelt-;  und  ebensa  giebt  'es  eine  allgemeinere  Arithmetik,  als  die 
gewVhnliebe,  deren  Gegeastand  die  ratieaalen  nad  irrationalen  Zahlen 
sind.  —  Die  Frage  aber,  welehes  der  mathesduisehen  SyeteaM  im  ga- 
gebenen Falle  speeielle  Anwendang  (a.  B.  apeeiell-geometTisehe 
Verwendnng)  an  finden  hat,  Kegt  Aber  den  Orensen  der  Mathearatik; 
geang,  dass  lie  die  Kriterien  darbietet. 

Wae  der  Verftuser  aha  von  der  Gaometrie  nnd,  wie  ar  bemerkt, 
▼on  der  Mathematik  ttberhanpt  aussagt ,  beaiebt  tüdk  aar  aaf  die  Frage 
naeh  demjenigen  Systemen,  wel^e  für  speeielle  Manaigfaltigkeitea,  wie 
den*  Kaum  unserer  gewohnten  Vorstellung  oder  das  gew(rtinliehe  ZaUea- 
gebiet,  aar  Anwendung  au  gelangen  haben.  Aaf  die  mathematiaeha  Wie- 
«ensehaft  ttberhaapt  aber  beaiehen  sieh  seine  Bemerkungen  nicht. 

Dia  Theorie  ist  im  WesentHehea  die  folgende: 

Der  Inhalt  unserer  gewohnten  Baumansehaaung  kann  v9lfig  auf  eine 
begrenate  Zahl  -ron  Definitionen  und  Axiomen  aurflekgellthft  werden,  die 
mOgliehst  einfhebe  Abstraotionen  ihres  Gebiets  sin4t  abweiehend  foa  den 
fibilgen  Wissenaehalten,  in  welehan  die  Grundbegriffe  gerade  die  oehwia- 
rigsten  und  letaten  sind.  Die  Axiome  sind  nicht  nothwendig,  allgemein 
und  UBTOflndetHeh  in  absolut  lationalistiscbem  Sinne;  ▼ielmekr  enthalten 
sie  Urthella  über  ErCftbrungsthatsaehen  und  sind  nur  relativ  nothwendig 
und  allgemein  insofem,  als  sie  unsere  Aasdiauungen  tberall  darstellen. 
Aubh  die  Oonatruetionsbegriffe  enthalten  empirisohe  Elemente,  wenn  andi 
keine  neuen,  als  die  schon  in  den  Axiomen  ausgesprochenen;  sie  sind 
äbtt  keine  blossen  Abstractionen ,  sondern  auch  Modifioationen  des  empi- 
riseh  Gegebenen,  ideale  Bilder,  devea  Ooaception  reia  voUsogan  werden 
kann.  —  Diese  letitere  M6g1iehkeit  soll  nur  auf  der  Gleichartigkeit 
der  Baumelemente  betuhen.  Wir  mSchtan  aber  doch  den  Gbnnd  dieser 
Art  Ton  Vorstellnngen  darin  finden,  dass  die  einfachsten  Gebilde,  Ga- 
rade und  Ebene,  selbst  als  durch  die  eine  oder  andere  Art  dar  Oon- 
strnotion  aas  den  Banmelemeoten  erhalten  gedacht  werden.  —  Eadlich 
siad  auch  die  Axiome  der  Grüsseogleiohbeit  emi^rlsch. 

Ausser  den  Grundbegriffen  isl  auch  die  Methode  fUr  daa  Wesen 
der  Geometrie  charakteristisch.  Die  Geometrie  verfthrt  einmal  (ab^ssdien 
▼on  Ihren  Axiomen)  synthetisch,  da  ia  jedem  geometrischen  Lehisatse 


Digitized  by  Google 


neue  Merkmale  (Ivreb  Definitie^ii  elftgellHirt  nnd  ▼ersdiiedeBe  Begriffe  mit- 
einafider  eombiairt  werden«  Diese  Kavt*aelie  BeiBtftkiiD|f  sobtteMt  aber 
ttiebt  ans,  daas  aucb  das  Analytiren  des  iDbaHt  der  gegebenen  Vortas- 
setsnagen  ein  wesentliefaes  Element  der  EntwicketnageB  bildet  ^  Was 
sodann  die  Sieberhelt  des  geometrisebeB  Fevtsebtftts  beirlift,  so  berabt 
dieselbe  daranf,  daas  maa  eben  sdien  die  Aarfome  aia  attgemeia  gütig 
ansiebt,  somit  nnabbUngig  wird  von  jeder  besandera  Erlbhnmg;  denn 
die  angewandte  dednetire  Methode  giebt  dann  jedem  Satae  dieselbe  nAm- 
tire  Kotbwendigkeit  und  Allgemeinbeit,  welebe  die  elementaren 
sielrangen  sebon  besitsen.  Hier  aber  seblieuen  wir  aas  melnr  der  Sobo- 
penbaner'seben  Ansicibt  an,  naeb  der  doreh  eine  solebe  ZttrilekAbniBg 
wobl  das  „Dass**,  aber  ilieht  das  „Warem**  eines  jeden  Salaas  erklArt 
•  wird;  denn  mir  das  directe  ZnrBekfllbren  eines  Bataea  auf  diejenigen 
Tbatsaeben  der  ErfbbmBg,  ans  wekhen  die  Aiiome.  selbst  «tat  abgeao- 
gen  sind,  giebt  volle  BefriedIgiiBg. 

Naeb  dieser  Tbeorie  des  Vertbssen  steih  sieb  der  weseatHebsle 
UDteisehied  der  Geometrie  von  den  fibrigen  Wiasenabbaftea  dabin»  dass 
sie  eia  Gebiet  an  natersnebeB  bat,  welches  aaeb  dea  Terschiedeaen  Rieb* 
tnngen  bin  in  sieh  gleichartig  ist.  Gerade  dieser  Dntersehied  triffi 
für  die  reine  Mathematik  selbst,  deren  Gebiet  ein  viel  weiteres  ist,  nieht 
sn.  Aach  ist  su  bemerken,  dass  die  Voranssetsangen,  welebe  ftr  unsere 
Geometrie  mit  Recht  als  Axiome  ausgelegt  werden,  in  dem  System  der 
reinen  Mathematik  eiae  gaaa  andere  Stellung  einnehmen:  sie  werden  hier 
ebenfalk  su  Definitionen  und  sind  als  solche  weder  nothwendig,  noch 
allgemein,  sondern  insoweit  wlllkttriicb,  als  sie  sieb  nicht  selbst  wider- 
sprechen. 

Wir  sehen  bei  dieser  Bespreehnng  Ton  Tcreinaelten  Mllagaiv  in  dar 
Darstelhing,  wie  etwa  auf  S.  57,  wo  der  Riemann*sobe  Ausdruck  des 
KrflmmungsmasBes  mit  dem  davon  verschiedenen  Lipseblts'scban  idan- 
tiflcirt  wird  etc.,  ab,  da  dieselben  ohne  Einflnsa  auf  die  Betrachtungen 
geblieben  sind.  Dagegen  haben  wir  Über  die  in  dem  Baeba  ausgellblen 
Kritiken  noch  einige  Worte  hinsusuftgen.  Die  Kritik  gegen  ZOllner's 
Auffassung,  nach  der  der  Raum  vier  Dimensionen  haben  kSnne  und 
weiter  nothwendig  positiv  gekrümmt  sein  mtttse,  ttsst  sieh  duieb  wesent- 
liche Argumente  verstärken.  Denn  wie  sollen  in  -einem  ebenen  Baume 
von  vier  Dimensionen  die  mechanischen  Gesetae  besehaffen  sein,  damit 
in  einem  Schnitte  desselben,  in  unserem  Räume  nlMoHoh,  die  bekann- 
ten Principien  Geltang  behalten,  wie  die  Oonstana  jeder  Masse,  das 
Gesets  von  der  Erhaltung  der  Kraft  etc.?  K«nn  man  ja  doch  aaeb  niebt 
solche  Gesetae  fttr  diejenigen  Schnitte  gelten  lassen,  welebe  eine  fasle 
oder  bewegliehe  Ebene,  oder  gar  aUe  gleichberechtigten  Ebenen,  aus  den 
Körpern  unseres  Raumes  ausschneiden.  Auch  der  Sohhua  Z9llnaT's 
auf  den  unendlich  grossen  Druck  ist  schon  mathematiach  uabahbar. 
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In  der  Anffassung  einiger  Stellen  ans  der  Schrift  von  F.  Klein: 
„Vergleichende  Betrachtungen  Über  neuere  geometrische  Forschungen", 
b^eht  der  Verfasser  offenbar  einen  Irrtham.  Aua  dieser  Stelle  wird 
geschlossen,  dass  Klein  aus  den  neueren  geometrischen  Theorien  (wor* 
uuter  seine  eigene  ist)  gar  keine  philosophischen  Conseqnensen,  aadi 
nicht  psychologische,  zulasse.  Aber  aus  dem  gansen  Zusammen* 
hange  dieser  Stellen  geht  hervor,  dass  Nichts  weiter  ausgedrückt  wei^ 
den  soll,  als  was  der  Verfasser  selbst  S.  88  ausspricht:  dass  die  philo- 
sophische Fragestellung  nach  dem  Ursprung  des  Parallelenazioms  zwar 
durch  die  mathematischen  Untersuchungen  angeregt  ist,  aber  mit  Hilfe 
selbststäodiger  Erkenntnissprineipien  erfolgen  muss.  Hierin  liegt  Nichts 
weiter,  als  eine  Enthaltung  des  Mathematikers  als  solcheti  von  einem 
Urtheil  über  mögliche  philosophische  Conseqnensen.  Auch  die  in  dem 
Texte  der  Schrift  (S.  125  flgg>)  gemachten  Bemerkungen  werden  hinill« 
lig,  wenn  man  beachtet,  dass  Klein  mit  „Vorstellung"  offenbar  den 
sonst  „Fietion**  genannten  Begriff  beaeichnet  hat 

Erlangen,  October  1877.  M.  Nobtbbb. 


Sie  Bedeutung  der  Pangeometrie.  Mit  Bezug  auf  <len  Aufsatz:  „lieber 
den  Ursprung  und  die  Bedeutung  der  gcometrischeu  Axiome,  von 
Uelmholts".  Von  Soumits-Dumomt.  Leipzig,  Koschny.  Ib77. 
47  S. 

Diese  Schrift  gehört  au  (If'n  zahlreichen  pUlosophischen  Arbeiten, 
in  denen,  wie  es  in  der  vorhergehenden  Recension  erwähnt  worden  ist, 
selbst  die  Bedentnag  der  matbematischen  Untersuchungen  für  die  Bildung 
des  Aziomensystems  missverstanden  wird.  Der  Verfasser  nimmt  philo* 
•ophiscb  einen  ihm  eigenthümlichen  Staudpunkt  ein,  womach  der  Raum 
nur  eine  Form  d^s  logischen  Denkens  sein  soll.  Hiernach  löst 
sich  für  ihn  der  ganze  Inhalt  unserer  Raumvorstellung  in  nothwendige 
logische  Begriife  auf,  ja,  Sfttze  der  Mechanik,  wie  der,  dass  eine  Masse 
ohne  ftusserlich  neu  hinzutretendes  Moment  Kichtung  und  Geschwindig- 
keit gleichförmig  beihehält,  sind  für  ihn  nur  Ausdrücke  des  IdentitÄts- 
satses.  Ausserdem  enthält  die  Schrift  auch  durchgehende  die  auf  S.  80 
der  vorigen  Recension  angegebene  Unterschiebung. 

Der  Verfasser  kleidet  seine  Beweise  vorzugsweise  in  mathematisciie 
Form,  aber  es  charakterisirt  den  logischen  Standpunkt  des  VeiTHSsen^ 
genttgend,  dass  er  bei  jedem  solchen  Beweise  entweder  für  den  Mathe- 
matiker unverständlich  wird  (wie  S.  8,  wo  aus  einer  doppelten  Abbil- 
dungsart eines  Kreises  wohl  selbstverständlich  zwei  verschiedene  Resul- 
tate erscheinen  müssen),  oder  unmögliche  mathematische  Begrübe  anfstrilt 
(wie  seine  „absolut  kttraeste**  Linie  oder  seine  Conception  Ton  mehr  als 


Digitized  by  Qc 


Baeendoneii.  85 


■wei  an  einander  senkrechten  Linien  in  derselben  Ebene),  oder  dass 
er  Sehlnssfehler  begeht  (wie  8. 14 — 15,  wo  er  ein  in  keiner  der  drei 
Geometrien  mögliches  M asssystem  einer  in  einer  solchen  gedachten  Drei- 
eeksmessnng  an  Gmnde  legt),  oder  endlich,  dass  er  den  logischen  Ghnind 
der  drei  Dimensionen,  analog  dem  der  algebraischen  UnanflSsbaikeit  Ton 
allgemeinen  Gleichnngen  von  hSherem  als  viertem  Grade,  in  mystischen 
Zahleneigenschaften  snchtl 

Erlangen,  October  1877.  H.  NorranR. 


Ctoiehichte  der  Astronomie  von  Rudolf  Wolf,  anf  Yeranlassnng  nnd  mit 
Untersttttanng  Sr.  Majestät  des  Königs  von  Bayern,  Maximilian  II., 
herausgegeben  dnrch  die  historische  Commission  bei  der  königL 
Akademie  der  Wissensehaften.  Mfinchen  1877,  bei  R,  Oldenbonrg. 
XVI,  815  S. 

Der  nns  yorliegende  stattliche  Band  AÜurt  einen  doppelten  Titel. 
Den  «weiten  haben  wir  hier  als  Uebeischrift  gewählt.  Der  anf  einem 
ersten  Blatte  ihm  yoraosgehende  heisst:  Geschichte  der  Wissen- 
schaften in  Deutschland.  Kenere  Zeit.  XVI.  Band.  Ge- 
schichte der  Astronomie.  Ein  anfftlligerer  Widerspmch,  als  der 
swischen  den  beiden  Titeln  lltast  sich  nicht  wohl  denken.  Der  allgemeine 
Plan,  der  der  gansen  Reihe  geschichtlicher  Werke,  welche  dnrch  die 
historische  Commission  in  Mttnchen  heransgegeben  werden,  an  Gmnde 
liegt,  verlangt  die  DaistiBlInng  der  f ntwickelnng  der  einaelnen  Wissen- 
schaften in  Dentsehland  in  nenerer  Zeit  Herr  Wolf  stellte  sich  all- 
gemein die  Aufgabe,  mne  Geschichte  der  Astnniomie  va  schreiben.  -Die 
Verdienste  deutscher  Forscher  auf  dem  Gebiete  der  Sternkunde  kommen 
sur  Geltung,  aber  kaum  mehr,  als  die  von  Astronomen  ans  irgend  einem 
andern  Volke.  Und  ebenso  wenig  wie  an  die  Schranke  der  Natiönalitgt, 
band  sich  der  Verfasser  an  die  Schranke  der  yorgeschriebenen  Zeit.  So 
weit  eine  beglaubigte  Geschichte  der  Astronomie  möglich  ist,  greift  Herr 
Wolf  zurflck  und  liest  in  einem  fast  14  Bogen  starken  ersten  Buche: 
die  Astronomie  der  Sltesten  Völker  an  dem  Leser  vorüberziehen, 
bevor  er  in  einem  aweiten  Buche  gleichen  Umfanges  an  der  Reforma- 
tion der  Sternkunde,  in  einem  dritten  erst  zor  neueren  Astro- 
nomie gelangt.  Wenn  wir  diesen  Widerspruch  hervorheben,  so  geht 
unsere  Absicht  durchaus  nicht  dahin,  dem  gelehrten  Verfasser  einen  Vor- 
wurf daraus  zu  machen,  dass  er  die  Aufgabe  anders  bogriif  und  andeis 
löste,  als  sie  ihm  von  aussen  gestellt  war.  Wir  betonen  nur  mit  Genug- 
thuang,  dass  in  diesem  Abweichen  von  dem  vorgesteckten  Ziele  eine 
Uehereinstimmung  mit  den  Ansichten  sich  knndgiebt,  welche  wir  vor 
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■Wölf  Jabien  bei  der  Anieige  von  QuStelet,  Histoire  des  sciences  mtäM 
moHgues  et  physigues  chet  les  Bdges  (Zeitscbr.  Matb.  Phys.  XI,  Literatur- 
Mitling  8.  29)  dabin  aasfübrten ,  es  sei  nicbt  möglicb ,  eine  Geschichte 
der  Matbematik  in  Italien,  in  Belgien,  in  DentschUnd  zn  schreiben. 
Zwiieben  der  Oesebichte  der  Aatienemie  und  der  der  Matbematik  findet 
aber  der  engste  Znianimenbang  statt,  so  daas  kaom  ein  Name  in  der 
ersten  zur  Geltung  gelangt,  der  nicht  auch  der  zweiten  angehört,  so  daas 
also  auch  die  gleichen  EinflftMe  nnd  Abhängigkeiten  in  der  einen,  wie 
in  der  andern  zu  Tago  treten.  Diese  Gemeinsamkeit  ist  es  auch,  welche 
nns  gestattet,  ein  Urtheil  über  eine  Geschichte  der  Astronomie  öffentlich 
anssnsprechen ,  \N'älirend  wir  einem  theoretisch  oder  gar  einem  praktisch 
astronomischen  Werke  gegenüber  es  nicbt  wagen  wttrden,  nnsere  Laien» 
stimme  zn  erheben. 

Mit  dem  Urtheil  über  ein  so  nmfA.(;son(l  angelegtes  nnd  zugleich 
tausend  Einzelheiten  in  sich  schliessendes  Werk  ist  es  eine  eigenthtlin* 
liehe  Sache.  Man  würde  offenbar  dem  Verfasser  zu  nahe  treten,  wenn 
man  Qnötelet's  Wort:  ,,cine  Stecknadel  in  einem  Bunde  Heu  auf* 
suchen  zu  wollen",  anf  sein  Werk  anwendete  und  jede  kleine  im  Texte 
oder  in  den  Anmerkungen  zerstrente  Notis  sorgsam  prüfte,  ob  nicht  ein 
Irrtbnm  unterlaufen  ist.  Keinen  Irrthnm  zn  begehen,  ist  kaum  der  sicher, 
der  nur  solche  Dinge  aufnimmt,  welche  in  allen  Grescbichtswerken  gleich- 
massig  berichtet  werden.  Wer  dagegen  überall,  wo  es  ihm  möglicb  ist, 
auf  4ie  Quellen  selbst  zurückgeht,  wem  die  eigene  Auffassnng,  anf  grttnd- 
liebem  Studium  beruhend  und  mit  fremden  Meinungsäusserungen  wer- 
glichen,  das  Vorrecht  vor  altüberkommenen  Berichten  besitst,  d«r  wird 
um  so  gewisser  da  und  dort  eines  kleinen  Missverständnisses,  einer  kleinen 
Uebefeilungssttnde  sich  schuldig  machen,  aber  dessen  Schriften  werden 
anch  den  Leser  mit  dem  Bewnsstsein  erfüllen,  Neues  gelernt  zu  haben 
und  darunter  nnverhältnissmissig  mehr  Richtiges ,  als  die  kleinen  unver- 
meidlichen Mängel  betragen.  Ein  solcher  Forscher,  wie  wir  ihn  hier 
schilderten,  ist  aber  Rudolf  Wolf.  Wir  wissen  kaum,  was  wir  mehr 
an  ihm  bewundern  sollen,  ob  die  Geistesarbeit,  mit  welcher  er  die  Werke 
der  grossen  Astronomen  aller  Zeiten  in  sich  aufzunehmen  und  dem  mo« 
demen  Leser  mundgerecht  zu  machen  wusste,  oder  die  Sammelthätigkeit^ 
welche  Einzelschriften  über  hervorragende  Männer  oder  besonders  denk- 
würdige Ereignisse  aufspürte,  von  deren  Vorhandensein  kaum  Antiqua- 
riatskataloge  eines  Friedländer  &  Sohn  oder  eines  Gauthier- Villars  Kunde 
geben.  Wenn  Herr  Wolf  den  unglaublichen  Reichthura  an  biographi- 
schen nnd  literarischen  Nachweisnngen  in  Poggendorff 's  Handwörter- 
buche rühmt,  welches  er  unendlich  oft  benutzen  konnte,  so  ist  Referent 
mit  der  Werthschätzung  jenes  zweibändigen,  gegenwärtig  jedem  Ge- 
schichtsforscher auf  dem  Gebiete  der  cxacten  Wissenschaften  unentbehr- 
lichen Hilfswerkes  völlig  einverstanden  j  aber  die  Gerechtigkeit  verlangt. 
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dM8  man  Uomfllge:  Poggendorfr«  HandwSiterbaeb  llnt  an  hXvfigen 
Stellen  dnrch  Walf*8  Geschichte  der  Aetronomie  rieh  ergSnien. 

DiM  Herr  Wolf  bei  so  unabhängigen  nnd  ins  Kleinste  ebdringen* 
den  Fofsohnngen  nicht  selten  von  hergebrachten  Erslthlnngen  rieh  ent- 
fernt, dass  er  dabei  anf  manche  gelegendiehe  Polemik  sich  einanlassen 
genöthigt  ist,  kann  nicht  Tcnnindem.  Wir  mSehten  dieselbe  sogar  in 
eine  doppelte  Art  ron  Polemik  unterscheiden,  in  eine  solche,  wo  er  fast 
mehr  gegen  die  Verfasser  Ton  anspmchsToU  auftretenden,  aber  keinerlei 
Ansprache  befriedigenden  Schriften  mit  Namensnennung  an  Felde  sieht, 
und  in  eine  solche,  wo  es  ihm  nur  um  den  Gegenstand  der  Controverse 
SU  thun  ist  In  letsterer  Beaiehung  fitthlten  wir  selbst  an  einaelnen  Stellen 
uns  getroffen,  ohne  dass  Herr  Wolf  unseren  Namen  dabei  genannt  hStte, 
wXhrend  wir  gewiss  keinen  Grund  haben,  mit  der  Art«  in  welcher  wir 
an  anderen  Orten  von  ihm  genannt  wurden,  nnsufrieden  au  sein.  Wir 
wurden  auch  da,  wo  Herr  Wolf  als  unser  Gegner  oder,  wie  wir  gern 
gestehen,  theilweise  als  unser  Berichtiger  auftritt,  gegen  eine  offene 
Polemik  Nichts  einauwenden  gewusst  haben,  so  liebenswürdig  ist  die 
gewählte  Form.  Von  etwas  derberer  Natur  rind  die  Sehläge,  welche 
Herr  Wolf  jenen  Personen  angedeihen  lässt,  die  er  au  diesem  Zwecke 
besonders  nennt.  Er  mag  ja  in  der  Auswahl  dieser  Prttgelknabeu  mit  einer 
rinaigen  Ausnahme  richtig  getroffen  haben,  allein  wir  wfinschten  doch  einen 
etwas  unnachsichtigwen  Bothstift  gegen  gewisse  Ausdrücke  angewandt, 
deren  Naturwäohrigkeit  ihrer  Salonfähigkeit  im  Wege  steht  Wenn  wir 
eine  Ausnahme  noch  besonders  erwähnten,  so  meinen  wir  Seite  445  und 
468,  wo  Herr  Wolf  tou  einem  nach  unserer  festen  üeberseugung  an- 
gerechtfertigten Verdachte  gegen  einen  Gelehrten  beeiDflnsst  erseheint, 
der  uns  als  Forscher,  wie  als  Ehrenmann  gleich  hoch  steht  und  dessen 
Wahrhaftigkeit  da  gewiss  nicht  angesweifelt  worden  kann ,  wo  er  sich 
einer  Leichtgläubigkeit  schuldig  bekennt  ^  welche  ihm  den  Spott  der  Welt 
und  den  Verlust  einer  einem  kleinen  Vermögen  gleichkommenden  Summe 
eintrug. 

Unsere  bisherigen  Bemerkungen  konnten  möglicherweise  den  Ein* 
druck  herrorbringen,  als  sei  das  von  uns  besprochene  Werk  rorwiegend 
als  Detailarbeit  schKtzenswerth.  Wir  wollen  nicht  verhehlen,  dass  in  der 
That  das  Neue,  welches  uns  darin  ^gegnete,  weniger  in  grossen  bahn- 
brechenden geschichtlichen  Gedanken,  als  in  einer  Fülle  von  kleineren, 
wenn  auch  mitnnter  Nichts  weniger  als  unbedeutenden  Entdeckungen 
besteht  Aber  damit  soll  keineswegs  gesagt  sein,  die  Geschichte  der 
Astronomie  trete  nicht  genugsam  in  grossen  Zttgen  hervor.  Die  reiche 
Veraierong  jedes  einzelnen  Gliedes  der  Kette  yerhindert  keineswegs, 
dass  es  als  Kettenglied  erkannt  werde.  Man  lese  nur  die  einem  Ptole- 
mäus,  einem  Copemicus,  einem  Kepler,  einem  Laplace  gewidmo 
ten  Anaeinandenetanngen  und  man  wird  die  Bilder  dieser  grossen  Mä;aner 
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deutlich  hervortreten  sehen,  man  wird  nicht  einen  Augenblick  in  Zweifel 
darüber  sein,  was  ein  Jeder  derselben  für  die  Entwickelung  der  Stern- 
kunde geleistet  hat.    Eines  vielleicht  möchte  man  vermissen :  eine  über- 
sichtliche synchronistische  Zusammenstellung  der  Kenntnisse,  welche  za 
▼eracbiedenen  Zeiten  allgemein  verbreitet  waren.    Wie  dachte  man  über 
den  gestirnten  Himmel  etwa  in  den  Jahren  300  v.  Chr.,  1400,  1500, 
1650?  um  nnr  einige  Hauptepocben  zn  bezeichnen.    Diese  Frage  stellt 
sich  gewiss  mancher  Leser,   der  in  einem  Zuge  das  Wolf 'sehe  Bieb 
dnrchHest  und  sich  nicht  etwa  begnügt,  mit  Hilfe  des  mnsterbaft  genas« 
Inbaltsreneichnisses  ttber  ihm  besonden  wichtige  Dinge  Bescheid  ii 
suchen.   Diese  Frage  wird  ihm  aber  nicht  beantwortet.  Wir  wissen  woU, 
dass  die  Beantwortung  an  Schwierigkeit  ihres  Gleichen  sucht  Okse 
allsu  merUiche  Wiederholung  Ton  bereits  im  DetMl  Gesagtem  in  fcttissiter 
Form  auf  wenigen  Seiten  ein  hinreichend  deutliches  Bild  des  geistig« 
Zustandes  einer  IXngst  Terstorbenen  Zeitgenossenschaft  tu  entwerfen,  du 
ist  keine  Aufgabe,  die  ein  Jeder  Schriftsteller  Idsen  könnte.    Dass  vir 
Herrn  Wolf  sie  stellen,  mag  ihm  und  unseren  Lesern  den  Beweis  liefefs, 
welchen  Anforderungen  wir  ihn  gewachsen  glauben.  Cahtor. 


Dm  Matkematliehe  im  Ttlmid.   Beleuchtung  und  JSrlSutemng  der  Td- 
mndstellen  mathcnnatischen  Inhaltes  von  Dr.  B.  ZacKBBM4ni. 

Beilage  zum  Jahresbericht  des  jüdisch- theologischen  Seminsn 
„FranckeVscher  Stiftung*'.    Breslau  1S78.    64  S. 

Herr  Zuckermann  hat  sich  durch  Veröffentlichung  dieses  Progranuns 
entscbieilene  Verdienste  erworben.  Die  vergleichende  Geschichte  der  Ma- 
thematik ,  wie  sie  insbesondere  für  ältere  und  älteste  Zeiten  zur  Erkenot- 
niss  culturhistorischer  Znsammenhänge  allein  verwerthbar  ist,  bedarf  d« 
Vorarbeiten,  die  Demjenigen  unmöglich  sngemnthet  werden  können,  d«r 
auf  die  Vergleicbung  selbst  (einreichend  anstrengende  und  zeitraubcDile 
Thätigkeit  zu  verwenden  hat.  Zu  diesen  wesentlich  sammelnden  Vor- 
arbeiten sind  nnr  wenig  lahlreiche  Forscher  befthigt,  denen  die  Sptadie 
der  absusucbenden  Werke  gleich  geläufig  sein  muss,  wie  der  Qegenstsoi 
dem  sie  nachspfiren  wollen.  HerrCuckermann  scheint  su  diesen  be- 
rechtigten und  berufenen  Arbeitern  su  gehören.  Seine  Stellung  an  d«r 
FrEndiel^schen  Stiftung  dient  uns  cum  Beweise,  dass  die  Sprache  dm 
Tahnuds  ftlr  ihn  keine  unfiberwindlichen  Schwierigkeiten  bietet,  und  des 
Besits  der  mathematischen  Kenntnisse,  welche  gefordert  werden  mOsses, 
erweist  der  Yerfosser  in  seiner  Abhandlung  selbst.  IMe  mathematisches 
Kenntnisse,  welche  snr  Erlinterung  der  hier  behandelten  TahnndstsOss 
erforderlich  erscheinen,  liegen  flbrigens  recht  eng  bei  einander.  Ib  der 
That  kommt  es  in  fast  allen  von  Herrn  Znck ermann  erlänterten  Streft* 
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fiagfin  nur  auf  Dreierlei  an:  auf  den  Werth  yod  auf  die  FUcbe  des 
Kreises,  auf  den  Kreisnmfang. 

Für  y2  müssen  in  aufeinander  folgenden  Zeiträumen  verschiedene 
Näberungswerthe  üblich  gewesen  sein.  Die  älteste  Miflchna  Oholot  nahm 
}/2=s|,  die  sp&tere  Mischna  Enibin  ^^2^1^  an  ait  dem  BewniaCsdn, 
dieser  Werth  sei  ein  wenig  an  klein,  was  sidi  aber  nieht  näher  bestim* 

men  lasse;  dem  noch  späteren  Talmnd  genügte  y2  =  \  (S.  11).  Auf 
diesen  letiteren  Werth  hat  anch  schon  8.  Oflnther  (Yermisehte  Unter- 
Bnehnngen  snr  Gesch.  d.  math.  Wissenseh.  Leipzig  1876.  8«  304  Note  **) 

aufmerksam  gemacht.  Wir  bentitzen  die  Gelegenheit,  hier  eine  Bemer- 
kung zu  verötVentlichen,  welche  auf  das  Vorkommen  desselben  NShe- 
rungswerthes  bei  Griechen  sich  bezieht  und  zu  welcher  wir  vor  etwa 
einem  Jahre  gelangten.  Die  erste  beweisende  Stelle  fanden  wir  bei 
Proklos  (Commentar  zu  Euklid  edit.  Friedlein  pag,  421  Un.  1  —  24), 
wo  es  heisst:  ov  yaQ  -ion  ttxQccyavos  o^i^fto^  tixQuycävov  ömlaaioSf  f(i} 
Uyoi  ug  Tov  avvtyyvg.  6  yag  ano  tov  vov  ano  xov  e  ^^n^M0^6g  iartv 
ä  diovxog.  Nicht  mit  gleicher  objectiver  Bestimmtheit,  aber  persönlich 
▼on  der  Richtigkeit  unserer  neuen  Auffassung  überzeugt,  weisen  wir  auf 
Heron  von  Alexandrien  {edit.  Hnltsch  pag.  212  /ih.  29-- 30)  hin.  Wir 
haben  die  gleiche  8te11e  in  Anmerkung  75  unserer  „Agrimensoren"  be- 
reits heryorgehohen,  damals  aber  noch  nicht  rerstanden.  Es  handelt  sich 
am  die  Auffindung  der  Hypotenuse  50  des  rechtwinkligen  Dreiecks  mit 
den  B^atheten  30  und  40,  und  diese  Auffindung  lehrt  Heron  ausser  durch 

50  =  /30*H-40*  auch  folgendermaßen:  «vvftg  tag  ßi  nktvgag  xd  k'  na\ 
ta  ft.  yivovTCCi  o'.  taiJra  irtl  e'  xv'.  xovx(ov  x6  v'.  D.  h.  50  =  (30  4*  40). 5. 4- 
Der  Sinn  dieser  Rechnung  scheint  uns  nun  der  zu  sein,  dass  da  bei 
Gleichheit  der  beiden  Katheten  die  Hypotenuse  durch  Vervielfältigung 

der  Katbete  mit  ^2  gefunden  wurde,  bei  Ungleichheit  der  Katheten  ihr 

arithmetisches  Mittel  mit  derselben  y2  Terrielfliltigt  werden  oder  ihre 

Summe  durch  ^2  getheilt  werden  soll,  was  wegen  f/i^i  in  Gestalt  einer 
Hultiplication  der  Summe  der  beiden  Katheten  mit  ^  ausgerechnet  wird. 

Die  zwei  auf  den  Kreis  bezüglichen  Regeln  werden  zwar  jede  für 
sich  in  scheinbar  von  einander  ganz  unabhängiger  Weise  aufgestellt,  sagen 
aber  im  Grunde  genau  das  Gleiche.  Die  Richter  in  Caesarea,  so  erzählt 
der  babylonische  Talmud  sowohl  Erubin  766,  als  Succa  8^/,  6,  besassen 
den  zur  Schlichtung  von  Streitigkeiten  benutzten  Satz:  „Der  Kreis  im 
Quadrat  ist  ein  Viertel,  dns  Qnadratim  Kreise  ist  die  Hälfte." 
Zu  grosso  Klarheit  wird  Niemand  diesem  Satze  rorwerfen ;  im  Gegentheil 
wird  man  es  wohl  begreiflich  finden,  dass  im  Laufe  der  Zeiten  der  Sinn 
mehr  als  einmal  verloren  ging  und  aus  dem  annähernd  wahren  Satze  die 
verkehrtesten  Folgemngen  gesogen  wurden.    Der  Sinn  ist  nitmlich  der, 
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da88,  wie  die  zweite  Hälfte  dos  Satzes  zw  verstehen  giebt,  da«  einem 
Kreise  eingeschriebene  Quadrat  genau  die  HSlfte  des  demselben  Kreise 
umschriebenen  Quadrates  bildet,  wahrend  der  erbten  Hälfte  des  Öatzes 
zufolge  der  Kreis  selbst  um  ein  Viertel  weniger  Fläche  einnimmt,  als 
das  ihm  umschriebene  Quadrat,  Ueber  diesen  mit  dem  Wortlaute  nicht 
ganz  übereinstimmenden  Sinn  lassen  aber  Oonimentare  und  Anwendungen 
keinen  Zweifel  zu.  Die  Fläche  des  dem  Kreise  umschriebenen  Quadra- 
tes ist  4r*,  und  wird  diese  um  ein  Viertel  verringert,  so  bleibt  für  die 
Kreisfläche  3r-,  mithin  rr  =  3.  Wieder  der  babylonische  Talmud  spricht 
nun  auch  den  zweiten  Satz  ans:  „Alles,  was  imUmtange  3  Hand- 
breiten hat,  ist  1  Hand  breit"  und  damit  ist  das  Verhältniss  des 
Kreisumfanges  zum  Durchmesser  oder  tt  =  3  wiederholt  festgestellt,  wenn 
auch,  wie  wir  schon  sagten,  der  Zusammenliang  beider  Vorschriften  aaf 
den  ersten  Blick  nicht  einleuchtet.  Den  Talmudisten  selbst  muss  wohl, 
wie  bei  dem  damaligen  Zustande  griechischer  Wissenschaft  und  dorn 
griechisch  -  palästinischen  Vorkehre  einleuchtet,  das  Vorhandensein  eiueti 
genaueren  Werthes  für  n  nicht  fremd  gewesen  sein.  Darauf  deutet  die 
Frage  jenes  neugierigen  AnouNuius  (Erubin  14«):  Woher  leitet  man  den 
Satz  ab,  dass  dem  Durchmesser  1  der  Umfang  3  entspreche?  Kr  erhält 
zur  Antwort:  1.  Könige  VII,  23.  Anknüpfend  an  dieselbe  Stelle,  welche 
die  Gestalt  des  sogenannten  ehernen  Meeres  betrifit,  welches  10  Ellon 
von  einem  Rande  zum  andern  mass,  und  eine  Schnur  30  Ellen  lang  war 
das  Mass  rings  herum ,  haben  wir  früher  einmal  (Zeitschr.  Math.  Phys. 
XX,  hißtor. -literar.  Abth.  S.  163  — 105)  versucht,  die  gleiche  Frage  des: 
„Woher  7r=3?"  zu  erörtern  und  sind  zur  Wahrscheinlichkeit  gelaugt, 
dieac  Annahme  sei  altorientalisch ,  mutlimasslich  babylonisch.  Wir  haben 
dafür  auf  das  Auftreten  dieses  Näherungswcrthcs  in  China,  in  Griechen- 
land hinweisen  dürfen;  wir  haben  später  (Zeitschr.  Math.  Phys.  XXII, 
histor. -literar.  Abth.  S.  17)  den  gleichen  Werth  bei  Indern  auftreten  sehen, 
was  unsere  Meinung  noch  bestärkt.  Da  wir  an  dem  erst  angegebenen 
Orte  (Bd.  XX  dieser  Zeitschrift)  uns,  wie  wir  durch  briefliche  Anfragen 
erst  vor  Kurzem  erlahren  haben,  über  die  eine  Art  von  Anwendung  des 
Werthes  7t  =  3  nicht  mit  hinlänglicher  Deutlichkeit  ausgedrückt  haben, 
so  sei  gestattet,  hier  darauf  zurückzukommen.  Aus  den  Abmessungen 
des  ehernen  Meeres,  zusammengehalten  mit  den  2000  Bath,  welche  hin- 
eingegangen sein  sollen,  zogen  wir  damals  den  Schluss,  den  Verfertigem 
des  ehernen  Meeres  habe  die  Formel  ^nr^  für  den  Kugelinhali  unter 
Annahme  von  =  3  gedient.  Wir  meinten  natürlich  nicht,  dass  jene 
Formel  als  solche  bekannt  war;  sie  war  es  so  wenig,  wie  die  2."rr  für 
den  Kreisumfang,  wie  Jtr^  für  die  Kreisfläche!  Aber  wir  meinten,  mao 
habe  den  Kugelinhalt  berechnet  als  4r^  oder,  was  vielleicht  noch  deut- 
licher ist,  als  4  (2r)'.  Mit  anderen  Worten:  Der  Kreisumfang  galt  für 
das  Dreifache  des  Durchmessers,  die  Kreisfluche  iär  drei  Viertel  dos 
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umschriebenen  Quadrates,  der  Kugelinhalt  für  die  HXlfte  des  nnucbrie- 
benen  Würfels,  lauter  scheinbar  verschiedene  Regeln,  zusammenhängend 
aber  und  sogar  richtig,  sofern  n  — 3  wäre.  Üb  freilich  jene  Behauptung, 
die  wir  für  den  Kugelinhalt  aussprachen,  als  der  Wissenschaft  gesichert 
hiogestcllt  werden  kann ,  ist  zweifelhaft  geworden.  Wir  hatten  als  Aus- 
gangspunkt die  metrologischen  Annahmen  gewählt,  welche  J.  Oppert 
in  seinem  JaJtaloti  des  mcsurcs  Assijrieunes  ableitete.  Diese  An- 
nahmen selbst  sind  inzwischen  durch  R.  Lcpsius  (Die  babylonisch- 
assyrischen Längenmaasse  nach  der  Tafel  von  Senkereh.  Aus  den  Ab- 
handtungen der  köuigl.  Akademie  der  Wissenschaften  zu  Berlin  1877) 
angefochten  worden.  Der  Streit  spann  sich  in  den  Monatsberichten  der 
Berliner  Akademie  für  December  1877  und  Februar  1878  weiter  und  ist 
bis  zur  Druckbeförderung  dieser  Zeilen  als  abgeschlossen  noch  keines- 
wegs zu  betrachten.  Bei  difsom  Streite  drelit  os  sich  schliesslich  um  die 
Bedeutung  einzelner  Keilschriftzeichen  und  um  thateächlicho  Abmes- 
sungen, welche  genügen,  wenigstens  ein  Grundinass  über  jeden  Zweifel 
zu  erheben.  Weder  in  der  einen,  noch  in  der  andern  Beziehung  com- 
petent  oder  im  Bewitze  des  erforderlichen  reichhaltigen  Materials,  müssen 
wir  in  dieser  Polemik  die  Ferson  eines  zwar  nicht  interesselosen,  aber 
der  Entscheidung  nicht  fähigen  Zuhörers  bilden,  abwartend,  bis  das  letzte 
Wort  von  jeder  Seite  gesprochen  sein  wird.  Vielleicht  würde  Herr 
Zuck  ermann,  der  in  seinem  mir  allerdings  nicht  zu  Gesicht  gekom- 
menen Buche  ,,Da8  jüdische  Masssystem"  (Breslau  1867)  genöthigt  war, 
wenigstens  auf  die  «jüdischen  Längen-  und  Hohlmaasse  näher  einzugehen. 
Mancherlei  aur  Unterstützung  einer  der  be^en  Meinungen  beibringen 
können. 

Unter  den  Streitfragen  der  Talmudisten  selbst,  bei  denen  mathe- 
matische Dinge,  also  im  Wesentlichen  die  genannten  Zahlenwerthe  zur 
Rede  kommen,  wollen  wir  nur  eine  einzige  hervorheben,  weil  bei  ihr 
ein  grösster  Werth  vorkommt.  Im  Pentatcuch  (3.  Mose  XIX,  19)  heisst 
es:  Du  sollst  dein  Feld  nicht  besäen  mit  mancherlei  Samen.  Die  Schrift- 
gelehrten suchten  nun  Vorschriften  zu  bilden,  nach  welchen  verschieden- 
artige Pflanzungen  unter  Verwerthung  eines  grösstmögliclien  Feldstückes 
und  unter  Festhaltung  der  Satzung,  dass  das  Verschiedenartige  nur  an 
einzelnen  Punkten,  nie  an  Linien  zusammentreffen  dürfe,  vorgenommen 
werden  können.  Aus  dem  quadratischen  Felde  von  der  Seitenlänge  / 
lässt  man  zu  diesem  Zwecke  vier  Eckquadratclicn  von  der  Seitenlänge  x 
frei  und  bepflanzt  die  zwisclien  denselben  sich  ergebenden  Rechtecke  am 
Rande  des  Feldes  mit  je  einer  Samengattung.  In  das  bis  jetzt  noch 
freie  innere  Quadrat  beschreibt  man  ein  anderes  von  halber  Grösse, 
welches  seine  Ecken  in  den  Mitten  der  vier  Randrechtecke  besitzt,  und 
besät  dieses  mit  einer  fünften  Samengattung  Das  besäte  Feld  soll  nun 
ein  Maximum  werden.    Da  x  die  Uöbei  /  — 2ar  die  Basis  jedes  Rand» 
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rechteckes  bezeichnet,  da  ausserdem  /  — 2.t  die  Seite  des  inneren  Qua- 
drates bildet,  in  welches  die  fünfte  Samengattung  in  selbbt  quadrntisclier 
Form  eingesät  werdea  soll,  so  ist  die  Function,  welche  zu  eiuem  Maxi- 
mum  werden  soll, 

f{gf)  «  4(/  -  2«) .«  +  iV  -  2«)»  =  ^  +  2/«  -  6««. 

Demnach  ist  f\x)  =  -- i2x-{-2l,  / '(x)  =  ~  12.    Ein  Maximum  entsteht 

also  bei  jc  a  ^ ,  worani  die  Constrnction  leieht  folgt   Ctonau  eben  dieM 

Construction  lehrte  aber  Maimnnides  (1135  —  1204).  Freilich  giebt  er 
keinerlei  Auskunft  darüber,  wie  er  zu  seiner  Conntruction  gekommen  sei 
und  welchen  Zweck  er  dabei  im  Auge  habe.  Vielleicht  mochten  ilirn 
gewisse  elementare  Betrachtungen  des  relativen  Werthes  dieser  und  an- 
derer Zorfallungen  des  ursprünglichen  Feldes  in  Beete  dienen,  wie  sie 
auch  Herr  Zuckermann  S.  15 — 16  benutzt.  Camtob. 


Der  ThibftuffQho  Beweii  tta  das  elfte  Axiom,  historisch  nnd  kritisch 

erörtert  von  Prof.  Dr.  S.  Günther.  Programm  zur  Schiassfeier 
des  Jahres  1876 — 77  an  der  königl.  Studienanstalt  zu  Ansbach. 

Seit  Euklid  die  erste  uns  erhaltene  Parallelentheorie  auf  eine  For- 
derung stützte,  welche  bei  jedem  Leser  den  Zweifel  wach  rufen  ninssto, 
ob  denn  diese  Forderung  auch  zu  erfüllen  sei,  sind  mehr  als  zwei  Jahr- 
tausende vorüossen.  .Jener^weifel,  den  wir  als  nalurgemäss  bezeichne- 
ten, liess  nicht  lange  auf  sich  warten.  Schon  Claudius  PtolemäuH, 
der  grosse  alexandrinische  Astronom ,  schlich  eine  besundere  Schrift  über 
das  sogenannte  elfte  Axiom,  welche  uns  allerdings  verloren  gegangen 
ist,  deren  Hauptinhalt  aber  von  Proklus  in  seinem  Commentar  zu  den 
euklidischen  Elementen  aufbewahrt  wurde.  Das  einmal  gegebene  Bei- 
spiel fand  Nachahmung  zu  den  verschiedensten  Zeiten,  und  wenn  wir 
DUr  auf  das  XIX.  Jahrhundert  uns  beschränken  wollten,  so  wäre  es  eine, 
zum  Erschrecken  stattliche  Anzahl  von  Versuchen,  die  Parallelenlehre 
auf  festem  Grunde  aufzubauen,  welche  uns  begegnen  würde.  Herr  Gün- 
ther hat  aus  den  vielen  sogenannten  Beweisen  des  elften  Axioms  einen 
hervorgehoben,  der  es  nach  mancherlei  Richtung  verdiente ,  geschichtlich 
verfolgt  und  mit  prüfendem  Blicke  nach  seinen  Schwächen  untersucht  zu 
werden.  Es  ist  das  der  Beweis,  den  Tb i baut  seit  dem  Anfange  un- 
seres Jahrhunderts  in  seinon  von  Hunderten  von  Zuhörern  besuchten 
Vorlesungen  lehrte  und  in  seinem  Grundrisse  der  reinen  Mathematik" 
niedergelegt  hat,  jener  Beweis,  welcher  zunächst  die  Winkelsumme  des 
Dreiecks  zu  zwei  Hechten  vermöge  einer  in  drei  Acten  mit  zwischen- 
liegender Translation  vollzogeuen   vollen  Eotaliou  begründet  und  vou 
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dieser  Winkelemnme  ans  die  Eigeiuehafteii  der  dmeb  Ane  ThuisTeiMle 
und  iwei  Pantllelen  berrorgebrachteii  Winkel  ableitet-  Der  Verfttsaer 
de«  nna  Toiliegenden  Sebnlprogramma  bat  mit  bekannter  Belesenbeit  die 
Sparen  dieaea  Tbibant*8cben  Beweiaes  bis  anf  die  Gegenwart  an  rev- 
folgen  gewnsat,  bat  ttberdiea  anflnerkaam  daranf  gemncht,  welcbe  Zweifel 
aneb  ibm  sieb  gegenüberstellen.  Wir  heben  nur  zwei  von  diesen  Beden- 
ken berans.  Unterscheidet  man,  wie  neuere  Geometrie  es  zu  thun  liebt, 
zwei  Seiten  einer  Goraden  etwa  als  untere  und  obere  Seite,  so  schliesst 
sich  bei  vollzogener  voller  Umdrehung  die  obere  an  die  untere  Seite  der 
gedrehten  Geraden  an ,  und  es  setzt  demnach  der  Beweis  auch  die  Be- 
hauptung als  richtig  voraus,  dass  zwei  Gerade  zusammenfallen,  wie  sie 
auch  mit  Festhaltung  zweier  Punkte  aneinander  gelegt  werden.  Das 
andere  Bedenken  ^^eht  dahin,  ob  es  statthaft  sei,  die  Zwischenschiebung 
fortschreitender  Bewegung  zwischen  drehende  Bewegungen  vorzunehmen, 
ohne  den  Satz  der  Bewegungslehre  vorauszuschicken,  daas  solche  Ein* 
Schiebung  erlaubt  sei,  ein  Sata,  der  selbst  wieder  zu  aeinem  Beweise 
die  Lebre  von  den  Parallelen,  genauer  Tom  Parallelogramm,  erfordert. 

Camtob. 


Fbilipp  Beii,  der  Erfinder  des  Telephon,  von  Prof.  Dr.  Schenk,  Vor- 
steher der  Gamier*8chen  Unterrichts-  und  Erziehungsanstalt  zu 
Friedrichödorf.  Frankfurt  a.  M.  1878,  bei  Job.  Alt.  16  S.  mit 
9  Holzschnitten.  Der  Ertrag  der  Broschüre  ist  für  die  Hinter- 
lafisenen  des  Erfinders  bestimmt. 

Wir  möchten  dieses  kleine  Schriftchen  recht  sehr  empfohlen  haben. 
Es  enthält  in  einfacb- warmer  Sprache  die  Lebensgescbicbte  des  Er^ 
finders  jenes  Apparates,  der,  zuerst  15  Jahre  lang  fast  nnr  Physikern 
▼on  Fach  bekannt,  plötzlich  das  Interesse  aller  Gebildeten  und  Ungebil- 
deten in  einem  Grade  anf  sich  zog,  wie  kaum  je  eine  andere  Erfindung. 
Und  doch  batte  Philipp  Beia  daa  Telephon  in  aeinen  Hanptbeatand- 
tbeilen  bereite  fertig.  Einen  bedentaamen  TJnterscbied  erkennt  man  bScb- 
stens  in  der  jetaigen  Benntanng  eines  Metallblättcbens,  wo  bei  Beia 
eine  tbierisebe  Membran  sieb  fand.  Wie  aebr  Beta  dea  tbeoretiscben 
Gmndea  nnd  der  an  erhoffenden  praktiseben  Tragweite  seinea  Telepbona 
sieb  bewnsst  war,  erkennt  man  ans  aelner  Orig^nalmittbeilnng  von  1861, 
welcbe  Prof.  Schenk  in  aebr  riebtigem  Geftlble  hier  anra  Nene  ab- 
drucken liesa.  CANTOa. 


Heber  die  geradlinige  Fläche  dritter  Ordnung  nnd  deren  Abbüdong  anf 
einer  Ebene.    Inaugural  -  Dissertation  von  Benno  Ki.bin. 

Von  den  Gebilden  «weiter  Ordnung  ala  Eraeugnisaen  aweier  geraden 
piojeetiTiacben  Pnnktreiben  ist  ein  Fortecbreiten  au  den  Gebilden  dritter 
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Ordnnng  entweder  ale  Enengniss  einer  geraden  PunktroUie  und  einer 
in*  ihr.  firojectivischen  geraden  Involution,  oder  als  Erzeugnisa  einer  ge* 
raden  nnd  einer  zu  ihr  projectivischen  kmninM&  Punktreihe  (zweiter  Ord- 
nung) möglich.  Von  der  ersteren  Erzengnngsart  ausgehend ,  behandelt 
Woyr  die  Curven  dritter  Claase  und  UegeUiäeben  dritter  Ordnung  in 
den  beiden  Werken:  „Theorie  der  mehrdeutigMi  geoBMtiiMhen  Elemen- 
targebilde"  und  „Geometrie  der  rännüicben  Ersengnisse  ein  •  zweidentigtt 
Gebilde";  von  der  aweiten  Erzengnngsart  ans  hat  Schrooter  in  der 
Abhandlung:  „Erzeugnisse  krumm  -  projectivischer  Gebilde",  Grell  e's 
Journal  Bd.  54,  die  Curven  dritter  Glesse  untersucht.  Die  vorliegende 
Dissertation  führt  diese  Untersuchung  für  den  Fall  weiter,  dass  die  Trä- 
ger der  beiden  Punktreihen,  die  Gerade  e  und  der  Kegelschnitt  nicht 
in  derselben  Ebene  liegen;  sie  zeigt  zunächst,  dass  das  Erzeugniss  dieser 
Punktreihen  eine  Regelfläche  dritter  Ordnung  mit  einer  Doppellinio  d  ist^ 
dem  Orte  der  Schnittpunkte  von  Erzeugenden  der  Fläche.  Die  wind- 
schiefen Geraden  e  und  d  sind  die  einfache  und  die  doppelte  Leitlinie 
der  Begelfläche.  Diese  Regelfläche  lässt  sich  auch  durch  eine  Gorade 
erzeugen,  welche  an  einer  Curve  zweiter  Ordnung  und  zwei  windschie- 
fen Geraden  gleitet,  von  denen  die  eine  mit  der  Curve  einen  Punkt 
gemein  hat;  sie  lässt  sich  auch  als  Erzeugniss  eines  Ebenenbüschcls  zwei- 
ter Ordnung  und  eines  projeclirischen  Ebcnenbüschels  erster  Ordnung 
auffassen,  deBsen  Axo  nicht  durch  den  Mittelpunkt  des  erstercn  geht  and 
in  keiner  Ebene  desselben  liegt,  woraus  dann  folgt,  dass  sie  auch  durch 
eine  Gerado  erzeugt  wird,  welche  auf  zwei  windschiefen  Geraden  und 
einer  Kegclflächo  zweiter  Ordnung  gleitet,  die  von  einer  der  beiden  Ge- 
raden berührt  wird.  Dann  wird  die  Classe  der  Fläche  bestimmt;  die  auf 
ihr  liegenden  Curven  und  ihre  Berührungsobonen  werden  untersucht:  die 
gefundenen  Resultate  lösen  cini-^o  Aufgaben,  welche  Reye  der  zweiten 
Auflage  seiner  Geometrie  der  Lage  beigefügt  hat;  vergl.  Reye,  Geo- 
metrie der  Lage,  R.  178  -181.  Aus  den  beiden  niitgetheilten  reciproken 
Erzeugungsarteu  der  Fläche  durch  die  projectivischen  Ptmktreihcn  e  und 
X*  oder  durch  die  projectivischen  Ebenenbüschel  erster  und  zweiter  Ord- 
nung d  und  A  folgt:  Wenn  die  Punktreihen  x*  und  e  als  zu  einem 
Räume  -S,  die  Büschel  i  und  d  als  zu  einem  andern  Räume  gehörend 
betrachtet  werden,  eo  sind  die  Räume  Z  und  ^^  durch  die  RegelÜäche 
reciprok  auf  einander  bezogen  in  der  Art,  dass  sie  zusammen  ein  Null- 
system  bilden,  iu  welchem  den  Punktreihen  und  e  die  Büschel  .4  und 
d  zugeordnet  sind.  Aus  dem  ersten  Absätze  des  §  6  kann  unmittelbar 
gefolgert  werden  —  was  nicht  ausdrücklich  geschehen  ist  — ,  dass  die 
Rogelflächen  auch  erzeugt  werden  durch  eine  Punktreihe  auf  der  dop- 
pelten Leitlinie  d  und  eine  zu  ihr  projectivische  Involution  auf  der  ein- 
fachen Leitlinie  e.  Die  ursprünglich  gegebene  Curve  x^  kann  durch 
irgend  eine  andere  Curve  aweiter  Ordnung  i*,  welche  auf  der  RegelÜAcbe 
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liegt,  enetst  werden  (§  3);  alle  anf  dieser  liegenden  Cnrven  aweiter 
Ordnung  werden  Ton  iwei  durch  e  gehenden  Ebenen,  den  Gnspidal- 

ebenen,  berührt;  ailmmtliche  Bertthmngspuukte  liegen  auf  zwei  Ge- 
raden, den  singolüren  Erseugenden,  deren  Schnittpunkte  mit  d  die 
Cuspidalpunkte  aind. 

Der  zweite,  umfangreichere  Theil  der  Arbeit  (S.  18 — 57)  bringt  die 
Abbildung  der  Fläche  auf  einer  Ebene  und  bebandelt  mit  ihrer  Hilfe  die 
Geometrie  auf  der  Fliehe.  Die  Abbildung,  zu  welcher  schon  Clebsch, 
Reye  und  Cremona  gelangt  sind,  projicirt  jeden  Punkt  der  Fläche 
dureb  diejenige  Gerade,  welche  dorch  diesen  Punkt  gelegt  ist  und  awei 
feite  windschiefe  Erzeugende  a  und  b  schneidet,  auf  die  Bildebene 
diese  ist  durch  die  doppelte  Leitlinie  ä  gelegt  und  enthält  weder  e, 
noch  h.  Es  werden  die  Bilder  der  Erzengenden,  Leitlinien  und  Gurren 
der  Fläche  bestimmt;  jedem  durch  die  Fläche  bestimmten  Nullsystem 
entapricht  in  der  Bildebene  ein  Polarsystem  (§  9).  Die  letzten  Para* 
graphen  beaohäftigen  sich  mit  den  Carven,  in  denen  die  Begelfläcbe 
dritter  Ordnung  Ton  anderen  algebraischen  FUffChen  geschnitten  wird, 
mit  den  Berührungscnrven  und  den  Haupttangentencnrven. 

Der  dritte  Theil  (S.  58  -  61)  bebandelt  noch  den  apeciellen  Fall, 
dass  die  projectivischen  Gebilde  e  und  einen  Punkt  gemein  haben; 
das  Eraeogniss  derselben  ist  in  diesem  Falle  eine  Segelfläche  dritter 
Ordnung  mit  einer  Doppellinie. 

Aua  der  Inhaltaangabe  ergiobt  sich,  dass  das  Schriftchen  von  einem 
neuen  Ausgangspunkte  an  die  Uaupteigenschaften  der  Regelflächen  dritter 
Ordnung  entwickelt.  Es  wird  Demjenigen ,  der  sich  für  den  behandelten 
Gegenstand  interessirt,  eine  angenehme  Lecture  sein.  Hiumowbki. 


Hilüitafeln  fttr  barometrische  Höhenmessungen ,  berechuet  und  heraus- 
gej;obon  von  Li  dwk;  Ni  umeyer,  Preraierlieutenaut  und  Sections- 
chef  im  topographibchen  Bureau  des  königl.  bayrischen  General- 
Stabes.    München,  R.  Oldenbourg.    1877.    gr.  8*^.    X,  194  8. 

Die  Haupttabelle  ist  in  der  Art  berechnet,  wie  ältere  Hilfstafeln, 
indem  als  erstes  Argument  das  arithmetische  Mittel,  als  zweites  Argument 
der  Unterschied  der  auf  0°  reducirten  Barometerstände  dient.  Die  Tsp 
belle  lässt  (unter  Voraussetzung  von  0^  Lufttemperatur)  Höhenunter- 
schiede in  Metr  r  finden,  welche  Druckunterschieden  von  0,1  bis  24,9*^ 
bei  der  halben  Barometerstandssumme  600,5  bis  779,5°""  (nach  ganien 
Millimetern  fortschreitend)  entsprechen.  In  der  sehr  kurz  und  nicht  gani 
präcis  gehaltenen  Erläuterung  (drei  splendid  gedruckte  Seiten  und  eine 
vierte  für  ein  Beispiel)  wird  Borechnungsweise  und  Gebrauchsweise  der 
Tafel  angegeben,  nicht  aber  erwähnt,  welcher  Werth  der  Constanten  bentttat 
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wnrde.  Naehrechnend  findet  man,  daw  dieser  18403  war.  Bauen- 
feind  und  Rtthlmanii  geben  die  Zahlen  18404,9  ond  18429«!  an  Ar 
die  geographische  Breite  45  ^  woraus  sich  für  die  Breite  Ton  Mflnchoii 
dem  Ansgabeorte  der  Tafeln  (48^)  oder  fBr  die  Breiter  (50®)  too  Mittel- 
dentschland  18381,5  und  18378,2  oder  18405,7  und  18402,4  bereehnea. 
Durch  die  Correeturglieder  wegen  Feuchtigkeit  und  mittlerer  lleeref* 
hdhe  werden  diese  Zahlen  nicht  unbetrichtlich  grOsser. 

Gegen  die  nnbestrittene  Regel ,  in  Tafeln  keine  ttberflfiflsigen  Zahlen 
zu  schreiben,  verstösst  das  Buch  bedeutend.  Das  zweite  Argument 
schreitet  nach  Zehnteln  f(»rt,  welche  der  Verfasser  aber  als  liuinlertel 
schreibt,  was  auf  jeder  Seite  10,  im  (Tanzen  1800  überflüssige  Nullz»  ichea 
einführt.  Audi  das  erste  Argument  euthJilt  eine  zweite  ÜecimaUtelle, 
die  stets  Null  ist  —  macht  weiteren  Uebertiuss  von  ISO  fettgedruckten 
Nullen.  Wären  als  Argument  ganzzahlige  Millimeter  genommen  statt  der 
ungeradzahligen  halben  Millimeter,  so  wären  abermals  180  fettgedruckte 
Ziffern  erspart  worden  und  zugleich,  insofern  man  leichter  auf  ganze  aU 
auf  halbe  Millimeter  rechnet,  die  Interpolation  bequemer  geworden.  Der 
einem  Millimeter  Druckdifferenz  entsprechende  Höhenunterschied  steht 
nicht  nur  in  der  Tabelle,  sondern  fett  gedruckt  nochmals  fünfstellig  in 
der  Ueberschrift  —  Verschwendung  von  900  Ziffern  und  180  Komma, 
nebst  ebensovielen  Punkten  und  Gleichheitsaeichen.  Diese  Gleiehheits- 
seichen  haben  eine  von  der  gewöhnlichen  abweichende  Bedeutung  und 
wären,  wie  unter  Ihnlichen  Verhftltnissen  in  Logarithmentafeln  flblich, 
besser  durch  einen  Stern  ersetat,  denn  es  hat  etwas  mathematisch  Ver- 
letsendes,  die  Unwahrheit  643,50^12,420  au  lesen. 

Der  Umfang  der  Tafeln  scheint  viel  su  gross.  Einmal  haben  Cent»- 
meter  für  barometrisch  bestimmte  Höhenunterschiede  keine  ernsthafte  Be- 
deutung, die  Weglassung  der  sweiten  Dedmale  hHtte  eine  Ersparung  Ton 
54360  Ziffern  ermöglicht.  Zum  Andern  ist  au  bemerken:  Es  ist  kau« 
möglich,  dass  das  Mittel  der  in  Höhenmessnngen  (Tiefenmessnngen  n 
Gruben  eingeschlossen)  rorkommenden  (auf  0*^  reducirten)  Barometer- 
stHnde  779,5  erreicht;  damit  es  aber  auf  600,5  herabsinke,  müssen  die 
Messungen  in  Höhen  über  2000  Meter  gemacht  werden,  über  der  Schnee- 
grenze Deutschlands  und  der  sie  umgebenden  Länder.  Das  Bedürfni*>s 
und  damit  die  Berechtigung  einer  Tafel  besteht  nur,  wenn  ein  häutiger 
Gebrauch  derselben  vorkommt.  Nimmt  man  an,  ausgedehnte  (Tafeln 
wünschenswerth  machende)  barometrische  Höheumessungen  kämen  in 
Deutschland  yon  Gruben,  die  noch  etwas  unter  das  Meeresniveau  reiciieD, 
bis  zn  einer  Seehöhe  von  1000  Metern  vor,  so  genügte  gerade  die  Hälite 
des  Umfanges  der  Tafeln,  103320  Ziffern,  sehr  viele  Komma,  Punkte, 
Buchstaben  blieben  erspart. 

Die  Ansichten  über  sweckmMssige  Ausführlichkeit  von  Ililfstafeln  sind 
▼erschieden.   Der  Berichterstatter  bentttat  die  Gelegenheit,  die  seinige  sa 
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den  vorliegenden  Tafeln  zn  ezempHficiren.  Darnach  könnte  der  wesent- 
liche Inhalt  der  fraglichen  Tabelle ,  nnter  Beibehaltung  des  als  zu  gross 
erkannten  Urafangs  (600 — 779)  auf  ^K,  der  Druckfläche  bei  gleicher  Zif- 
ferngröfise  gog^pbeo  werden.  Nämlich  statt  auf  einer  Seite  das  0,1  -  bis 
24, il fache,  einer  Zahl  zu  geben,  genügt  es,  das  1-  bis  9 fache  dieser  Zahl 
in  einer  Zeile  zu  geben.  Die  Zeile  beansprucht  (mit  Vorsetzung  des 
Arguments)  300  C^uadratmillimeter,  eine  Seite  der  vorliegenden  Tafel  aber 
hat  (abgesehen  von  Ueberschrift  u.  s.  w.)  innerhalb  des  Kähmens  19656 
Quadratmillimeter  Druckfläche.  Die  ganze  Tafel  Hesse  sich  auf  6  Seiten 
klein  Oetav  (mit  sehr  breitem  Rande),  statt  auf  180  Seiten  gross  Octav 
bringen ,  und  bei  Abkttranng  der  Tafel  anf  den  halben  Umfang  Hesse  sich 
auf  2  Seiten  gross  Octav  Alle«  lOBammendrSngen  —  atets  die  gleiche 
Ziffemgrliiae  beibehaltend.  Diese  anaaeFordentliehe  Erspamng  von  Papier, 
▼OB  165246  Ziffern,  6384  Bnchataben,  Komma  nnd  Punkte,  wird  erkauft 
mit  der  Hübe,  statt  eine  Zahl  anf  einer  Seite  an  anehen,  deren  drei  in 
deraelben  Zei]le  stehende  anfknscblagen  nnd  an  addiren.  Die  abgekflrs- 
ten  Tafeln  verlangten  nnr,  einen  vierten  Addenden  ans  derselben  Zeile  tn 
nehmen,  wenn  der  Barometerstandsnnterschied  nach  Hnndertelmillimetern 
in  Bechnnng  gesogen  werden  soll  —  die  ausftthrliehen  Tafeln  n5tbigen 
in  einer  Interpolation,  au  deren  Brleichtemng  Nebentafeln  mit  Differen- 
s«n  nnd  Proportionaltheilnngen  gegeben  sind,  die  den  gekfiraten 
Tafeln  entbehrlich  sind.  Noch  mehr:  Die  ansfUhrlkben  Tafeln  reichen 
nur  bis  zn  einem  Drucknnterscbiede  von  24,9 tind  fordern  für  gröa- 
ßem  Unterschied  Theilung  und  Zusammenstellung  —  die  abgekürzten 
Tafeln  leiden  nicht  unter  dieser  Beschränkung. 

Die  zweite  Tabelle  giebt  die  Verbesserungen,  welche  an  den  unter 
der  Voraussetzung  von  0"  Lufttemperatur  berecbneten  Krgebnisse  anzu- 
bringen sind,  nämlich  dieser  Nullhöhe  mal  der  Summe  der  nacli  Cel- 
siusgraden an  den  Endstationen  gemessenen  Temperaturen.  Das  eine 
Argument  der  Tal'el  bildet  die  Teniperaturensnmme  in  der  nach  oben 
wohl  unnötbig  weiten  Ausdehnung  von  O''  bis  70^  um  je  fortschrei- 
tend, das  andere  Argument  ist  die  Nullhöbe  in  der  Ausdehnung  von  10 
bis  250™  je  um  10'°  fortschreitend.  Auch  hier  scheint  es  vortheilhafter, 
nnr  das  1*  bis  9 fache  der  Correctureinheit  anzugeben,  wodurch  Ranm- 
ersparniss  erzielt  wird  und  der  Vortheil,  auch  Uber  250"^  Nnllhtfhe  hinans 
in  gleichmässiger  .Weise  die  Tafel  gebranchen  zn  können. 

Die  Ausstattung  des  Buches  ist  vortrefflich;  so  weit  die  Prttftingen 
des  Berichterstatters  reichen,  sind  Druckfehler  vermieden. 
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Blf«l»iiM  phyiikalitoher  Fortohnng,  bearbeitet  von  Dr.  C.  Bohn,  Pro- 
feMor  der  Physik  an  der  Fontlehranstalt  Ascbaffenbnrg.    I.  Lief. 

Der  Verfaeser  des  Werkes,  von  dem  ent  etwa  der  dritte  Theil 
erschienen  ist,  beabsichtigt  naeh  einem  ausgegebenen  Prospect,  banpt* 
sächlich  den  Bedürfnissen  Derer  zn  genügen,  die  sich  auf  Pr&fnngen  aus 
der  Physik  vorbereiten  wollen ;  er  denkt  sich  dasselbe  aber  anch  als  kur- 
zes Handbuch  anm  Nacbachlagen ,  als  Mittel  zur  Rcpetition  und  als  Leit- 
faden  zu  Vorlesungen.  AusfSbrlicbkeit  oder  irm-  Vollständigkeit  der 
Tabellen  ist  nicht  beabsichtigtt  sondern  nur  Auswahl  des  Wichtigsten 
und  anerst  Nöthigen."  Die  erste  Lieferung  enthält:  Allgemeines  Uber 
Körper  und  Kräfte,  allgemeine  Mechanik  und  ScbwerOt  physikalische 
Mechanik,  Wärmelehre  (erster  Theil). 

Naeh  dem  Titel  könnte  man  eine  Sammlung  von  Formeln  und  Zahlen- 
wertben  erwarten;  so  trocken  hat  der  Verfasser  den  Inhalt  nicht  geben 
wollen,  er  hat  noch  den  Zusammenhang  der  Besnltate  kurz,  aber  voll- 
kommen  genügend  dargestellt.  Ob  das  Werk  zur  Vorbereitung  für  Prü- 
fungen ausreicht,  wird  wohl  bezweifelt  werden  dürfen;  mit  dem  Satze, 
dass  z.  B.  „künftige  Lehrer  nicht  oder  nur  selten  und  stets  in  aweiter 
Linie  bei  der  Prüfung  nach  den  Mitteln  nnd  Wegen  der  Forschung  ge- 
fragt werden",  wird  nicht  Jedermaon  einverstanden  sein.  Als  Nach- 
schlagebuch dagegen  in  allen  obengenannten  Fällen,  für  Stndirende,  für 
Candidaten  und  Lehrer,  scheint  es  seinem  Zwecke  Tollkommen  zu  ent- 
sprechen; doch  ist  BU  bedauern,  dass,  wie  oben  angeführt,  Vollständig- 
keit der  Tabellen  nicht  beabsichtigt  ist ;  es  würde  dadurch  sicher  sehr  an 
Brauchbarkeit  gewinnen.  Bei  einzelnen  Zahlenangaben!  z.  B.  über  spfici- 
fisebe  Wärme,  Ausdehnung  durch  Wärme  u.  s.  w.,  wäre  es  von  Interesse,  die 
Autorität  zu  erfahren,  die  Originalzahlen  nebst  Angabe  des  Namens  des 
Autors.  Das  in  Beziehung  auf  Brauchbarkeit  für  den  Lehrer  und  Stn- 
direnden  der  Physik  bei  Weitem  in  erster  Linie  stehende  Werk  von 
Mousson  (dem  nur  leider  ein  Register  fehlt)  ist  hierin  Muster  und 
scheint  auch  von  dem  Verfasser  benützt  zu  sein.  Warum  dann  niclu 
noch  die  Namen  beisetzen,  die  neben  den  Zahlen  stehen?  Vielleicht 
würde  ein  Bogen  mehr  nöthig  geworden  sein,  aber  die  Zahl  der  Ab- 
nehmer wäre  gewiss  eine  grössere. 

Im  Einzelnen  lässt  sich  nur  wenig  aussetzen,  die  Definitionen  und 
Erklärungen  sind  scharf  und  erscluijifeud.  Nur  in  §26  ist  von  einem 
nach  dem  Erdmittelpunkte  ^'orichteten  senkrechten  Zuge  die  Rede 
(was  senkrecht  zur  Erdoliorfläche  ist,  geht  nicht  durcli  den  Erdmittel- 
punkt, vergl,  §  7Ü);  in  (i2  wird  ^esafjt,  nlle  Körper  soion  «gleich  schwer, 
was  die  Anmerkung  indirect  verneint;  in  §67  ist  die  kühne  Behauptung 
aufgestellt,  die  Bestimmung  einer  Mittelkraft  sei  nur  durch  eine  in  vielen 
Fällen  gar  nicht  ausführbare  Kpchnung  möglich!  nnd  in  etlichen  Fallen 
ist  der  Text  für  die  Figur  an  mager,  so  dass  die  letzte  unverständlich 


Digitized  by  Google 


Seeenaionen. 


99 


bleibt,  so  Flg.  81  und  die  Fignren  103  bis  107.  Endlieb  ffiMt  in  §  248 
die  Angabe,  dass  die  Gewiebtssablen  für  Paiis  gelten. 

Ob  die  yerhlltnissmüssig  ansfttbrliebe  Bebandlnng  der  Meobaalk 
(selbet  Wassenider  nnter  „pbysikaliseber  Meebanik**)  naeb  dem  Xitel 
gereebtfertigt  ist,  mScbte  sieb  aneb  beiweifeln  lassen;  doeb  sind  Mlieb 
die  Bedfirfnisse  fftr  verscbiedene  Zweeke  Yeisehieden. 

Wenn  das  Begister  ein  möglicbst  Tollstlndiges  wird,  so  beben  wir 
sieber  ein  fbr  jeden  Fbysik  Stndirenden  willkommenes  nnd  branchbares 
Bncb  yor  uns.  at.^„ 


Bis  XUipind,  dementer  bearbeitet  Ton  Aoe.  Jimmy.  (Die  EUi]ise.  Das 
Bllipsoid  im  Allgemeinen.  BotationselUpsoide.  Das  dreiazige 
Ellipsoid.  Sebiefe  Sebnitte.  Bllipsoid  nnd  Cylinder.)  Preis  1  Uk. 
Basel,  Sebweigbanser.  1877. 

Das  Sebriftoben  bat,  wie  der  Titel  besagt,  den  Zweek,  die  Betracb- 
tnng  des  Ellipsoids  —  selbstyerstSndlieb  nnr,  soweit  es  sieb  tun  dessen 
Inbalt,  wie  nm  die  stereometriseb  einfoeb  bestioamten  Absebnitte  bandelt 
—  anf  elementarem  Wege  dnrebmftlbiien.  Der  Gedanke  sellist  ist  niebt 
nbne  Qescbiek  dnrcbgefilbrt  nnd  dilrfte  aneb  niebt  ebne  Interesse  sein, 
soweit  clie  SSeit  für  eine  Ansdebnung  des  planimetriseben  nnd  des  stereo- 
metriseben  ünterridits  ansreiebt,  anmal  im  Vorgänge  an  den  Berech- 
nungen der  EUipsoidenabschnitte  die  der  Ellipsenabsehnltte  ausflihrlicb 
besproeben  werden.  ^ 

Bei  Hereinsiehnng  dieses  Problems  in  das  Gebiet  des  elementaren 
Unterriebts  dflrfte  aber  doeb  eine  kttrser  gefasste  Bebandlnng  Plats  grei- 
fen, insbesondere  da,  wo  es  sich  nm  die  anr  Anwendung  gelangenden 
Proportionen  bandelt;  aneb  binsiebtUeb  der  schiefen  Schnitte  bei  Ellipse 
nnd  Ellipsoid  könnte  nicht  ohne  Vortheil  für  die  Vereinfachnng  das 
Dreieck,  besiebnngswdse  der  Kegel  hereingeaogen  werden. 

Im  Uebrigen  kann  des  Schrifteben  bei  dem  an  nnd  fttr  sich  billigen 
Preise  nnd  den  ▼erbiltnissmitssig  recht  ansehanlieben  Fignrentafeln  allen 
Denen  empfohlen  werden,  welche  rieh  fttr  elementare  Bebandlnng  der- 
artiger Probleme  irgendwie  interessiren. 

Kaiserslantern.  Hooil. 


Digitized  by  Google 


Bibliographie 

vom  1.  MSn  loa  30.  April  1878. 


Fariodiidi»  Sehrifkaa. 
Monmtoberieht  der  kSnigl.  preimitelien  Akademie  der  Wiesensduifteii. 

Jfthrg.  1878,  Nr.  I.  Berlin,  Dttmmler.  pro  eompl.  12  Hk. 

Sitomigsberiebte  der  nifttheiii.-ph78ikal.  ClsMe  derkSnigl.  bayr.  Akadende 

der  Wisaenflcbafteii.  1877,  3.  Heft.  Manehen,  Frani.  lMk.20Pf. 
Sitsnngtberiebte  der  kaiserl.  Akademie  der  WiaBeneebaftea  in  Wien. 

Hatbem.-natanr.  Cl  Jahig.  1878.  75  Bd.,  LAbtb.,  5. Heft.  Wien, 

Gerold.  6  Mk. 

 ,  76.  Bd.,  I.  Abth.,  2.  Heft.   Ebenda«.  3  ML 

Nantiiehef  Jabrbneh  oder  Epbemerideu  und  Tafeln  fttr  das  Jabr  1880. 

HeranBgegeben  Tom  Beiebskansleiamte  nnter  Bedaction  von  Tibtibi. 

BerUn,  G.  Reimer.  1  Mk!  50  H. 

Jabrbllcher  der  k..k.  Centralanetalt  ftlr  Meteorologie  und  Erdmagneti»» 

mne.  Nene  Folge.  12.  Bd.,  Jabrg.  1875.  Heranageg.  ▼.  OaHAoai. 
•    Wien,  BranmttUer.  6  Mk. 

Otidiielite  der  Mafhematik. 

• 

ScHKRiNO,  E.,  Carl  Fr.  Gauss'  Geburtstag  nach  liundertjalniger  Wieder- 
kehr.   Fe-strcdc.    Göttingen,  Dietcrich.  1  Mk.  50  Ff. 

Brssel,  f.  W.  ,  Recensiouen,  herausgegeben  von  K.  Knoblmann.  Leip- 
zig, Engelmann.  7  ML 

Reine  Mathematik. 

Dbdekind,  B.,  Ueber  den  Zusammenbang  der  Theorie  der  Ideale  und 

der  Theorie  der  höheren  Congruenzen.  Qöttiogen,  Dieteridi.  2  Mk. 
SciiRRiNO,  E.,  Analytische  Theorie  der  Determinanten.   Göttingen,  Die- 

terich.  2  Mk.  40  Pf. 

Sbbwald,  E.,  Einfache  Berechnung  elliptiBcher  Bögen.    (Akad.)  Wien, 

Gerold.  25  Pf. 

Obaf,  H.,  Beiträge  snr  Theorie  der  Biemann'schen  Flfiche.  Züricb, 

Orell,  Füssli  &  Comp.  1  Mk.  50  Pf. 

LiBBBR,  H.  nnd  v.LObmamm,  Geometriache  Constractionsaafgaben.  4.  Au6. 

Berlin,  Simion.  2  Mk.  70  Pf. 

Simon,  M.,  Die  Kegelscbnitte,  behandelt  f.  d.  Rcpctition  in  d.  Gymnasial- 

prima.    1.  Abth.:  Die  Parabel.    Berlin,  Calvary  &  Comp.     80  Pf. 


Digitized  by  Googl^ 


Bibliographie.  101 

iw^^»w**w»xs»««'«i"<^'<»«*<'"*v^^<«<vi^^    --nnnmnnnriin-"  -in — r-irr  ^~~r  -in  -ij  u  u  i  n  nm  nr  nr  -i  il  ^  j-ir>r>r»-<'«'«~i'i~i"  in «»»<.«« 

Aagewaadta  Hftthtmatik. 

PnbUcatton  des  ktfnigl.  preossiiehen  geodltischen  lostittttf:  Das  rhei- 
nische Dreieeksnets.  2.  Heft:  Die  Bichtuugäbeohachtnngen.  Berlin, 
Schlesier.  15  Ifk. 

LiSTiMO,  J.,  Nene  geometrische  nnd  dynamische  Cbnstanten  des  ErdkSr- 
pers.   Göttingen,  Dieleriob.  1  Mk. 

Hbis,  E.,  Jiht  coektüs  eelipHeus,  Celo  ctmHnens  tabulat  ad  deHneandum 
lumen  todiocaU.   Cöln,  Du  Mont- Sehanberg.  6  Mk. 

VooBL,  H.,  Der  Sternhaufen  %  Persei,  beobachtet  am  aehttölligen  Re- 
fractor  der  Leipziger  Sternwarte. in  d.  Jahren  1867 — 1870.  Leipzig, 
Engelmann.  2  Mk.  40  Pf. 

AuwcBS,  A.,  Bericht  Uber  die  Beobachtung  des  Vennsdnrchganges  Tom 
8.  December  1874  in  Lnxor.   Berlin,  Dllmmler.  13  Mk. 

BoLTSHAMH,  L.,  Uober  die  Beaiehnng  awischen  dem  2.  Hanptsatae  der 
mechanischen  Wirmetheorie  nnd  der  Wahrscheinlichkeitsrechnung, 
resp.  den  Sfttsen  über  das  WSrmegleichgewicht  (Akad.)  Wien,  Oerold. 

90  Pf. 

Physik  und  Meteorologie. 

Maxwei-i<,  0.,  Theorie  dor  Wiiimc,  übers,  v.  F.  Nbssen.  2.  Lief.  (SchluBs.) 
Hraunscliweig,  Vieweg.  3  Mk.  20  Pf. 

B££TZ,  W.  V. ,  Grundzüge  der  ElektiicitÄtslehre.  10  Vorlesungen.  Stutt- 
gart, Meyer  &  Zeller.  3  Mk.  60  Pf. 

ExNKK,  F.  und  (J<)i>i»s<;iiMii;i»  r ,  Hoher  den  Einilufis  der  Temperatur  auf 
das  galvanische  Leitangsvermögen  der  Flüssigkeiten.  (Akad.)  Wien, 
Gerold.  1  Mk.  20  Pf. 

Tkoost,  B.,  Nachweis  der  Unzulänglichkeit  der  KirchhotV'Hcheu  Erklä- 
rung der  dunklen  Frauenhofer'schen  Linien  im  ßonnenspectruni, 
Leipzig,  Georgi.  1  Mk.  25  Pf. 

Witte,  E.,  Ueber  Meeresstriimungen.    Pless  i.  O.-S.,  Krummer.   2  Mk. 


mML  AMhl«.    Baltadir.  f.  Ibik. «.  Ayl.  ZZm,  8. 


Digitized  by  Google 


Mathematisches  Abhandloiigsregister. 


Bnie  HSlfto:  1.  Jantuur  bis  90.  Juni. 


AbUMnag. 

1.  Eine  Abbildang  des  tetraedralen  Complexe«  auf  den  Ponktranm.  Weiler. 

Zeitschr.  Math.  Pli^t.  XXII,  2Cl 

2.  Ein  Theorem  über  die  con forme  Abbildung  der  Flächen  auf  Ebenen.  Hoppe 

GnuL  Archiv  LIX,  öd. 
Vergl.  Cartognphie. 

AnalytUehe  OtomtMe  itr  Zbene. 

8.  M^thodo  (lo  trniieformation  fond(;e  sur  la  conservation  d'une  rolation  invarial!« 
eutre  lea  dt^rivues  de  rnSme  ordre.  Hatou  de  la  Uoupilliere.  Compt 
rend.  LXXXH,  569.  —  Jonm.  math^m.  S^r.  3,  U,  *S4f . 

4.  Sor  un  point  de  g^omdtrie  infinitrKimale    P.  Serret.  Compt.  rend  LXXXII.  f»7. 

ft.  Snr  une  propri^t^  des  Ugnes  algübriques  planes.    N.  corresp.  maih.  111,  IM. 

6.  Propriet^B  d*ane  spirule.   Freson.   N.  corresp.  math.  III,  87. 

7.  PropridW«  de  la  cnainette.    P'reson.    N.  correap.  math  III,  278. 

8.  Theorie  der  Kardioido.    Zahradnik.    Grun.  Arohiv  LIX,  337. 

9.  Note  sur  la  cardioide.    lirocard.    N.  corresp.  uiath.  III,  408. 

10.  TrooTRr  le  liea  da  potnt  de  conooun  de  denx  tangentes  rectangolaires  4  U 

cardioide.  Brocard.  N.  corresp.  math.  III,  5H,  231.  —  ochoeatje« 
ibid.  61.  —  Neuberg  ibid.  123.  —  Lambiotte  ibid.  62. 

11.  On  tiie  eqnation  of  fhe  nodal  plane  enbie.  Walker.   Qaart.  Jonn.  buHl 

XIV.  242. 

18.  On  plane  cubic»  with  a  double  and  a  siogle  focus.   Jeff  er  y.  Quart  Jornmi 
malh.  XIV,  859. 

18.  Liea  gdomdtriqae  qui  donne  une  conrbe  alg^riqne  da  troinftnie  degi^.  Freton. 

N.  corre«p  math.  III,  3HG. 

14.  Zur  Theorie  der  Cissoide.    Zahradnik.    Grun.  Archiv  LIX.  .335. 

15.  Pol  und  Polare  des  Dreieck».   Greiner.   Gnm.  Archiv  LIX,  351. 

18.  Süc  Segments  en  iuvolution  bot  Im  eöt^s  d'on  triangle.  VanAnb^i.  K.  eor- 
resp.  math.  III,  221. 
Vergl.  Braehistoohrone.  Brennpunkt.  Determinaate  in  geometrischer  An- 
wendung 60  ,  61,  88.   EUipee.  Fonotion  108.  HjperbeL  K^gelsehnili 
Kreis.  Parabel. 

Aaalytisehe  Oeometrie  des  Sanmss. 

17.  Ueber  Complexe  und  Congruenzen.   Voss.    Matbem.  Annal.  IX,  65. 

18.  üeber  Selbstbüllcurven  und  Selbsthallflächen  in  ähnlich  ▼erSaderiiclien  8|jste- 

men     R.  Müller.    Zeitschr.  Math.  Phys  XXII.  3r,9. 

19.  The  homographic  tran«formation  of  anglfs.    Taylor.    t.^)uait.  .lonni.  inalli. 

XrV,  86. 

80.  Sur  les  conrbes  gauchee  da  quatrieme  ordre.  P.  Serret.  Compt  rend.  LXXXIL 

888,  370. 

81.  Sur  les  cabiquet  ganches.  AppelL  Compt.  rend.  LXXXII,  70. 


uiyiii^ed  by  Google 


AUiandlvikgnegister.  10$ 

99.  Od  eobic«  of      13iird  da«  wifh  triple  fecL  Jeffery.  Quart  Jooni.  maÖi. 

xn^  127. 

23.  Proprit-te  des  augles  de  trois  coaples  de  gt^neratriceä  principalea  d'an  cöne  da 

accond  degrd.   Freson.   N.  conesp.  math.  III,  421. 
94.  Sur  lea  8  plana  tanseati  oommnna  4  8  mhtoei.  Frefon.  N.  eomsp.  math. 

III,  427. 

Vergl.  Determinanten  in  geometrischer  Anwendung  58,  59.  EUipsoid.  Kegel- 
aelmitto.  Kogel  Oberll&dieii.  OboilMen  iweiter  Ordmuig. 


96.  lltooire  8ur  Ic  probUne  de«  trou  oorpi.   E.  Hathiau.   Jotun.  maftUin. 

S^r.  3j  II,  346. 

96.  Sur  IHoTanabiliM  des  grands  axes  des  orbüei  des  planstes.  Tisserand. 

Compt.  rend.  LXXXll,  442. 

27.  Explication  des  irrepularitcs  observeea  dan«  le  mouvement  d'Uranofl  fond<^e  sur 

rhypothese  de«  perturbation«  causees  par  uue  planete  plus  ^ioignöe; 
/M>inpreiiaat  une  determination  de  la  masse,  de  Torbite  et  de  la  pontaon 
(In  Corps  perturbant.    Adams.    Journ.  math^m.  Sc-r.  3,  II,  5,  i')0. 

28.  Precesüiou  and  nutation.   Greenhill.   Quart  Journ.  math.  XIV,  167. 

99.  ApproximatioD  in  the  lunar  theory.   P.  Froit  Quart.  JounL  math.  XW,  179. 

80.  Memoire  gur  le  mouvement  de  rotation  de  la  tenre.   E.  Mathiea.  Jotmi. 

math^m.  Ser.  3,  II.  33,  161. 

81.  Ueber  die  StSrke  der  Bettrablmig  der  Erde  durch  die  Sonne  in  ihren  yer- 

Bchicdeuen  Breiten  and  Jahreiseiten.  Wiener.  ZeitMhr.  Math.  Phys. 
XXII,  341. 

Yergl.  Elliptische  Transcendenteu  103.   Hydrodynamik  167. 


Vergl.  Oeodfiaie. 

Bsnionlli'iehe  Zahlen. 

89.  Sor  la  gdn^ralisation  de  deox  th^or^mes  dos  k  Mrt.  Hermite  et  Gatalan. 

K.  L 110 HB.    N.  corres|>.  math.  III  fi*> 

33.  Sur  une  formule  de  Scherk.   Le  Paige.    N.  corresp.  math.  III|  159. 

Bestimmte  Integrale. 

34.  Ueber  die  partielle  Summution.    Helm.    Zeitachr.  Math.  Phys.  XXII,  400. 
86.  üeber  die  Fundamentalwerthc  des  allgemeinen  hypergeometritchen'  Integrals. 

Radieke.    Zeitschr.  Math.  Phys  XXII,  87. 
36.  Ueber  einige  bestimmte  Integrale.    Euueper.    Zeitechr.  Math.  Phys.  XXII, 
199,  196. 

.37.  üeber  einige  bestimmte  Intp'jrale.  Kostka.  Zei(«chr.  Math.  Phya. XXII,  968. 
88.  Ueber  einige  bestimmte  Integrale.   Grun.  Archiv  LIX,  218. 

Yergl  Cylinderftmctionen.   Elliptiaehe  Tranaoendeoten.  Kugelfbnctionen. 


rgi  uyima 
Ultraelliptii 


sehe  Tranieendenten. 

Binomialcoeffidentsa. 

89.  Somme  des  carres  des  coefficientn  d«'  U  +y^'»  pria  Avec  des  signet  alternd. 
Freson.   N.  corresp.  math.  III,  86. 

40.  Dens  relationi  entre  des  coeffieienti  dn  d^veloppement  des  binomea.  Freson. 

N.  corresp.  math.  III,  801,  862. 

Braohiitoclirone. 

41,  Eappori  snr  un  mt'iiioire  de  Mr.  Haton  de  la  Goupilliere  ayant  pour  titre: 

Probleme  iuverse  de»  brachistoc  lirones.  Bouquet.  Cüuipt.  rena.  LXXXII, 
148. 

49.  On  some  unuotieed  ca^es  of  free  deduced  fr07ii  familiär  casea  ofbrachistochro- 
Qous  motioD  and  couversely.    To w  tuend.   Quart.  Journ.  math.  XIV,  86. 

Brennptmkte. 

43.  Sur  les  foyers  dune  conrbe  plane.   Gibert  k  Niewenglowski.  Gompt. 
rend.  LXXXII,  U13. 
Vergl    Analytische  Geometrie  der  Ebene  12.    Analytische  Geometrie  des 

ciaumes  22. 

8* 


104  Hiftorisch-Utenuriiehe  Abtheilnng. 


c. 

Oartographi«. 

44.  Noa?0an  s}  ;;teme  de  carteH  marines  pour  la  navigation  pw        de  gnod 

eercle.  Hiileret  Compt  rend.  LXXXII,  1096. 

Gombinatorik. 

45.  Theorie  du  solitaire.    Reiss.    N.  corresp.  inath.  III,  234,  203,  a8>. 

46.  ün  the  knight's  path.    A.  H.  Frost.    Quart.  Joum.  math.  XlV,  123. 

47.  A  Bim|>l('  nifthoa  of  tracing  patha  of  a  knight  Over  the  Squares  of  5,  6,  T.  % 

ttud  their  cxteuaioD  to  higher  Bquares.  A.  H.  Frost.  Quart  Journ. 
matli.  XIV,  864. 

Complanation. 

48.  Sur  certaincs  uires  siiluriques,    (jibybCnB.    N.  curreap.  math.  III,  81.  —  Cl* 

talan  ibid.  241. 

49.  Sur  Taiie  de  reUipeoide.  GhysenB.   N.  correip.  math.  III,  40. 

Cylinderfonctionen. 

60,  Ueber  eine  mit  den  BesqerBcheu  Functioueu  verwandte  Function.  Lommel 

Mathem.  AnmU.  IX,  425. 

61.  lieber  die  Convergenz  der  Eutwickeluug  einer  arbiträren  Function  /'(x)  null 

«  a  a 

den  Beaserschen  Functionen  J{ßtX)y  J(ßtx)^  J{ß»^)t       wo  pi,ßt,ßt^ 

die  positiven  Wurzeln  der  Gleiehang  J(^=:0  ToreteUen.  SehlaeflL 
Mathem.  Anual,  X,  137. 


DeteradBiBten. 

68.  Ueber  die  alffebraiscbcn  Formen,  deren  Ilc^ue'^che  Determinante  ideotiBch  nt- 
schwindet.   Gordan  &  Noether.    Mathem.  Annal.  X,  r^?. 

53.  Das  allgemeine  Zerlegungsproblem  der  Determinanten.  Günther.  Gran. 
Archiv  LIX,  130. 

.'»1  Zur  Theorie  der  Unterdeterminanten.   llpza.    Grun.  Archiv  hIX,  387. 
&:>.  Ueber  Unterdeterminanten  'einer  adjungirtcn  Determinante,    lioza.  Grün. 
AVehiv  LIX,  401. 

60.  Sur  la  moltiplication  de»  determinants.   Le  Paige.   H.  corresp.  math.  Ul, 

141,  875.  —  Jamet  ibid.  247. 

67.  Ueber  das  Multiplicatioostheorem  sweier  Determinanten  n***  Gmdes.  Hota 

Grün.  Archiv  LIX,  4U3. 
Vergl.  Bestimmte  Integrale  87.   Differentialquotient  88.  OleichuigeD  161 
£ettenbrflche  199. 

Determinanten  in  geometrischer  Anwendonr. 

68.  Ueber  dreipunktig  berührende  Curven  einer  dreifach  uneucflichen  Schaar.  Krej. 

Mathem.  Annal.  X,  221.   [VergL  Bd.  XVII.  Nr.  40.j 

69.  Relation  entro  les  disiauces  n>ciproqaeB  de  «  poinie  aita^  daiu  Teepaoe  Bvea. 

N.  corresp.  math.  III,  91. 
00.  Besiehungen  einee  Dreiecks  zu  einer  Geraden.  Hain.   Grun.  Archiv  LIX,  87- 

61.  Ueber  eine  Classe  irrationaler  Synunetriepttiikte  des  Dreiecke.  HsiiL  Otna 

Archiv  LIX,  415. 

62.  Allgemeine  Beziehungen  der  Symmetricpunkte  eines  Dreiecks.   Hain.  Orea 

Archiv  LIX,  42a 
VergL  Kreis  800. 

DUFerential  gl  eiohtingen . 

I     A  memoir  on  differential  tquatioua.    Cayley.    Quart.  Journ.  matli.  XIV,  292 
04.  Ueometric  meaning  of  düi'ereutial  equattons.  Cunniugham.   Quart  Joun» 
math.  XIV,  §96. 

66.  Eltrait  d'un  mt'moire  sur  Icb  uquation.'!  diffL-reuticlles  liia'airos  du  ,s»'ioud  ortlre 
qoi  possddent  des  int^rales  alg^briquea.  F  uch  s.  Journ.  mathem.  Ser.  3, 
n,  158, 

66.  Sor  les  ^auatious  linuaire»  du  second  ordre  dont  les  iot^gialee  aOBt  alg^bliqiMk 

C.  Jordan.  Compt.  reod.  LXXXII,  605. 

67.  Sor  lee  €qmMaii» lindaini dn  Moond  ordre.  P.  I'upin.  Comptb  rend. LXXXui 

1398. 


Digitized  by  Googl? 


w 


Abhandlungsregister.  105 


6&  Sur  Ics  oquations  diifdrentielka  lintfairea  da  MOond  ordre.  Fach«.  Compt. 

rend.  LXXXII,  1494. 

69.  Sur  la  maniere  dont  Le  Ucsgue  a  traite  i'equaüün  y"+  —  y'+xy  =  0.  Le 

9 

Paige.    N.  corresp.  math.  III,  20. 

70.  Integrer  T^quation  {S-xjy"—  (9  — 4x)y'+(6— 3a?)y  =  0.  Catalan.  N.  eorresp. 

nmth.  III,  93. 

71.  Sur  r^quation  y"=»(my'^ny).   Le  Paige.  N.  corresp.  math.  Iii,  317.  — 

Mantel  ibid.  888. 

78.  Sur  qnäques  ^quationa  diffdientiellee  da  leeoiid  ordre.  Brocard.  N.  oorresp. 
math.  III,  189. 

78.  Ueber  lineare  Differenläalgleichiragen.  8.  Spitier.  Grün.  Aichiv  LIX,  884. 

74.  On  linear  diflcrential  equationa  of  tbe  third  order.   Cookie.   Qaart  Joom. 

math.  XIV,  »40.   fV^ergi.  Bd.  XI,  Nr.  2&8.J 
76.  On  teett  of  etnffnlarity.  Cookie.  Quart  Jonm.  math.Xnr,  146.  [Vergl.  Bd. 

XXI,  Nr.  266.] 

76.  Ueber  die  WeUer'sche  Integrationsmethode  der  partiellen  Differentialgleich- 

ungen erster  Ordnung,  ä.  Mayer.  Mathem.  Annal.  IX,  847. 

77.  Nachträge  zu  meinen  Abhandlun<;cn  über  die  lutegrution  partieller  DifFortfn- 

tiaJgleichuDgcn  der  ersten  Ordnung.    Weiler.    ZeiUchr.  Math.  Phys. 

XXII,  IOC.    [Verj^l.  Bd.  XXI,  Nr.  867,  868.] 

78.  Allgemeine  Theorie  der  partiellen  Differentialgleichnngen  enter  Ordnnng.  Lie. 

Math.  AnnaL  IX,  245. 

79.  8ar  la  premiAre  utfCbode  de  Jaeobl  poor  rint^gratioii  dei  dqaationa  aox  dS» 

riv<5e8  partieilei  da  premier  ordre.  J.  Bertrand.  Compi rend.  LXXXII, 
641. 

80.  EämiBatioB  d'one  TiriaUe  entre  denz  ^nations  däföiflntiellee  partirilee.  Jame t 

N.  oorreep.  math.  III,  864. 

Oifferentialqaotiont. 

81.  Ueber  eine  Behandlungeweise  der  algebraischen  Differentiale  in  homogenen 

Coordinaten.  Harnack.  Mathem.  AnnaL  IX,  871. 

82.  Sur  la  formule  ;t— Hermite.   Mathem.  Annal.  X,  287. 

83.  Theorem  relating  to  the  differentiaüon  oi'a  äjmmetricai  deteraiinaut  Glaisher. 

Qaart.  Joom.  maüh.  XIV,  846. 

Differsniengleichuig, 

84.  On  the  general  cquation  of  differences  of  the  aeoond  order.  Cayley.  Quart 

Joum.  math.  XIV,  23. 
86.  Sar  one  ^nation  aas  diffifeenoee  finiee.  Le  Paige.  N.  oorreip.  math.  III,  46. 


86.  Sar  une  iiouvellc  loi  fondamentaledel'^lectrodynamiqne.  Clansitti.  Compt 

reud.  LXXXII,  49,  ö46. 

87.  Extendon  da  ]>rincipe  de  C^urnot     la  th^rie  des  phteomines  ^leetriqties. 

Eqoatione  diffV-rentiflles  i,'('iu'i;ile8  de  Toquililire  et  du  motivenient  d'un 

Sterne  ^lectrique  reversible  quelconque.  Lippmann.  Compt  rend. 
XXn,  1426. 

88.  Ueber  den  stationären  elektrischen  StröraungszuHtand  in  einer  gekrümmten 

leitenden  Fläche.  Neumann.  Mathem.  Annal.  X,  868. 

89.  Sur  la  charge  quc  prend  le  disque  de  r^lectrophore.  Donliot  Compt  rend. 

LXXXII,  1262. 

90.  Zar  Messung  der  elektromotohscheu  Kräfte  von  Stromquellen.  Külp.  Grun. 

ArduT  LIX,  108. 

91.  Ueber  das  Verbältnieg  der  Stromstärken  einer  Ketfce  SU  «Uiem  einaigen  Bte- 

mente.  Kül^.   Grun.  Archiv  LIX,  106. 

92.  Ueber  das  VerhUtniss  eines  kleinplattigen  Elements  sa  einer  Kette  von  gross- 

plattigeu  Klemcnten.    Kfilp.    (Iruu.  Archiv  LIX,  108. 

93.  Ueber  die  Bestimmung  des  Leitungswiderstandes  der  Metalle.   Külp.  Grun. 

ArdiiT  LIX,  109. 

94.  Zur  Theorie  des  Maximums  der  Stromstärke.  Külp.  Qron.  AichiT  LIX,  III. 


Digitized  by  Google 


106  Historisch -Utermrische  AbtheiluDg. 


Sllip««. 

96.  Proprio  de  triaogles  inscrits  ä  ane  eHipee  et  doBt  le  oeatre  de  gravitf  eo* 

incide  aveo  le  centre  de  la  conrbe.  £.  Laeas.  N.  comep.  matil  IH, 
SlO. 

M.  PtopriM  des  eordee  •uppl^enteiMi.  Orth.  N.  corresp.  maüu  III,  390. 
Vergl.  Mutma  und  Huuma. 

EUipioid. 

97.  Le  long  d'une  mdme  Ugne  de  courburc  de  Tellipsolfde  le  rayon  principal  varie 

en  raisoii  invene  de  la  distance  da  centre  au  plan  tangeut.  Jamet 
N.  corresp.  math.  III,  326.  —  Dubois  ibid.  422. 
Vergl.  Compianation  49.  HjdrodTüamik  172.  Oberflächen  sweiter  Onüumg 
«70.  Potential. 

XlliptiMhe  TraateeBdeiitaa. 
96;.  Ueber  die  DiBcriminante  der  Modulurgleicbungcn  der  elliptischen  FunetUNMO. 

Krause.  Mathem.  AnnaL  IX,  554.   [Vergl.  Bd.  XXlI,  Nr.  3U.] 
99.  Sur  la  transfonni^on  des  fonctions  elliptiques.    Laguerre.   Compi.  reod. 

Lxxxir,  1207. 

100.  8ur  le  d^feloppement  en  8<§ri«8  des  fooctions  J.l(x).  F.  Joubert.  Comot 

rend.  LXXXIl,  1259,  182«.  * 

101.  üeber  einiKo  AuAvindungen  der  elliptischen  Functionen  auf  sphlrisdlA K^(el> 

sohoitie.   Enncper.   Zeitscbr  Math.  Phys.  XXII,  244. 

102.  Ueber  die  Verwerthun^'  der  eltiptischeu  Functionen  fiir  die  Geometrie  der 

Curven  dritten  Grade«.    Haruack.    Mathem.  Annal.  IX,  1. 
108.  Application  des  fonctions  elUptiques  ala  thcocie  des  pertnrbaUons.  Gjrid^n. 
Joum.  mathäm.  84r.  8,  II,  411. 
YergL  Complaoatioo.  Mechanik  MS.  OberilAeheD  «64. 


Factor  enfolge. 

104,  Prodoct  einer  oneodlicfaen  Factorenieihe.  Dobiciecki  Qnm.  Archiv LIX, IN* 

Ftmctionen. 

106.  l'heuD  ine  geaeral  eur  leb  tonctions  Bym<itriauefl  d'un  nombre  quelcouque  de 

variables.   Jung.   Compt  rend.  TiXXXiI,  988. 
loo.  Beweis  cinCB  Satzes  über  rationale  Curven.    Lüroth.    Mathen).  Ann  IX.  ICL 

107.  Ein  auf  die  Einbeitewurzeln  bezügliches  Theorem  der  Functioneulehre.  & 

Bohroeder.  Zeitschr.  Math.  Phys.  XXII,  188. 

106.  Sur  lafonetion  fKs  +  f^^TT.  Realie.  N.  corresp.  math.  III,  193.  3a*.  - 
E.  Lucas  ibid.  815. 
Vergl.  BemoulU'sche  Zahlen.  Bestimmte  Integrale.  HinoTnialcoefficieDten 
CjHnderfiinctionen.  Determinanten.  Differeutiulquutient.  Klüptische 
Transcendentta.  Factorenfolge.  Homogene  Functionen,  liivurianten- 
theorie. .  Kugeifunctionen.  Oberflächen.  Singulahttloi.  UltneliiptiKhi 
Ttanscendeitleii,  Warfe. 


Oeedlsis. 

100.  Sur  la  formale  baromätriqae  de  Laplaoe.  Koche.  N.  corresp.  uafh.  III,  VI. 

Oflometrie  ideacriptive). 
UU.  Sur  queloues  theorcmes  de  Desargues.   Freson.   N.  corresp.  math.  IIL  414. 
YergL  Kegelschnitte  186. 

Oeometrie  fhöhers). 

111.  Beiträge  zur  abzählenden  Geometrie.    11  Schnbert.    Mutheni.  Annul  X,  1 

112.  Moduln  vielfacher  Bedingungen  bei  Flächen  zweiter  Ordnung.   H.  Schubert 

Mathem.  Anual.  X,  818. 
US.  Das  Problem  der  Collineation.    R.  Sturm.    Mathem.  Annal.  X,  117. 
114.  Thvoreniee  relatifs  au  düplacement  d'une  figure  plane  dont  deux  poiuts  glisseot 

sur  deux  oourbes  (f  ordre  et  de  cbuse  qaelconqoes.  Chaslea  iJoiiipt 

read.  LXXXU,  481. 


Digitized  by 


Abhandlnngsregister.  107 

116.  TWoremes  relatifs  ä  dcB  fourbcs  d'ordre  et  do  classe  quolconqacs,  dans  log- 
qut-'la  on  cousidere  des  couple»  de  segmeutfi  rectilignes  ayant  un  produit 
constunt.   Chaeles.   Compt  rend.  LXXXII,  1S99. 

116.  Lieox  gi'oiiiotriqueB  et  courbes  cnveloppes  gatisfaisant  ä  des  condition»  de 

produit  constant  du  duux  eegmeatü  variables.  G^n^ralisatiou  de  queloues 
tht  ort-meB  eiprimät  en  myoiiB  veofeean.  Chaalea.  Compt  rend.  LXXaU, 

1  Jt>3. 

117.  üebur  die  Vieltheiligkeit  der  ebenen  algebraischen  CuTTeu.  Harnack.  Math. 

Annal.  X,  189. 

118.  Sur  l'emploi  dans  la  gt^omt^tric  d'un  nouveau  principe  des  dgnoi.   £.  Lacat. 

N.  corresp.  niath  111,  1.    [Vergl.  Bd.  XXllj  Nr.  70.] 

119.  De  rapplicatioD  des  syittaiee  de  ooofdinui^es  trienreolaueB  et  tätESspheriques 

ä  1  dtude  dcB  tigures  anallagmatiques.   £.  LaOAB.   K.  comqp.  math.  III, 
226,  267.    [Vergl.  Bd.  XXli,  iS'r.  71.] 
ISO.  Sur  tme  särie  de  courbes  taadogam  aus  dtfvelofipäee.    Halphen.  Jounu 
mathdm.  S^r  3,  II,  87 

121.  Du  nonibre  des  pointa  de  contact  des  courbes  algdbriques  ou  transceudanieb 

d'un  Systeme  avec  mie  ooorbe  alffArioae.  Fomrel  Compl  rend 
LXXXII,  1828.  ' 

122.  Du  cuntuct  des  surfaceu  d  uu  impleze  avec  uue  burt'ace  algdbrique.  Fouret. 

Compt.  rend.  LXXXII,  1497. 
128.  Zur  Conritriiction  einet  ftqaianhamoniaohen  Sjatoma.  Sohroeter.  Mathem. 

Anuai  X,  420. 

fü,  Ebiegeomethsche  Ableitung  der  Po lareigeaediaflen  der  ebenen  Cnrren.  Schur. 

Zeitschr.  Math.  Phye.  XXII.  '220. 
126.  Ueber  den  Zusammenhang  gewisser  Sätze,  welche  sich  auf  gescblossüne  ICeiheu 

geonietriächcT  Gebilde  bezidien.    F.  AagQBl   timn.  ArehiT  LIX,  1. 

[Vergl.  Bd.  XX II,  Xr.  287.J 
126.  Etüde  d'unc  serie  dua  cercles,  de  druites  ou  de  points,  se  ddduisant  les  uns 

deä  autres.   De  Longchamp.   N.  corresp.  math.  III,  306,  840. 
127*  Identite  de  la  transformation  lindaire  avec  la  teaasfonnaüon  projecti?e. 

P.  Mansion.    N.  corresp.  math.  III,  14. 

128.  Ueber  einen  Satz  aus  der  Theorie  der  algebraiaohen  Gurren.  Krey.  Zotiehr. 

Math.  Phvs.  XXII,  ;^96. 

129.  Leber  lirii'are  Constructionen  von  ebenen  Curven  dritter  Ordnung.  Harnack. 

Zeitschr.  Math.  Phys.  XXII,  38. 
180.  Dömonstration  g('oin('tnque  d'une  relation  due  ii  Mr.  LagueiTe  et  ayant  rap- 

türt  ä  dcux  cüurbos  tangentea  entre  elles.  Mannheim.  Compt.  rend. 
XXXI I,  554. 

l.Sl  Position  liniite  d'uno  8<>rie  de point» dupLaa.  Brocard.  N.  corresp. maib. III, 868. 

1S2.  Engeudremeut  d'un  plan.    Modard.   N.  corresp.  math.  III,  168. 

188k  Idigne  de  poursuite  de  3  chiens  places  aux  soaunefei  d*an  triangle  ^uUatteaL 

Brocard.   N.  corresp.  matn.  III,  280. 
134.  Propriete  d'une  hdlice.   Dewnlf.    N.  corresp.  math.  III,  S8. 

186.  8iz  aegmenta  an  Involution  aar  lee  troia  e6t^  d'nn  triangle.  Van  Au  bei. 

N.  corresp.  math.  III,  390. 
136.  Ap])lication  de  la  methode  des  t^quipoUenoes  ä  la  dämonstration  d*un  theo- 
rdme  sur  le  triangle.   Van  Anbei   N.  corresp.  math.  III,  260. 
Vergl.  Abbildung.  Determinanten  in  geometrischer  Anwendung.  Elliptische 
Trauscondenteu  102.   Gleichungen  162.   Singularitäten.  Würfe. 
Oesdiiehta  d«r  XstheBUttik. 

187.  Die  homocentrischen  Sjiliilren  des  Eudoxus,  des  Kallippus  und  des  Aristoteles. 

Schiaparelli  (übersetst  von  Horn).  Zeitschr.  Math.  Phys.  XXII,  Supp- 
lemenueft  101. 

188.  Ueber  den  Hi&uneli*g1obus  dee  Arohunedea.  fiullach.  Zeitsohr.  Math.  Phys. 

XXII,  hiai  Abth.  106. 
180.  Ueber  die  Lebenaaeit  dea  Zenodoms.  Cantor.  Zeitsehr.  Math.  Pbya.  XXII, 

bist.  Abth.  173. 

140.  Gräko- indische  Studien.    Cantor.   Zeitschr.  Math.  Phys.  XXII,  bist.  Abth.  1. 

141.  Pentagone  d* Albrecht  Dürer.  Van  Anbei  N.  corresp.  math.  III,  386. 
148.  Zur  6eachicht(<  der  cubischen  Qleichnngen.  Cantor.  Zeitadir.  Math.  Pbya. 

XXII,  bist.  Abth.  183. 
148.  Daa  Beefanen  im  XVL  Jabzhnndert  Tt eatloin.  ZeÜNiir.  Malh.  Phy».  XXII, 
Sup^ementb.  1. 


Digitized  by  Google 


108  Uistoruch-literaruche  Abtheilang. 


144.  Zur  Biographie  Tycbo  Brahe's.   Gantor.  Zeitschr.  Math.  Fhjfs.  XXII,  hist. 

kwb.  160. 

145.  Sur  rortliographe  de  Uuygens.    Van  Triebt.    N.  corroj^p.  muth.  III,  209. 

146.  Un  commeutateur  du  Marnuis  de  l'üospital.  Laisaut.  N.  corresp.  math. 

III,  81«. 

147.  Aufruf  zur  Errichtung  eines  Standbildes  fibr  Carl  Friedrich  Oanta.  Zeitochr. 

Math.  Phj8.  XXII,  203. 

148.  Zor  Oesehidite  des  Problems  der  Fortpflansonff  ebener.  LnftsreUen  von  ead- 

Hoher  Schwingungsweite.  II.  Wob  er.  ZenM^.  Matll.  Phys.  XXII,  Uli 
Abth.  71.    [Vergf.  Bd.  XXII,  Nr.  94.j 


Vcrgl.  Analytische  Oeometrie  der  Ebene  9.   Analvtiache  (Geometrie  dei 
Kaunics  19.  Astronomie  87.  Kugelfüncäonen.  Hedbanik  ttO,  819.  &UeD- 

theorie  366,  367,  368. 

Oleichungen. 

149.  Ueber  den  Fuudamentalsatz  der  Algebra.  Gordan.  Mathem.  Ann.  X,  bli 
IM.  On  coreHülveuts.  Cookie.  Quart.  Joiun.  math.  XIV,  63.  iVergL  Bd.  XVI, 

Nr.  78.] 

151.  Studien  zu  F0rat«nau*8  neuer  Methode  der  Darst£llan|[  und  Berechnung  der 

Wurzeln  ali^'obraischer  Gleichungen  durch  Determinanten  der  CoeindSB- 

ten.    Naege Ubach.    Gruu.  Archiv  LIX,  147. 
16S.  Determination  par  le  principe  de  correspondance  aoalytique  de  Tordre  d  un 

lieu  g^onu'triquc  ddhni  par  des  conditions  alg^briqiies.  Saltel.  Compt. 

rend.  LXXXii,  ü3,  Mi. 
U8.  Ezposd  d'uue  uouvelle  mcHhode  poor  la  resolution  des  dquations  numeriquea 

de  tous  les  degres.    Laianne.   Compt  rend.  LXXXII,  1487.  (Ve^l 

Bd.  XXII,  Nr  376. J 

164.  Ein  allgemeiner  Ausdruck  für  die  ihrem  absoluten  Betrage  nach  kleinste  Wv^ 

zel  der  (Jleichung  n'""  Grades     Koenig.    Mathem.  Annul.  IX,  530. 

165.  lilquatiou,  dont  les  racines  sont  en  progression  Hrithmetique.    Keaiiu.  N.  cor 

resp.  math.  III.  362. 

166.  L'equation  f{x)  =  0  possddant  lea  deux  racines  entieree  x  =  a,  x  =  &,  on  de- 

mande  le  quotient  de  f(x)  par  {x-  a){x  —  b).  F r e 8 o u.  N.  corresp.  math. 
III,  121. 

167.  Sur  Tequation  (««f  1)*«  — dei^  —  S^B- 1  =  0.  Catalan.  N.  oorresp,  math.  III, 

83,  84,  85. 

168.  Nouvelle  Solution  de  Tt^quation  generale  da  qoatritaie  degrd.  Weiehold. 

Coiii|it.  rend.  LXXXII,  1093. 

159.  Sur  i  equation  (x 4- a){X'^a  +  b){x •ha+  2biix  +  a  +  ib)  —  c.    Healis.    N.  cor- 

reep.  math.  III,  90. 

160.  Ueber  cubibche  Gleichungen.    Li  «brecht.    Grun.  Archiv  LIX,  217. 

161.  liiisolution  d'uQ  Systeme  de  n  cquations  an  iucounucs,  dunt  une  est  du  seooed 

degrd,  tandis  qne  les  antres  sont  lindaiies.  P.  Mansion.  N.  oorreq>. 
math.  III,  376. 


Homogsns 

168.  Ueber  binäre  Formen  mit  line;(ren  Transformationen  in  sich  seLbsL  F.  Klein. 

Mathem.  Annal.  IX,  183. 
168.  Beitrftge  nir  geometrischen  Interpretation  binBrer  Formen.  Wedekind. 

Mathem.  AunaL  IX,  '209. 
164.  On  certain  al^ebraic  formuiae.  Day.   Quart.  Jouru.  math.  XIV,  184. 
Vergl.  InTanantenflieorie. 

HydrodTBudk* 

166.  Sur  les  petits  monvement«  d'un  Quide  inconipreeuible  daus  un  tuyau  (51a«tiquc. 
Resal.    Compt.  rend.  LXXXII,  698.  —  Joum.  mathem.  Sdr.  8,  II,  342. 

166.  VesBuch  einer  mathematischen  Darstellnng  d«  Flfissigkeitswellen.  G-iesen. 

Zeitschr.  Math.  Phvs.  XXII,  133. 

167.  Gestillt  eines  um  einen  Ceutralkörper  rotireuden  homogenen  Flüssigkeitsnngets. 

Giesen.    Zeitschr.  Math.  Phys.  XXII.  311. 

168.  Ueber  das  Gleichgewicht  einer  8chv?eren  Flüssigkeit,  welche  gegen  einen  fi^t^'ü 

Punkt  bin  angezogen  wird.    Giesen.   Zeitschr.  Math.  Phys.  XXIi,  332. 

169.  Note  oouoemant  les  tayauz  de  condnite.  Boileau.  C<nnpl  rend.  fiXlfHl, 

601. 


Digitized  by  Googl 


Abbuidliiiignwgbtar.  109 


170,  Propridtds  comniunes  aux  cananx,  aux  rivieres  et  aux  tuyaux  de  OCmdoite  k 

regime  uniforme.   Boileau.    Compt.  rend.  LXXXII,  1479. 

171.  On  some  hydrodyuamical  Solutions.   Lnmb.  Qnart.  Jonrii.  math.  XIV,  40. 
178.  Ueber  die  Stabilitüt  des  (ileicbgcwichts  einer  auf  einem  dreiaxigen  Ellipsoid 

mit  kleinen  Kxceii tri ci täten  auagebreiteteu  Flüssigkeit,  welche  der  An- 
siAhong  des  ellipsoidischen  Kernes,  sowie  der  flurer  eigenen  Ifane  unter- 
worfen ist.    Hagen.    Zeitseh r.  Math.  Phys.  XXII,  65. 

173.  Sur  Ui  .th^orie  de  plusieurs  machiuea  lij'drauliques.   De  Cftlignjr.  Compt. 

rend.  LXXXII,  1027. 

Hyperbel. 

174.  I'ropriet«  de  l'hyperbole.   lirocard.        correep.  matb.  III,  332. 

175.  Lieu  des  centres  de  certaines  hyperboles.  Broeard.  N.  oorresp.  math.  IIL  i6. 

176.  Points  d'intersection  d'une  bynerbolc  (^qmlatöre  aveo  one  oinNniföiaiOe.  Fre- 

sou.   N.  corresp.  math.*  lU,  137. 

177.  Propridt^  d*nne  infiniM  de  eercles  conoentriques  i  nne  bjperbolo  equilat^re. 

Catalan.   N.  corretp.  malii.  III,  27. 
Vergl.  Ellipse  96. 

I. 

Imaginarei. 

178.  Untersuchung  über  die  binilren  lateralen  Geraden.   Thieme.   Grun.  Archiv 

LIX,  4S6 

179.  Sur  une  nuesfion  paraduxale.    Mister.    N.  corretp.  math.  III,  49.  —  Cata- 

lan ibid.  113.   fVergl.  Bd.  XXlI..Nr.  124] 
Vergl.  Elliptiach«  Tnnsoendeiiteii  109. 

lategratioB  (uibettiBBle).  * 

180-  Sur  quelques  integrales  indelinies.    P.  Mansion.    N.  corresp.  math.  III,  208. 
161.  Sur  lee  conditious  d'integrabilit«^  immediate  d'une  ezpreseion  aux  ditiürentiellcs 
ordinaiieB  d*ordre  qaelconqne.  Pojet  Compt  rend.  LXXXII,  74a 

^nimrtiittitliitinrit 

189.  Beitrag  zu  den  Grundlagen  der  Inyariaiite&tbeori&  Veltmanii.  Zeitsehr. 

Math.  Phjs.  XXII,  277. 
198.  Sur  lee  oorananta  des  formee  binaires.  C.  Jordan.  Compt.  rend.  LXXXII, 

269.  —  Joam.  ni.itl)ciii.  Sdr.  .3,  II.  177. 
184.  Zar  Theorie  der  teruäreu  cubischeu  Formen,    üarnack.    Matlujm.  Annal. 
IX,  918. 

H. 

186.  Roulettes  de  eoniqnee.   Broeard.    V.  correep.  math.  III,  6,  33.  fVergl. 

Bd.  XXII,  Nr 

186.  Construction  der  Ourchachuittspuukte  von  Geraden  mit  Kegtilachnitt«iiuien. 

Petchka.  Gran.  ArehiT  LIX,  18. 
197,  Coniqne  donnee  i)iir  les  six  j)ointe  dans  leyquellea  los  cöte.-j  d'un  triangle  sout 

coupes  par  les  droites  qui  conduisent  des  sommets  ä  deux  pointa  fixes. 

Van  Anbei.  N.  oorresp.  math.  III,  60. 

188.  Etade  de  coniques  circoneeritM  ik  un  triangle  leotaagle.  Broeard.  N.  eor* 

reap.  math.  III,  349. 

189.  Heber  Symmetriekegelschnitte  des  Dreiecks.  Hain.  Gnm.  ArehiT  LIX,  88. 

190.  La  conique  Aa''  +  .ß/3'+  C'y*  -  7M*  =  0  divise  harmouiqueraent  les  diagonales 

du  quadrilatöre  couplet  al^yd  =  0.  Van  Au  bei.  N.  corresp.  math.  III, 
166. 

191.  Quadrllatöre  circonscrit  i\  laie  eonique.    Folie.    X.  corresp.  matb.  III,  416, 

192.  Conique  enveloppe  d'une  droite.  Jamet.  N.  corresp.  math.  III,  281. 

193.  On  tbe  eonic  üy^kdti  and  on  a  oertain  envelope.   Oeneee.  Quart.  Joom. 

matb.  XlV,  44. 

194.  Lti  lieu  des  points  d'oü  Ton  peut  mener  ä  deux  oercles  donues  quatre  tan- 

ffentes  iormant  nn  fiuaoeaa  hamoniqae  est  nne  conique  passant  par  lee 
buit  point.s  de  contact  des  tangentes  oommunes.  Van  AabeL  N.  cor* 
resp.  math.  III,  359. 

196.  Trouver  Päqnation  d'one  conique  d^pendaate  d'one  antre.  Van  AabeL  N. 
oonesp.  math.  ÜI,  169. 


Digitized  by  Google 


110  Historisch  •literMriflche  Abtheilang. 


196.  Thäor^es  aar  les  coniquM.   Van  Au  bei.    N.  corresp.  math.  III,  211. 

197.  Question  mxr  lee  donbles  systemes  de  coniquea  orthogonales.   Breton.  N. 

corresp.  math.  III,  270. 
YergL  Ellipse.  HjperbeL   Krein  I'arabel. 

Kett«iibrftobe. 

198.  Beweis  des  Enler'schon  Bildungsgesetces  fHr  die  N&hemngswerthe  Ton  Ketten* 

brücheu.   Schlegel.   Zeitschr.  Math.  Phjrs.  XXll,  402. 

199.  Neue  Metbode  der  directen  Summatioa  periodischer  Eettonbrüche.  S.  Ofln- 

ther.   Zeitschr.  Math.  Phyg.  XXII,  31. 

Xrttis. 

200.  Ueber  den  Feuerbach'Bchen  Kreis.    Hain.    Gnin.  Archiv  LIX,  323. 

801.  Beiträge  zur  Löuwag  einiger  bekannten  geometrischen  Aufgaben.  MendthaL 

Gmn.  ArdÜT  LIX  S9. 
SOI.  Fropn4M  des  tangcntes  ik  nne  circonfdrence  dont  le  centre  est  le  ceiitre  des 

moyennes  dietances  de points  donnds.   Freson.  N.  corresp.  math.  III,  55. 

908.  Tronrer  une  circonftrenoe  qni  reneontre  cinq  droites  doimäee,  parallelos,  et 

non  situdea  dans  un  mßine  [ilun.  Van  Anbei.  N.  corresp.  math.  III.  49. 
204.  Trouver,  geometriquement,  Tenveloppe  des  droites  qoi  donnent  des  cordei 

^ipüee  dans  deux  cercles  donnds.  Laisant'  N.  oorresp.  math.  III,  966. 
soft.  Gegebon  zwei  Kreise,  dem  einen  soll  ein  Dreieck  so  umschrieljen  werden,  d:i«>s 

es  dem  andern  einseschheben  ist  Liebrecht  Grun.  Archiv  LiX,  445. 
900.  Sur  tnm  eiroon^fe«DeeB  laogentes  aa  mßme  point  Jam  et  N.  owiesp.  maXb, 

III,  253. 

207.  Dümontrer  quo  les  sommetü  de  trois  triaugles  dont  lee  bases  passent  chaauie 
par  an  point  d^ime  de  trois  circonfärenc^  et  uar  leur  eentre  radical  eont 
situt^B  snr  une  ni^mc  ligne  dioite.  Dabois.  Ii.  oocresp.  math.  UI,  3Mk 
—  Van  Anbei  ibid  425. 

906.  8omme  des  puisHUioes  de  trois  oercles.  Dubois.   N.  corresp.  math.  III,  SM. 

909.  Sur  leti  cercles  tangents  4  trois  oercles  donn^  Dabois.  N.  conei^  math. 

III,  381. 

YergL  Hyperbel  179,  177.  KegeUohiiitte  194.  Ftoabel  978^  979. 


910;  6^n<^ralisation  de  la  thdorie  du  rayon  OBOolateur  d*one  sotfiMe.  Lipacbits. 
Compt.  read.  LXXXII,  160,  218. 
Vergl.  Analy  tische  Geometrie  der  Ebene  4.  ElUpeoid.  üudma  omI  Mauiaik 
OberiUcbeD  969. 

Xngsl. 

911.  Sphäre  snr  laqaelle  se  trooTent  huit  points  situ^s  sur  les  fooes  d*aa  octaMie. 

Frcrion.    X  corresp.  math.  III,  89.  —  E.  Lucas  ibid  210. 
212.  On  the  shadows  of  plane  curves  on  spheres.   Jefl'ery.    Quart.  Journ.  matk 
XIV,  68. 

Veral.  Analytihclin  Heomctrie  des  Baumes  94.  ComplaoatioQ  48.  EUiptisdie 

Transcendeuten  IUI. 

KigsUtaastioBsn. 

918k  Bur  quelques  thöoremes  publiös  par  Mr.  Laurent.    Heine.   Journ.  math<'in. 

Sär.  3,  II,  165.  —  Darboux  ibid.  240.  —  Laurent  ibid.  420.  [Vergl. 
Bd.  XZII,  Kr.  169.J 


214.  Sur  la  couBtitntion  interieuro  des  aimants.  Janiin.  Conipi.  rend.  LXXXII,  19. 
216.  Solution  analytique  duprobleme  de  la  distribuüon  dans  un  aimant  Jamio. 
Comi>t.  rend.  LXXXII,  788. 

916.  Sur  la  theorie  du  contact  d'eprciive.    Bouty.    Coini)t  rend.  LXXXII,  836. 

917.  Sur  la  disthbution  du  inagnetisme  dans  les  barruaux  cylindriques.  Bouty. 

Gompi  fend.  IiXXXII,  1060. 

ÜMUiiglUtifkeitea. 

918.  Sur  r^tendae  k  n  dimeosfons.  Catalan.  N.  eonesp.  math.  m,  114. 

Maxims  and  Minima. 

919.  D^terminer  le  mazimum  et  le  miaimum  de  la  corde  commauu  a  une  elhys^ 

et  1^  ioii  eenle  de  oonibura.  Flearean*  N.  oortesp.  maliL  m,  399. 
Yetgl.  ObeiiSoiieB  966. 


Digitized  by  Googlp 


Abhandlnngsregister.  III 
Meehanik. 

220.  Explication  d'un  paseage  de  la  mecanique  analytiqae  de  Lagrange  relatif  4 

la  composition  des  moments  en  statique.   Breton  (de  ChaBp).  Jonm. 

matht'm  Ser.  3,  II,  175.    'Vergl.  Bd.  XXII,  Nr.  163.] 

221.  Sur  les  cas  d'exception  au  theoreme  des  forces  vives.  B^um^  et  coos^quencen 

d'un  mdmoire  de  Mr.  Betti.  Lemmi  Jonxii.  matMm.  8#r.  8,  U,  2SS. 
[Yergl.  Bd.  XVII,  Nr.  242.] 

222.  Solution  of  Euler's  equations  of  motion  by  eliiptic  fonctions.   Greenhill.  * 

Qaart.  Joum.  math.  XIV,  265. 
8SS.  ßolntion  of  the  equations  of  motion  of  a  rigid  body  moveable  about  a  fixcd 
point  ander  the  action  of  uoforces    Green  Kill.   Quart.  Jouru.  math. 
XIV,  182. 

224.  Bewegung  eines  schweren  Punktes  auf  Rotationiflfteheii  mit  Tertünder  Aze. 
Th.  Bertram.    Grun.  Archiv  LIX,  193. 

226.  On  the  Solution  of  a  problem  connected  with  the  displacement  hy  twiet  mo- 

tion of  a  rigid  Dodj  in  free  epaoe.  To wn send.  Qoart.  Jooin.  math. 

XIV,  126. 

K».  The  theory  of  screws,  a  «tndy  in  the  dynamics  ofa  rigid  body.  BalL  Math. 

Annal.  IX,  5il. 

227.  Uu  comuound  etrains.   Niven.  (^uart.  Journ.  math.  XIV,  196. 

288.  Qoateraion  investigationB  on  itnuns  and  fluid  motion.  Hickt.  Qoart.  Joiun. 

math.  XIV,  271. 

289.  Demonstration  du  tautochronisme  de  la  cycloi'de  d'aprös  Huygena.   F.  Man- 

sion.  N.  conesp.  math.  III,  77. 

290.  lÖnr  Ic  rnouvemcnt  du  eyeteme  de  deux  peudules  simples,  dont  Tun  est  attachd 

ä  un  j^int  fixe  et  Tautre  i  la  maese  qui  tcrniinc  le  ^u-emier.  ResaL 
Joum.  math(3m.  Sdr.  3,  II,  166. 
281.  Becherches  sur  le  balancier  compensateor  de  Mr.  Wiuneri.  CaiparL  Compt^ 
rend.  LXXXU,  894. 

232.  Sor  les  chemises  de  vapeur  des  uylindree  des  maehines.  Beaal.  Oompt.  read. 

LXXXII,  687.  -  Ledieu  ibid.  599. 

233.  Sur  la  limite  inf^rieure  qua  Ton  doit  attribuer  a  Tadmission  daus  une  ma- 

chine i  vapeur.  Besal    Compt.  rend.  LXXXII,  647. 
284.  Sur  ia  production  du  motivement  rectiligne  exact  an  moyen  de  tigee  arÜ* 

culees.   Kemi)e.    N.  corresp.  math.  III,  129,  177. 
286^  Sor  le  tracä  des  engrenuges  par  arcs  de  cerde;  perfectionnenmit  de  la  me> 

thode  de  Willis.    Lrant.'.    Compt.  rend.  LXXXII,  507. 
Vergl.  Astronomie.    Brachistochroue.    Elektrodynamik.  Hydrodynamik. 

flagnetaemiiB.  Moleonlarphysik.  Optik.  Pendel.  Sehwerpnnkt 

MolMalarpkyilk. 

286.  Snr  la  Constitution  atomique  des  eorps.  De  Saint- Venaat.  Ckimpl.  rend. 

LXXXU,  1223. 

287.  8ar  r«dstence  rdelle  d*une  matiere  formte  d'atomes  isoles,  compavahleB  k  des 

poiiit^^  materiels.    Hertlielot.    Compt   rend.  LXXXII,  1129,  1226. 
238.  Ueber  Arwed  Walter'«  Untersuchungen  über  Molecuiarmechanik.  Körte  weg. 

Zeitschr.  Math.  Phys.  XXII,  hist.  Abth.  dii. 
289.  üeber  das  Mariottc'sche  Gesetz.    Schlegel.    Zeitechr.  Math.  Phys.  XXII,  836. 

240.  Ueber  das  Elasticitätüpotential  und  einen  dasselbe  betretlendeu  Satz.  Go- 

siewski.   Zeitschr.  Math.  Phys.  XXII,  267.   [VergL  Bd.  XXII,  Nr.  179.] 

241.  Ableitung  des  elastischen  Stosses  zwtMor  Atome  aus  meduuuscben  Prinoipiea. 

Lübeck.   Zeitschr.  Math.  Phys.  XXIL  126. 


Nautik. 

242.  Examen  des  uouvelles  mtfthodes  proposC-es  pour  la  recherdie  de  la  position 
du  navire  ä  la  mer.   Ledieu.   Compt.  rend.  LXXXII,  1414. 

248.  Transformation  de  Vastronomie  naatique  a  la  suit«  des  progrös  de  la  Chrono- 
metrie. Villarceao.   Compt  rend.  LXXXII,  531,  580. 

244.  Solution  g^om^ique  du  probl^me  de  la  dätermination  da  lieu  le  plus  pro- 
bable du  navire  au  moyen  d'un  nombre  quelconoue  de  droitee  de  hauteor 

£las  grand  que  2.   B  er  tot.   Compt.  rend.  LXXxU,  682. 
k  oondaite  des  chronomätcei.  Bonyaaz.  Coa^i  reod.  LXXXII,  679. 


Digitized  by  Google 


112  HiHtorisch-Iiteraritfcbe  Abtheilung. 

246.  Kapport  aur  la  iu<^thode  cmployee  par  Mr.  de  Magnac  ponr  rcprc^seotcr  Ics 

marches  diarnee  des  chronomet^es.  Jurien  de  la  Gravi^ro.  Compt. 
reud.  LXXXII,  (51. 

247.  Influence  des  vanations  de  presaion  sur  la  marche  det  chronometres.  Vil- 

larcaau.   Compt.  rend.  LXXXII,  697. 


Obmüldiea. 

fi4&  Prindpien  der  Flftchentheorie.   Hoppe.   Grun.  Archiv  LIX,  225. 

249.  Ueber  die  Bestiuimun^  einer  Flftcbe  aus  der  ludicatriz  der  Normale.  Hoppe. 

Grun.  Archiv  LIX,  4ü7. 
SSO.  Ueber  Flächeutransformationen.   Bückluud.   Mathem.  Annal.  IX,  297. 
2ßl.  Zur  Theorie  der  algebraischen  Fliichcn.    Ii.  Sturm.    Mathem.  Annal  IX,  573. 
252.  Ueber  eine  neue  Art  von  Kieiiiann'öchcn  Flächen.   F.  Klein.   Math  Annal 

X.  398.   [VergL  Bd.  XXI,  Nr.  liso.l 
S58.  Ueber  iea  Zusammenhang  der  Fl&chen.   F.  Klein.  Mathem.  AouaL  IX,  476w 

[Vergl.  Bd.  XXI,  Nr.  352.) 
S54»  Die  Curve  vierpunktiger  Berührtmg  uut'  einer  algebraischen  Fl&die.  Yosa 

Mathem.  Annal.  IX,  18;>.    |  Vergl.  Üd  XXII,  Xr.  452] 

266.  Ueber  die  Zahl  der  Krei^punkte  einer  allgemeinen  Flüche  n^«'  Ordnung.  Vo«t. 

Mathem.  Annal.  IX,  241. 
SM.  Od  a  spedal  tnrface  of  minimnm  area.  Cayley.  Quart.  Joom.  math.  XIV, 

190. 

957.  Ueber  Cunren  auf  Rotationäiläclua.    fiiehringer.    Zeitecbr.  Math.  Phy». 

XXIl,  151.    'Vergl.  Hd  XXU,  Nr.  185.]  I 
25Ö.  Des  äurfacoä  eur  le^quellcti  un  point  peut  tse  mouvoir  sui'  au\  une  certaiue  loi. 

A.  de  Saint-Germain.    Journ.  niath^m.  Sdr.  3,  II,  325. 
tt9.  Ueber  diejenigen  Flächen  dritten  (Inules,  auf  denen  äich  drei  gerade  Linien 

in  einem  Punkte  echneiden.   Eckardt.    Mathem.  Annal.  X,  287. 
960.  On  fhe  quartic  aurfaces  repreaented  hy  the  eauation,  qrmmetxical  detemuDut 

—  0.    Cayley.    Quart.  Journ  niath.  XIV.  16. 
261.  Un  a  quartic  Burface  with  twelve  uodes.    Cayley.     Quart,  Journ.  math. 

Xlv,  loa. 

MS.  Sur  une  surface  de  quatrieme  clasee  duut  on  peut  d^terminer  les  lignes  de 

courbnre.    Laguerre.    Journ.  mathe'm.  Ser.  3,  II,  145. 
868.  On  a  »extic  torse.   Cayley.    Quart.  Journ.  math.  XIV,  229. 

564.  On  a  torse  depending  on  elliptie  funetions.  Cajrley.  Quart.  Joom.  math. 

XIV.  235. 

S6ft.  On  certain  octic  surfaces.   Cayley.    Quart  Jottzn.  math.  XIV,  249. 

Vergl.  Abbildung.  KrOmmong.  Mechanik  SS4.  Optik  S7S,  S78.  Singulari- 
täten 323,  324. 

Oberflächen  sweit«r  Ordnoog. 
S66.  Die  Liniengeomctric  in  ihrer  Anwendong  anf  die  Fl&chen  xweiten  Gradei. 

Voss.    Mathom.  .\nnal.  X,  143. 

267.  Ueber  die  Flächen  zweiten  (iradea,  iür  welche  zwei  Flächen  zweiten  GradCi 

zu  einander  polar  sind.   Thieme.   Zeitschr.  Math.  Phys.  XXJI,  377. 
268b  Appervu  de  questions  sur  les  faisceaux  de  suzfaoee  du  denxiime  ordre.  Bre- 
ton.    N.  corresp.  math.  III,  '^yg,  337. 

565.  Sor  one  nouvelle  analogie  aax  th^ribmes  de  Pascal  et  de  Bcianchon.  P.  Ser  ret. 

Compt.  rend.  LXXXII.  208 

270.  Sur  une  classe  partiduliäre  de  decagonea  gauches  iuscri])tible8  ä  rellipboide. 

P.  Serret  Compt.  rend  LXXXII,  162. 

271.  Sur  une  chiHse  particuliere  de  polygones  gauchee  inscriptiblea.  P.  Serret 

Compt.  rend.  LXXXII,  270. 
YergL  BllipMHd.  Kugel. 

Optik. 

272.  Uay- surfaces  of  refraction.    Chi  1  de.    Quart.  Journ.  math.  XIV,  106  ,  205. 

[Vergl.  B.l  XXI,  Nr.  367.] 
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üeber  eine  Stelle  des  Fappus. 

Von 

J.  Im  Hbibebo. 

Hiena  Ta£  V,  l  ig.  l->5. 


In  der  schönen  neuen  Ausgabe  der  Collectiooes  dea  Pappns  von 
Herrn  Hnltsch  iet  mir  eine  Stelle  aufgefallen,  die,  wie  mir  scheint, 
yom  gelehrten  Heransgeber  gUnzlich  missTerstanden  ist.  Es  ist  die  lücken- 
hafte und  sehr  verdorbene  Stelle  I,  S.  302.  Zn  deren  Erläntemng  möge 
Folgendes  dienen. 

Pappns  nennt  8.272  als  Exempel  einer  fehlerhaften  Anwendung 
der  Kegelschnitte  znr  LOsnng  von  elementiren  Problemen:  ij  iv  jse^l 
Ti^g  tXixog  vno  'jigxifti'jSovg  Xafißavo^ivti  attgtu  vtv0$g  inl  nvjilov;  aztgta 
ist  die  Lesart  der  Handschriften  und  darf  nicht  in  itTtgeov  mit  Hultsch 
corrigirt  werden;  arepto  vtvoig  ist  eine  Inclination,  die  dnrch  Kegel« 
schnitte  gefunden  wird,  wie  ja  Pappns  selbst  S.  270  die  JtQoßltjfiara 
attgta  definirt:  oaa  öh  Xvnai  isfo^iiffiartt  naQaXuyißavoyiiv^g  tlg  rrjv  tvffi- 
MV  fnag  tcov  tov  luivon  rofuSv  ^  ssrl  nkttivwß^  axiQfa  juvra  xUktjraf 

6k  xaig  xrovmai^,  »vctyxatov. 

Auf  diese  ntffta  vtvag  des  Archimedes  kommt  Pappns  nach 
einem  langen  Excurs  über  Apollonios  endlieh  S.  20S  zurück.  Hnltsch 
sagt  dort  in  einer  Note  8.  299,  dass  im  gansen  Bnohe  Archimedes^ 
ntQl  lAt'xuv  Alles  per  plana.  Nichts  per  teUda,  wie  Pappns  andeutet,  bewie« 
sen  wird.  Er  glaubt  daher  annehmen  zu  müssen,  dass  Pappns  eine  intern 
polirte  Ausgabe  des  A.  vor  sich  hatte.  Dies  ist  an  nnd  für  sich  sehr  nn- 
wahrscheinlich;  das  einzig  Richtige  deutet  aber  Hnltsch  selbst  an:  De- 
nigue  terlium  reslat^  quod  in  cogitationem  inducnmus:  fieri  potuisse  tU  Ate 
tcripior  in  Archimedis  per  piano  demonstraUone  occuUam  laiere  solidorum  pro- 
blematum  rotionem  huHearet,  qme  quidm  quaestio  kit  paueis  dUtelvi  neqmU 
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Dass  Pnppns  den  18.  Satz  im  Buche  Arcbimedes*  ntifl  ilinmv 
meint,  erhellt  deutlich  aus  8.272:  fiqdcvi  y^Q  TtQogxQ»§unwf  9ttftft  iv- 
vatav  ni^tsv  to  tS»  vntov  YQt*<poft  fvov  Otag'tjfitty  Xiyta  dtj  to  ti^v  niQKpignttV 
xov  iv  T'g  ngmt^  ntgupoQ^  nvnlov  tci^v  onodct^o»  rj  itQOf  6(f9ag  ayo^ih  rj 
(V^ila  xrj  h.  Ttjs  ytviütmg  h»g  x^f  itpanro^ivrjg  rrjg  ekiy.og,  und  ist  auch 
von  Hu  lisch  angenommen  worden.  Der  IS.  Satz  bei  Archimedes 
S.  235  Agg.,  ed.  Torelli  (Ozon.  1792  fol.)  lautet:  at  na  tag  Umos  rag 
iv  TU  rcQWtf  nt(ft^Oiff  ytyQaimivag  (v9ittt  jf^crft^tß  imrpavi]  xara  ro  nigag 
Tag  Htaog,  ano  dl  xov  ontftc/ot;,  o  huv  «Q%a  (so  die  Handschriften)  tag 
Sktxog  not*  o^9ug  ax^^tj  xig  xa  aff^a  rag  n(Qiq>o(fägf  u  ax&tita  9v^ni6tixa$ 
XU  intipavovaa^  »al  ä  fifTff^v  iv&tia  xdg  imipavov0cig  xat  rag  agiag  xäg 
ikixog  l'öa  iacslrui  ra  xov  notSrov  nvxXov  7iSQt(piQeia,  Der  Beweis  wird 
indirect  geführt  und  stützt  sich  (S.  236,  30  Hgg.)  auf />ro;>.  7  und  (3.237, 
l&flggO  ftof  P''op*  8«  Beide  Sätze  führen  auf  quadrntisclio  Glcichangon, 
wie  schon  Nizzo  in  fioiner  trefflichen  Uebersetzung  S.  122  und  124  be> 
wiesen  hat.  Es  kann  kanm  sweifelhaft  sein,  dassPappns  unter  seiner 
OTfQta  vtvaig  ngog  rov  xvxlov  dio  sweite  {prop,  8)  yerstand.  Der  achte 
Satz  (S.  224  flg.)  geht  darauf  hinaus,  in  einem  gegcbcurn  Zirkel  ACD 
(Fig.  1)  eine  Linie  ans  dem  Centrnm  (AV)  zur  Tangente  LJi  im  End- 
punkte der  gegebenen  Linie  AC  so  zu  legen,  dass  BE'.CJ  ein  gegebenes 
Verhältniss  hat.  Im  Beweise  (8.  224  am  Ende)  postulirt  Archimedes, 
es  sei  möglicli,  im  Zirkel  XML  swioehen  der  Peripherie  nnd  der  gegebe- 
nen  Linie  LX  ciiH«  der  CM  gleiche  Linie  7 A'^  so  zu  legen,  dass  sie  hin- 
länglich verlHngeit  den  Punkt  K  treffe  {vtvovaav  ini  ro  A',  S,  225,  1), 
Die  Lösung  dieser  vtvaig,  auf  der  also  wirklich  der  18.  Sat2,  wie  er 
behauptet,  beruht,  wollte,  glaube  ich,  Pappns  gehen  3*298:  nf;  iSn6 
'AlfXHifjöovg  iv  reo  thqI  iklKtov  ßißilat  kafißavoiUviig  vtvOfcag  rt}v  avuXvaiv 
cot  nttrira^Uj  iva  ro  ßißkiov  ÖKQxofitvog  fiif  öiunoffys  (weil  A.  selbst  die 
Lösung  dieses  Problems  nicht  «littheilt,  sondern  nur  die  Möglichkeit 
postulirt).  kaußavovxat  ii  eif  avxrjv  ot  fSxoysypapifiivoi  ronot  xai  rcQog 
aXka  Tcokktt  rwv  oxtffttSv  ngoßkrj ftaroav  XQijiSiitou  Er  führt  demnächst  fol- 
gende zwei  Uilfssätte  an  nnd  beweist  sie  (man  vergl.  die  Erl&ntemngen 
bei  Hultsch): 

1.  Wenn  eine  Linie  A  fJ  und  ein  I*unkt  C  gegeben  ist,  und  aus  C 
eine  Linie  JJC  nach  .Iß  gezogen  und  iu  />  eine  Perpendiculaire  DE  auf- 
gerichtet wird,  dann  wird  der  Punkt  E  auf  einer  II jperbei  liegen ,  wenn 
das  Verhältniss  (-1):  ÜE  gegeben  ist.    (Fig.  2.) 

2.  Wenn  eine  Linie  -7  B  gegeben  ist  und  auf  sie  die  Porpendiculaire 
CD  hinabgefallt  wird,  dann  wird  der  Punkt  D  auf  einer  Parabel  liegen, 
wenn  ACXC Ii  dem  Prodncte-der  CD  und  einer  gegebenen  Linie  gleich 
ist.    (Fig.  3.) 

Wie  Pappus  diese  beiden  Sätze  zur  Losung  des  Archiniodischon 
Problems  angewendet  hat,  kann  mit  aiemlicher  Sicherheit  aus  dem  ver- 
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dorbenen  Texte  geratheD  werden.  Die  Figur  bei  Hnltseh  S.  303  ist 
nnriehUg  und  rllbrt  von  Ibm  selbst  her  (S.  301:  ßguram  nostra  conieelura 
delineavhnus).  Der  Anfang  S.  300  ist  hoillos  corrupt,  aber  auch  wcnigor 
bodeutend.  Das  Problem  lautet  :  Of'jft  ovtog  xvxXov  rov  .1  B  I' xat  Oiofi 
iv  ai'TW  ivOtiag  t>^c  BT  xal  öoi^ivTog  ini  xtjg  7i{Qiq)iQfiag  rov  A,  Oftvöi 
fiftalv  rijg  BT  (vOnag  xat  trjg  BZI'  (ich  lese  BEF)  Ji{Qirf(Q{lag  fai/v 
rtdtia}}  vEvovoav  rcQog  t6  F  (ich  lese  ngog  ro  A),  Dass  dies  eben  das 
von  Archimedes  in  ns^l  kUiu  prop.  8  angedeutete  Problem  ist,  fällt  in 
die  Augen. 

Ich  gebe  jetzt  die  BeweiefUhrung  des  Pappns  auB  diesem  Gesichts* 
punkte  wiederhergestellt  (Fig.  4) : 

ytyovitm  fuff^  nal  mlo^»  if  (die  Hds.  t-g)  EJ  (so  die  besten  Hds.) 
fsi}  (nttmlieb  der  gegebenen  Linie)  (Tielleicht  wäre  sn  lesen  ntMa  etiny  iq) 
Mrl  rj  BF  ö(fitlg  fjx^»  if  faq  rrj  AJ.  intl  o^v  nffog  ^4aH  tt/v 
BF  an6  Bo^ivxog  tov  A  ngogßißkriTui  r\  AA  %«\  Ttfi;  a'dxg  uQog  o^Oag 
iq>i^Trixtv  i}  ^noroly  Z,  ro  Z  aga]  (so  supplire  ich  die  Lttcke,  wesentlich 
nach  Hultsch)  n^og  vTtfQßokrj  (nach  dem  ersten  Hilfssatz;  deun  das 
Verhältniss  A  J :  JZ  ist  gegeben  =1).  [A«)]  inn  (x«l  fehlt  in  den  Hand- 
schriften) LOuv  ioiiv  TO  VTiu  BFA  [j:  BAXAl)  reo  vno  AAK  (so  richtig 
Hultsch,  AAF  die  Ilds.)  (nach  Euclid  III,  3.')),  xovxkojiv  rro  tJrrd 
ZJE  (denn  7jA=^AA  nach  der  Coustruction),  x»t  iQxiv  öo9(iact  yj  AE 
(nach  der  Constr. »,  ro  a(jci  vno  BAT  i'öor  Igx\v  x(o  vtxo  öoOflat^g  xui  rijg 
AZ.  TO  Z  noa  nQog  naüaßokij  (so  llultscli,  viioßokrl  die  lids.)  doi^iv 
OQxt  TO  Z  (durch  den  Schneidepunkt  der  I*arabel  mit  der  llyperbel).  Das 
Folgende  ist  nicht  mit  Sicherheit  wiederherzustellen,  geht  aber  nicht  den 
Beweis  an. 

Die  Analysis  ist  also  aiemUcb  ins  Beine  gebracht;  die  Sjnthesis,  die 
von  Pappns  übergangen  ist,  mQchte^  etwa  die  folgende  sein  (Fig.  5); 
Es  sei  die  gegebene  Linie  ae.  Man  siehe  «tiA^ßy  und  mache  i^astt^« 
mit  «M  als  Diameter  aeiehne  man  eine  gleichseitige  Hyperbel.   Die  Linie 

ßy  sei  halbirt  in  ^  und  ffk  sei  — i-j  durch     k  und  /  lege  man  eine 

Parabel  mit  der  Axe  in      nnd  dem  Scheitelpnnkt  in  i.  Man  hat  dann 

^  =  ^      —  {ApoUon,  von»  /,  20;  Archimedes  quadr,  parab,  firop»  3 

i».  19)  >:  ^^KXQ  =  ßQ\XQ-ßQ\  f^;  oi 

ßQ'.ii^kQ.(ßQ'-'t(^')='^9{ß9'^M{ß9''M=''^9'Y^ßi 

SS  X 

Weiter,  weil  in  der  gleichseitigen  Hyperbel  der  Parameter  {p)  dem 
Diameter  gleich  ist,  ist  elf  ^9%.  s«  ^denn  nach  Apollonins  ron.  /, 
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21  ist  =— )  =  ax'-htfx.«a  (Euclid.  II,  3)  =ö»^  +  2öx.«, 

Es  ist  aber  «6*  =       +  +  x^|*  und  ^3«  =  ff»^'  =  ffK* 

+  2(fx.xf}  +  xi}'  ff3  =  (;d.  Bs  wird  aIm  «.«dsyd.^d}  «her 
yj./^dssdf  .ad  (Endid.  I,  35)  9:  «s^f,  was  sa  beweisen  war. 


Heber  eine  Mudmunaiili^be. 

Von 

Ad.  Loköcu, 


BiersD  Tili:  V,  Fig.  6. 


Rcgiomontan  erwähnt  in  einem  Briefe  an  den  Magister  Chri- 
stian K(»(lcr  (s.  Zeitschr.  f.  Math.  n.  Phys.  XIX,  Literaturztg.  S.  53) 
iolgendo  Aufgabe.  In  einer  Geraden  nst  cvin  Punkt  aufzufinden,  von  dem 
aus  eine  in  einer  gewissen  Entfernung  befindliche,  zu  der  ersten  Gera- 
den senkrechte  zweite  Gerade  am  grössten  erscheint.  Diese  Aufgabe,  die 
mittelst  Differentialrechnung  sehr  leicht  fjelü.st  werden  kann  —  sie  ist  eine 
Aufgabe  über  Maximum  — ,  findet  durch  folgende  Betrachtung  auf  geo- 
metrischem Wege  ihre  Lösung.  ^ 

Die  erste  Gerade  sei  CD,  AB  die  andere  Gerade;  es  ist  also  mit 
anderen  Worten  in  CD  eiii  Punkt  .V  zu  finden,  dass  Winkel  AX B  ein 
Maximum  ist.  Denken  wir  uns  den  Punkt  X  gefunden  und  legen  wir 
darch  B,  X  einen  Kreis,  so  sind  nur  zwei  Fälle  möglich:  1.  der  Kreis 
schneidet  CD  auMor  in  Ä  auch  noch  in  F,  oder  2.  er  berührt  die  Ge- 
rade in  X. 

Der  erste  Fall  ist  unmöglich;  denn  abgesehen  davon,  dass  LA  TB 
=  LaXB  ist,  ist  jeder  Winkel,  den  ein  Pnnkt  auf  XT  mit  A  und  B 
bildet,  grösser  als  LAXB^  was  der  Voraussetzung  widerspricht.  Es  ist 
also  nur  der  sweite  Fall  übrig,  der  alsdann  durch  eine  sehr  einfache 
Constntction  X  uns  finden  lüsst.  Ziehen  wir  nXmlich  den  Kreis,  der 
dnrch  B  geht  und  CD  berührt,  so  giebt  dieser  Berührungspunkt  dea 
gesncbten  Punkt  X,  Durch  eine  Betrachtung  auf  der  Figur  sieht  maa 
sogleich,  dass  LAXB  wirklich  der  grösste  Winkel  ist,  indem  dieser 
Winkel  auf  areAB  steht,  wihrend  die  anderen  Punkte  Winkel  liefern, 
welche  areAB  minus  einem  Bogen,  der  von  der  Lage  des  Punktes  ab* 
hängig  ist,  simi  Mass  haben. 
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Veber  eine  ipMioUe  ClaiM  Abel*iohdr  fnnotioneiL  Von  Tbomab.  Halle 
1877. 

Die  Torliegende,  57  Seiten  umfaeiende  Schrift  behandelt  die  Theorie 
derjenigen  Ab  ersehen  Functionen,  die  aas  algebraischen  Integralen  ent- 
springen, welche  als  Irrationalitftt  die  Kubikwurzel  ans  einer  rationalen 
Function  enthalten.  Diese  rationale  Function  ist  Überdies  als  gebrochene 
Function  Toransgesetzt,  deren  Zähler  und  Nenner  von  Reichem  Grade 
sind  oder,  was  auf  dasselbe  hinanskommt,  sie  ist  als  ganse  Function  vor- 
ausgesetat,  welche  eine  gleiche  Anzahl  einfacher  und  doppelter  Factoren 
enthXlt.  Diese  Annahme  hat  zur  Folge,  dass  die  Verzweigungspunkte 
der  Rie  mann 'sehen  Fläche,  welche  den  Verlauf  der  Kubikwurzel  dar- 
stellt, in  Paare  iMvfallen  in  der  Art,  dass  dft  Kubikwnrael  ihren  Worth 
nicht  ändert,  wenn  man  beide  Verzweigungspunkte  eines  solchen  Paares 
umkreist,  und  dadurch  wird  die  Anlegung  der  Querschnitte,  welche  die 
Fläche  in  eine  einfach  zusammenhängende  ▼erwandeln ,  leichter  und  über- 
sichtlicher. Andere  Fälle  der  Kubikwurzel  können  als  Grenzfalle  aus 
diesem  hergeleitet  werden,  indem  man  die  Veraweignngspunkte  theilweise 
■usammenfallen  lässt. 

Die  Theorie  dieser  speciellen  Functionen  gestattet  der  allgemeinen 
g^enttber  wesentliche  Vereinfachungen  und  nimmt  eine  Gestalt  an, 
welche  der  Theorie  der  hyperelliptischen  Functionen  in  vielen  Stücken 
ganz  nnnlog  ist.  Fragt  man  nach  dem  allgemeinen  Grunde,  weshalb  bei 
diesen  Functionen  diese  einfacheren  Methoden  zum  Ziele  führen,  so  ist 
er  wohl  vorsugsweise  darin  zu  suchen,  dass  hier  wie  die  Riemann'sche 
Fläche  T  verzweigte,  also  rationale  Functionen  der  Variablen  5,  z  exi- 
stiren,  die  nur  in  je  einem  Punkte  unendlich  gross  und  unendlich  klein, 
im  vorliegenden  Falle  von  der  dritten  Ordnung,  werden.  Wenn  nämlich 
solche  Functionen  in  hinlänglicher  Anzahl  vorbanden  sind ,  so  lassen  sich 
nach  dem  Abel' sehen  Theorem  die  Periodensysteme  alle  durch  gans- 
aablige  Vielfache  je  eines  einzelnen  Integrals  erster  Qattung  ausdrücken, 
und  wenn  solche  Integrale  in  den  Thetafunctionen  auftreten,  so  kann 
man  dieselben  sofort  durch  die  entsprechenden  Bruchi heile  der  Perioden- 
systeme ersetsen.   Hierin  Tielmehr,  als  in  der  algebraischen  Gleichung, 
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welche  zur  Bestimmung  der  sogenannten  AbeT sehen  Functionen  im 
engoren  Sinne  dient,  glauben  wir  den  Grund  der  Verein facbangen  Stt 
erblicken,  welche  dieser  epecielle  Fall  dem  allgemeinen  gegenüber  zn- 
lässt.  Denn  indem  man  die  der  FunctionenclaMe  an  Gmnde  liegende 
algebraische  Gleichung  zwischen  zwei  Variahein  von  vornherein  in  einw 
Form  annimmt,  in  der  die  Abel' sehen  Functionen  sich  leicht  bestimmen 
lassen,  macht  man  (wenigstens  in  dem  Falle  />  =  3)  eine  Annahme,  zu 
der  genan  dieselbe  Berechtigung  vorliegt,  wie  dazu,  dio  Function  unter 
dem  Wnrzelzoichon  hei  den  hyperelliptischen  oder  den  hier  behandelten 
Integralen  in  ihre  linearen  Factoren  zerlegt  anzunehmen. 

Sehen  wir  nnn  zu,  in  welcher  Weise  der  Verfasser  die  llanptanf. 
gaben  der  Theorie  in  Angriff  genommen  hat.  Beseicbnet  man  mit  ui  die 
Normalintegrale  erster  Gattung  und  setzt 


so  sind  dadurch  die  von  einander  unabhängigen  oberen  Grenzen 
als  2/>-fach  periodische  Functionen  der  p  VerSndorlichen  t'i  bestimmt  und 
OS  ergeben  sich  hieraus  zwei  Aufgaben :  erstenH  diese  oberen  Grenzen  oder 
symmetrische  Functionen  derselben  durch  Thetafunctionen  der  Variabein 
Vi  darzustellen,  sodann  umgekehrt,  gegebene  2 fach  periodische  Theta- 
quotienten   algebraisch  durch  auszudrücken.     Das  erste  Problem 

•  ist  das  Jacob  i'sche  Umlfehrproblem ,  das  zweite  kann  man  das  U  u  - 

niann'Bcbe  nennen.  Summen  von  mehr  ftlfi  /'  Intetrraleu  dieser  Art  zu 
betrachten,  erweitert  jirincipiell  di«^  Aufgabe  niclit,  da  mittelst  des  Abel- 
scben  Theorems  jedes  System  von  soU  lien  Summen  auf  eines  mit  /»glied- 
rigen  Summen  zurückgelührt  werden  kann,  in  welchem  überdies  die;  un- 
teren Grenzen  beliebig  jrepeben  sind.  Dass  Uiemann  Summen  betrach- 
tet, die  ein  Glied  melir  enthalten  (Riemann's  Werke  S.  134),  ist  durch 
seine  Metiiode  trcbotcn  und  man  kann  M  lilicsslich  einer  der  oberen  Gren- 
zen einen  bi  licbigen  speciellen  Werth  ertheilen,  ohne  dass  dadurch  die 
Allgemeinheit  der  betrachteten  2/'-rncb  periodischen  Functionen  ge- 
schmälert würde.  Tu  ihrer  Alljj^omeinbeit  geiasst,  sind  freilich  die  beiden 
oben  anf^egt'beiicn  Probleme  nicht  wesentlich  verschieden,  allein  es  trifft 
sich  nicht  immer,  dass  die  einfachsten  Fälle  der  Lösung  des  Riemaun- 
schen  Problems  schon  zur  Lösunj^  dfs  .J  a c  ob  i ' sehen  Problems  ans- 
reiclK'n  und  es  ist  daher  eine  Hauptaufgabe  der  Theorie,  die  Lösung  des 
Riemann'schen  Problems,  dessen  vollständige  Lfisung  auf  stets  höhere 
und  höhere  algebraische  Gleichungen  führen  würde,  soweit  zu  fördern, 
dass  die  Lösung  des  Jacobi'schen  Problems  daraas  geschöpft  werden 
kann. 

Im  Allgemeinen  ist  der  einfachste  Fall  des  Riemann'schen  Pro- 
blems der,  in  dem  sich  <lic  Argumente  der  Thetafunctionen,  deren  Quo- 
tieuteu  algebraisch  bestimmt  wordeu  sollou,  um  Laibe  Periodensysteme 


Digitized  by  Google 


Beoeiuionen.  123 

TOD  «mander  sn  nntertebeiden.  Diese  Aufgabe  wird  dnreli  die  Abel« 
Kben  Fnnctioneii  im  engeren  Sinne  gelöst  nnd  reiebt  bei  den  hypor- 
elliptischen  Functionen,  aber  aneh  nnr  bei  diesen,  inr  Lösung  des 
Jaeobt'scben  Problems  ans.  Im  allgemeinen  Falle  p^Z  B.  mnss 
man  noch  solche  Tbetaqnotienten  betrachten,  deren  Argumente  sich  nm 
Viertel  der  Perioden  nntertehdden,  eine  Angabe,  die  indessen,  wenn 
die  Abel* sehen  Fnnetioneii  bekannt  sind,  durch  quadratische  Oleich- 
UDgen  lösbar  ist. 

In  besonderen  Fällen,  wie  der,  welcher  den  Gegenstand  der  vor- 
liegenden Schrift  bildet,  sind  08  andere  Thotaquotieuteu ,  welche  die 
einfachste  algebraische  Darstellung  };ostatt(ui ,  in  dit-scm  Falle  sdklio, 
deren  Argumente  sich  um  Systcuu'  von  Drittolu  der  Perioden  unterscliei- 
den,  wobei  freiliih  niolit  alle  diese  Systeme  zulässig  sind,  sondern  nur 
solche,  die  gewissen  Hcdin^Mingon  genügen.  Wahrend  die  Anzahl  säramt- 
licher  Systeme  von  Dritteln  der  Perioden  3-''  beträj,'! ,  ist  nur  für  3^  von 
ihnen  dir  in  Rede  stehende  einfache  Darstellung  möglich,  welche  im 
zweiten  Tlieile  der  vorliegenden  Schrift  behandelt  ist. 

Auf  das  J  a c  o  h  i '  sehe  Problem  ist  der  Verfassor  niclit  eingegangen; 
es  scheint  aber,  als  ob  die  durch  seine  Methoden  darstellbaren  Functio- 
nen zur  Lösung  desselben  ausreichend  seien.  Wenigstens  ergiebt  sich 
für  den  einen  Theil  desselben  aus  den  Formeln  Nr.  38  eine  sehr  ele< 
gaste  Lösung.    Setat  man  nämlich  zur  Abkttrsung 

v(«)  =  («-«i)(«'-«i)...  («-«p). 
Ä(z)«(«-*,)(«-*,)... 

wenn  />^,  A^,  ...  ^^,4.2  die  sftmmtlichen  Versweigungspnnkte  sind,  so  ist 

^111=  yq^(A>^  1 

^(0  ^X^.) 

eine  Gleichung  p^"  Grades,  deren  Wurseln  z^, ...  Zp  sind.  Da  nun 
durch  die  Formeln  Ster.  38  die  Verhältnisse  der  Grössen  ^        ^  mittelst 

der  Thetafunctionen  durch  die  Yariabeln  h  ausgedruckt  sind ,  so  sind  die 
Coeffieienten  dieser  Gleichung  in  der  Weise  dargestellt,  wie  es  das  Ja« 
cobi*sche  Problem  verlangt.  Es  erübrigt  dann  noch,  sn  jedem  der 
«I,  «1,  ...«],  den  sugehörigen  Werth  f|,  s,,...«^  unter  den  drei  mög^ 
liehen  Werthen  eindeutig  ausauwählen.  Es  scheint,  ale  ob  hieran  ans 
den  in  §  20  angedeuteten  Formeln  die  Mittel  erhalten  werden  könnten. 
Indessen  mtlssten  diese,  um  darftber  au  entscheiden,  ▼ollstündiger  ent^ 
wickelt  sein. 

Die  Untersuchung  schreitet  femer  sur  Theorie  der  Integrale  aweiter 
Gattung  fort.  Integrale  zweiter  Gattung  sind  solche,  welche  in  einem 
oder  in  einigen  Punkten  unendlich  gross  in  endlicher  Ordnung  werden, 
während  die  Integrale  dritter  Gattung  logarithmiscb  unendlich  werden. 
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Alle  Integrale  zweiter  Gattung  lassen  sich  mit  Zuziehung  von  solchen 
der  ersten  Gattung  und  von  algebraischen  Functionen  linear  durch  p 
specioUc  unter  ihnen,  die  in  hcliobig  gegebenen  Punkten,  etwa  in  Ver- 
zweigungspunkten, unendlich  werden,  darstellen,  80  dass  diese  Functio- 
nen nicht  von  einem  Parameter  in  trauecendenter  Weise  abhängen ,  wäh- 
rend ein  s«dcher  in  den  Integralen  dritter  (Tjittung  nothwendig  vorkommt. 
Im  ersten  Theile  hat  der  Veri'assor  die  Darstellung  dieser  Functionen  als 
algebraische  Integrale  gegeben.  Um  die  Theorie  derselben  zu  erledigen, 
ist  es  erforderlich,  Summen  von  p  gleichartigen  Integralen  dieser  Art  mit 
unabhängig  veränderlichen  oberen  Grenzen  als  eindeutige  Functionen  der 
entsprechenden  Integralsummen  erster  Gattung  durch  die  logarithmischen 
Ableitungen  der  Thetafunctionen  darzustellen.  Diese  Aufgabe  ist  in  den 
§§  25  bis  30  gelöst.  Die  umgekehrte  Aufgabe,  die  Darstellung  der  lo- 
garithrnischen  Ableitungen  der  Thetafunctionen  durch  algebraische  Inte- 
grale und  algebraische  Functionen,  ist  in  §  32  angedeutet  und  mag  bei 
der  Durchführung  noch  «rhebliche  Schwierigkeiten  haben. 

Den  Scbluss  der  ganzen  Arbeit  bildet  eine  interessante  Untersuch- 
ung, welche  die  Bestimmung  des  Werthes  von  0(0,  ...0}  durch  die  Moduln 
(die  Vorzweigungswerthc)  zum  Zwecke  hat,  mittelst  einer  Methode,  welche 
der  Verfasser  schon  früher  mit  Erfolg  auf  die  hy])erelliptischcn  Functio- 
nen angewendet  hat.  Die  Methode  ist  von  Ricinann  angedeutet  und 
ist  die  Verallgemeinerung  der  von  Jacob  i  zu  gleichem  Zwecke  bei  den 
elliptischen  Functionen  benutzten.  Sie  beruht  auf  der  Darstellung  des 
Differentials  <//y  (0,  ...0)  durch  die  unabhängigen  Veränderlichen  k^^k^^^ 
/Cj,^2t  welches  in  dieser  Form  die  Integration  gestattet* 

Königsberg,  im  September  1877.  H«  Wmbeb. 


Handbiieh'  d«r  •lektritohen  Telegraphia.  Unter  Mitwirkung  mebrerw 
FaclimiiiBer  herausgegeben  Ton  Dr.  K.  E.  ZeTzscHEf  Professor 
der  Tclegrapbie  am  Polyteehniknm  su  Dresden.  Erster  Band: 
Oeschiohte'  der  elektiiseheii  Telegraphte.  8^  mit  335  in  den  Text 
gedmekten  Holssebnitten.  1877.  Berlin,  Julius  Springer.  Preis 
18  Hark. 

Das  uns  vorliegende  Werk,  dessen  Verfasser  längst  als  Autorität  auf 
dem  Gebiete  der  Telegrapliie  bekannt  ist,  zeichnet  sich  vor  allen  anderen 
Lehrbüchern  vornehmlich  dadurch  aus,  dass  die  Anordnung  des  reich- 
haltigen Stoffes  eine  ganz  neue  ist.  Gerade  diese  Fülle  des  Stoffes  jedoch 
machte  es  für  den  Einzelnen  fast  tmmöglich,  das  Ganze  allein  zu  be- 
arbeiten. Aus  diesem  Grunde  hat  der  Herr  Verfasser  vorgezogen ,  sein 
Work  in  vier  von  einander  unabhängigen  Bänden,  deren  jeder  ein  für 
bich  abgeschlossenes  Ganzes  bildet,  erscheinen  zu  lassen,  wobei  die  Uilfe 
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bowfthrter  Faebgenouen  thfttig  einingrmfea  im  Stande  iat  Da  bia  jetat 
nur  der  erste  Band,  der  Geschichte  der  Telegrapbie  gewidmet  nnd  von 
Zetssche  selbst  bearbeitet,  ▼olktindig  yorliegt,  möge  nna  gestattet  seiot 
unsere  Besprechung  auf  diesen  in  beschrinken. 

In  der  im  Uebrigen  so  reichhaltigen  Literatur  dos  Telegraphenwesena 
machte  sich  bis  jetit  immer  eine  empfindliche  Lücke  fühlbar,  es  fehlte 
eine  wahrheitsgetreue,  alle  Quellen  möglichst  erschöpfende  Darstellung 
des  Entwickelangsganges  der  Fernschreibekunst.  Wohl  hat  Zetzsche 
1874  einen  kurzen  Abriss  einer  solchen  pnblicirt,  auch  iinden  sich  in 
den  Werken  von  M.  M.  v.  Weber,  Kuhn,  Sehellen,  Du  Moncel 
manebe  bemorkenswerthe  historische  Daten,  allein,  abgesehen  von  der 
Unvollstän(1i<;koit  dieser  Notizen  fehlte  es  an  einer  eingehenden  Kritik, 
und  die  Erfüllung  dieser  letzteren  Forderung  ist  es  gerade,  die  dem  uns 
▼erliegenden  Werke  einen  durchaus  originalen  Charakter  verleiht.  Das 
immense  Qaellenstudium,  welches  als  Grundlage  einer  derartigen  Arbeit 
nnerlHsslich  ist,  manifestirt  sich  auf  jeder  Seite  des  Buches,  umsomehr, 
als  der  Herr  Verfasser  vorgezogen  hat,  alle  Citate  entweder  in  Paren- 
these oder  als  Anmerkung  dem  Texte  beizufügen.  In  Kuhn's  Lehrbuch 
der  angewandten  Elektricitätslehre  sind  im  Gegentheil  alle  Quellencitate 
jedem  Abschnitte  in  Form  eines  Anhanges  beigegeben;  behufs  rascher 
Orientirung  dürfte  freilich  die  erstere  Methode  vorzuziehen  sein,  wenn 
gleich  das  Auge  des  Lesers  stellenweise  durch  sie  etwas  ermüdet  wird. 
Der  Herr  Verfasser  bat  die  Geschichte  der  Telegrapbie  in  zwei  Zeiträume 
getbeilt,  Ton  denen  der  erste  die  Erfindung,  der  sweite  die  Ausbil- 
dung der  Telegraphen  umfasst. 

Wir  lernen  zunächst  die  grösstentbeils  fmcbtlosen  Versuche,  die  Bei- 
*  bungselektricität  zum  Zeichengeben  zu  verwenden,  kennen;  an  die  wissen- 
schaftlichen Spielereien  eines  Bayle,  Gilbert,  O.  ▼.  Guerike  schlös- 
sen sieh  die  schon  vollkommeneren  Apparate  von  Reusser,  Böck- 
mann,  Lesage,  Ronalds,  Salva;  auch  des  geheimnissvollen „fe/^V^apA« 
intime*'  von  Alexandre,  dessen  Wesen  nie  aufgeklärt  worden,  ist  hier 
Erwähnung  gethan.  Wie  ein  bewährter  Fachmann  schreibt,  war  man 
nahe  daran,  fernere  Versuche  aufzugehen,  als  zwei  neue  grosse  Ent- 
deckungen, nämlich  Oerslod*s  Beobachtung  der  Nadelablenkung  und 
diejenige  Arago's,  welche  lehrt,  dass  vom  Strome  umflossenes  Eisen 
magnetisch  wird,  der  weiteren  Entwickelung  der  Fernschreibekunst  Thor 
und  Thür  öffneten.  Wenngleich  schon  Sömmerring's  Telegraph  auf  die 
zersetzende  Kraft  des  Galvanismns  basirt  war,  so  blieb  es  doch  dem 
Kchöpferischen  Gei-ste  eines  Schilling  vorbehalten,  das  Agens  richtig 
anziiwonden.  Zwar  war  es  diesem  Erfinder  nicht  vergönnt,  die  Früchte 
seines  Strcbeus  zu  fjeiiiessen,  allein  unter  den  Händen  Cooke's  und 
Whcatstone's  erlatifrte  sein  Aj)parat  alle  Verbcsserungeu ,  deren  es 
bedurfte,  die  Telegrapbie  einer  neuen  Eatwickelungsperiode  eutgegenau- 
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fahren.  Vor  der  üebertragung  des  Schilling'scheo  Telegraphen  nach 
England  hatten  Gauss  und  Weber  in  Göttingen  ihren  anfönglicb  dareh 
galvaniflobei  spftter  dorch  InrUictionsströmo  betriebonou  Nadelapparat  auf- 
gestellt, worauf  dann  Stein  hei  Ts  schöpferische  Hand  einen  für  die 
damalige  Zeit  vorzüglich  eonBtrairten  Schrcibapparat  beratellte.  Die  aus- 
fflbrlicbe  Darstellung  der  successiven  Verbesserungen,  welche  Wheat- 
stone  und  Cooke  am  Nadcltelegraphen  anbrachten,  die  ersten  Zeiger- 
apparate dieser  Erfinder  und  endlich  die  sehr  interananten  Daten  der 
Erfindung  des  Morae'seben  Scbreibappiiates  aeblieiMD  den  ersten  Zeit- 
ranm. 

Die  Ausbildung  nun  der  Telegraphie  historisch  und  kritisch  dar- 
zustellen, mnss  als  eine  sehr  schwierige  Aufgabe  beaeicbnet  werden ;  die 
häufigen,  mehr  oder  weniger  begründeten  PrioritHtsanaprÜche ,  die  Ent> 
wilrfe  von  Apparaten,  die  nie  in  die  Praxis  Eingang  gefunden  haben, 
so  siebten  und  kritisch  zu  beleuchten,  erfordert  ungleich  mehr  Aufwand 
an  Arbeitskraft,  als  die  Darstellung  des  ersten  Zeitraumes.  Der  erste 
Abschnitt  des  iweiten  Zeitraumes  behandelt  die  Telegraphenapparate. 
Naeb  einer  kurzen  Reeprechung  der  Terbesserten  Systeme  von  Nadel  tele- 
grapben  widmet  der  Herr  Verfasser  einen  grösseren  Baum  der  Beschrei- 
bung der  Zeigertelegraphon.  Wir  begegnen  hier  einigen  sehr  bemerkens- 
werthen  Daten,  namentlich  verschiedenen,  bisher  noeb  nicht  allgemein 
bekannten  Anordnungen  der  Mechanismen,  so  z.  B.  die  Vorrichtung 
zum  Geheimsprecheu.  an  den  Zeigern  von  Fardely  und  Siemens.  In 
Bezug  auf  den  Kram  er 'sehen  Apparat  überrascht  uns  der  Umstand, 
das8  derselbe  hier,  wie  in  den  ersten  Auflagen  von  Schellen 's  Lehr- 
buch als  mit  Relais  (Pendel)  und  Localbatterio  arbeitend  dargestellt  ist^ 
während  doch  bei  seiner  spftteren  Anwendung  sum  Eisenbahndienste  das 
Kelais  in  Wegfall  kam. 

Unmittelbar  auf  die  Besprechung  der  Zeigerapparate  folgt  diejenige 
der  Typendrucker;  es  hat  dies  wohl  seinen  Grund  darin,  dass  einige 
Apparate  dieser  Art  sich  direet  aus  ersteren  entwickelten  (System  von 
Siemens  u.  A.).  Wie  bekannt,  vermochten  nur  wenige  dieser  Instru- 
mente sich  eine  rlauornde  Verwendung  in  der  Praxis  zu  sichern;  zu  die- 
sen gehören  unseres  Wissens  die  Typeutelegraphen  von  Hughes  und 
von  Phelps,  der  erstcro  in  Europa,  der  letztere  in  den  V«'reinigten 
Staaten  sehr  verbreitet.  Die  Besprechung  der  neuesten  Formen  behlÜt 
der  Uorr  Verfasser  dem  dritten  Bande  seines  Werkes  vor. 

Unter  den  „Drucktelegraj)hen  für  vcreinltarte  Schrift"  tiudet  sich 
auch  der  1873  in  Wien  ausgestellte  ,,Fernficlireibor"  von  O.  Jaite;  der 
Umstand,  dass  die  Beschreibung  dieses  sinnreichen  Apparates,  der  seinem 
Wesen  nach  eigentlich  in  die  neueste  Zeit  geliört,  sclion  hier  Platz  ge- 
funden hat,  scheint  darauf  hinzudeuten,  es  sei  derselbe  nirgends  defiui» 
tiv  adoptirt. 
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Hit  beionderw  Vorliebe  itt  die  Estwiekelnng  des  Horte'iebeA 
8cbreil»pp«r«lae  behendelt;  wir  finden  Iiier  zum  ersten  Meie  in  chrono- 
logiscber  Ordnung  die  mannigfachen  Ahinderongen,  welche  namentlich 
Siemens  &  Halske  im  Lanfe  der  Zeit  diesem  Instrumente  gegeben 
haben  nnd  welche  theils  anf  erhöhte  Piieision  des  Ganges,  theils  anf 
möglichsten  Sehnte  der  feineren  Thdle  des  Mechanismus  sielten.  Auch 
der  von  yielen  LehrbQchem  gSnslich  ignorirte  Btiftschreiber  von  M.  Hipp, 
bei  welchem  der  Sehreibstift  in  sinnreicher  Weise  mit  den  Organen  des 
das  Papierband  bewegenden  Uhrwerkes  Terbtinden  ist,  hat  hier  ein  Flftta- 
eben  gefunden.  Es  bat  dies  um  so  mehr  Berechtigung,  als  Hipp*s 
Apparat,  wenn  auch  Uingst  von  unseren  Staatslinien  durch  den  Färb- 
Schreiber  verdrilngt,  bis  Tor  Kursem  auf  den  Eisenbahnlinien  der  West> 
Schweiz  in  Anwendung  war. 

Es  folgt  nun  ein  Abschnitt:  „die  TelegraphenleituDg**,  derselbe  ist 
jedoch  etwas  kurz  gehalten;  es  bietet  indessen  die  BeHprcchung  der 
nntorirdisclicn  Linien  insofern  grosses  Interesse,  als  die  Umstände  mn* 
gehender  behandelt  werden,  welche  znm  baldigen  Versagen  der  Ende 
der  vierziger  Jahre  gelegten  Gnttaperchadrähte  führten.  Gegenwärtig 
ftinctioniren  bekanntlich  in  Deutschland  Erdkabel  von  bedeutender  Länge 
gans  vorzüglich. 

Die  dritte  und  letzte  Abtheilnng  des  Werkes,  ,,da8  Telegraphiren** 
betitelt,  dürfte  namentlich  in  den  späteren  Capitein  das  Interesse  des 

Fachmannes  ganz  besonders  anf  sich  ziehen« 

Nach  einer  kurzen  Einleitung,  die  Besprechung  der  telegraphiscben 
Nebenapparate  enthaltend  (anffallenderwoisc  sind  den  gedrängten  Be- 
schreibungen der  Relais  keine  Fignren  beigegehen) ,  lernen  wir  die  auto- 
matischen Sender  kennen,  welche  übrigens  der  Herr  Verfasser  in  einer 
Schrift:  ,,l)ie  Entwickelung  der  automatischen  Telegraphie*',  Berlin  1875, 
eingehender  behandelt  hat.  Die  Theorie  der  Translation  ist  uns  schon 
aus  des  Herrn  Verfassers  Aufsätzen  im  Journal  telegraphique  1876  bekannt; 
die  verschiedenen  Methoden  sind  in  bestimmte  Classen,  je  nach  der  Art 
ihrer  Wirkung,  getheilt. 

Mit  besonderer  Vorliebe  ist  das  letzte  Capitel  des  Werkes,  welches 
die  Doppeltelegraphie  umfasst,  bebandelt.  Nach  ein^r  knrsen  üebersicht 
der  älteren  Versuche,  welche  namentlich  die  absatzweise  OBiebrfache  Tele* 
graphie  besweckten  (die  Beschreibung  des  hierher  gehöri^^en  vierfachen 
Apparates  v»>n  B.  Meyer  wird  dem  dritten  Bande  vorbehalten),  ist  zu- 
nächst das  Gegensprechen,  hierauf  das  Doppelsprechen  und  schliesslich 
die  Verbindung  beider  behandelt.  Ohne  die  Verdienste  GintTs  zu 
schmälern,  sind  auch  diejenigen  Petrina^s  um  die  logische  Erklärung 
der  Vorgänge  beim  gleichzeitigen  Sprechen  gehörig  betont.  Die  älteren 
Einschaltun {i;en  von  Gintl,  Frischen,  Siemens,  Stark,  Edlund, 
Maren  u.  A,  sind  uns  schon*  ans  des  Herrn  Verfassers  Schrift:  „Die 
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Copirtelegraphen,  Druektolegraphen  nnd  die  Doppeltelegnphie'S  Leipiig 
1865t  bekannt,  ebenso  die  neueren  Eiuschaltangen  von  Yaes,  Stearns, 
Preece,  Winter  durch  seine  Kritik  \m  Jounial  lelegraphique  ^ST4 ^  über 
welche  sich  (mit  Unrecht)  Du  Moncel  so  sehr  ereiferte.  Es  heisst  ja 
lediglich  einer  Fordenmg  der  Gerechtigkeit  und  der  geschicbtlichcn  \Vabr> 
heit  genügt ,  wenn  dargetliAn  wird ,  dass  sich  die  meisten  nenecen  Gegen- 
sprechmethoden  nnr  in  nnwesentliclicn  Details  von  den  älteren  unter- 
sebeiden.  Der  Herr  Verfasser  bemerkt  «neb  ganz  aosd rücklieb ,  dass 
nnmenüicb  Stearns  sieb  insofern  grosse  Verdienste  am  das  Gegen» 
sprechen  erworben  habe,  als  durch  seine  Ausdauer  die  Bemühungen  um 
die  Ditrchfübmng  der  Doppeltelegrnpbie  so  vielseitig  wieder  aufgenommen 
worden  seien. 

Im  Gegensatz  cur  ersten  Hälfte  des  Bandes  sind  die  letzten  Capitel 
verhSltnissmässig  kurz  gehalten.  Es  mag  dies  bei  der  grossen  Fülle  des 
Stoffes  wobl  in  der  Absicht  geschehen  sein^  um  den  Umfang  des  Buches 
nicht  gar  zu  bedeutend  werden  zu  lassen.  Ueberdies  müssen  ja  gerade 
diese  Partien  im  dritten  Bande  eingehend  abgehandelt  werden. 

Nicht  wenig  zum  Verst&ndniss  des  Werkes  tragen  die  vielen  trefl'licb 
ausgeführten  Holzschnitte  bei,  die  Ausstattun ist  eine  des  Inhalte  durch- 
aus würdige.  Möge  uns  gestattet  sein,  da^  Buch  Allen,  die  sich  mit  dem 
Studium  der  'l'elegrapbie  beschäftigen,  auf's  Wärmste  zu  empfehlen, 

Zttric^,  14.  Deeember  1877.  Dr.  A.  Tobias. 


Le  propriclh  cor  dinali  (leg  Ii  slrumenti  diolirici,  csposizionc  elcmen 
iarc  diila  teoria  di  Gauss  c  th'Ile  siic  npplicaziom,  deir imjegncrc  Ga- 
lilco  Ferraris,  Metnbro  dclla  famllä  di  scicmc  inalemntiche,  fistcht 
e  naturali  drlla  Ii.  l'fiircrsitä  di  Toriim ,  friraru  utu  dcll  inscynnmcvto 
dclla  fisica  Icciwlixjica  iirl  Ii.  Musco  luduslnuk  italiano.  Cun  6S  in- 
cisioni.     Tnrino,  Ermunuu  Loeschcr.  1S77.    201  p.     Prezzo  L.  5. 

Wie  das  früher  besprocliene  Werk  von  Matt  hie« 8(mi  in  seinem  ersten 
Haupttheilo,  so  stellt  sicli  auch  das  ebengenannte  die  Aufgabe,  die  Theorie 
von  Gauss  zu  elementarisiren.,  Dass  demnach  beide  Werke  in  der  Dar- 
legung der  allgemeinen  Theorie  nach  Inhalt  und  Motliode  im  Wcsentlicben 
übereinstimmen,  ist  wohl  zu  erwarten;  allein  iu  ilcr  Ausarbeitung  der 
Details  gehen  sie  ziemlich  weit  auseinander.  Dieses  ist  tlieilweiso  bedingt 
durch  die  Anwendungen,  die  von  der  allgenn-inen  Theorie  getnacht  wer- 
den sollen,  die,  wie  schon  der  Titel  des  Buches  von  Ferraris  zeigt, 
bei  diesem  auf  eine  Theorie  der  dioptriscben  Instrumente  gerichtet  sind. 
Doch  sind  diese  Anwendungen  nicht  eigentlitbstev  Zweck  des  Verfassers; 
er  sagt  sehr  richtig  iu  der  Vorrede,  dass  die  treti liehen  elementaren  Dar- 
stellungen der  Gauss 'sehen  Theorie,  die  wir  besitzen,  viel  mehr  £«ia« 
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gang  gefunden  hfttten,  würden  sie  sich  nicht  von  Anwendungen  auf 
opÜBche  Instrumente  meist  sehr  fern  gehalten  haben«  Das  Buch  soll  also 
TOr  allem  Andern  beitragen  zur  Einführung  der  genannten  Theorie  in  die 
elementaren  Lehrcurse  der  Physik  und  der  praktischen  Geometrie  und 
hiernach  rechtfertigt  sich  auch  die  Wahl  der  geometrischen  Methode,  die 
der  Darstellung  des  Gegenstandes  in  Grunde  liegt. 

Von  diesem  Gesichtspunkte  aas  erklären  sieh  einige  Beschränkungen, 
die  der  Verfasser  glaubte  sieh  auferlegen  zu  müssen,  um  die  Schwierig- 
keiten nicht  über  Gebühr  zu  vergrössern.  So  vermissen  wir  die  ErwÜh* 
nnng  der  Listin  gesehen  Symptosen,  der  Töpl  er 'sehen  Elauptebenen 
und  Knotenpunkte,  die  Anwendungen  auf  Spiegelinstrumente  etc.,  und 
zwar  ungern ,  da  wir  übenengt  sind ,  dass  bei  der  Klarheit  und  Einfach- 
heit, die  den  Darstellungen  des  Verfassers  eigen,  auch  ein  Leser  von 
solchen  Vorkenntnissen,  wie  sie  das  Buch  ▼oraossetat,  die  Schwierigkeiten 
nicht  gefühlt  haben  würde. 

In  der  That  gelingt  es  dem  Verfasser  durch  wohlüberlegte  Anord- 
nung des  Stoffes,  mit  den  elementarsten  geometrischen  Sätzen  auszukom* 
man  und  doch  die  Betrachtungen  allgemeiner  zu  halten ,  als  dies  in  Dar- 
stellungen möglich  ist,  die  sich  zu  lange  bei  den  Betrachtungen  conju- 
girter  Axenpunkte  und  deren  Strahlen  aufhalten. 

So ,  um  diesbezüglich  Einiges  hervorzuheben ,  beginnt  die  Betrach- 
tung über  den  Fall  einer  brechenden  Fläche  mit  dem  Nachweis  des 
Satzes,  dass  die  Ordinaten  des  einfallenden  und  gebrochenen  Strahles  im 
Krümmnngsmittelpunkte  sich  verkehrt  verhalten  wie  die  Brechungsindices 
der  aneinander  grenzenden  Medien ,  wenn  man  nur  Strahlen  betrachtet, 
die  unendlich  nahe  der  Axe  verlaufen.  Mit  Hilfe  dieses  Satzes  wird 
dann  p;pzeigt,  dass  Strahlen,  die  aus  einem  Punkte  auslaufen,  nach  der 
Brechung  wieder  in  cinom  1 'unkte  zusninmentroflen.  Daran  knüpfen  sich 
unmittelbar  die  Beziehungen  zwischen  AbstiKsen  und  Ordinaten  beliebig 
gelegener  conju<;irter  Punkte  und  zwischen  den  Winkeln  zweier  conju- 
girter  iStrahlenpaare  in  denselben.  IIiern)it  sitid  dann  die  Eigenschaften 
conjugirter  Eheiien  normal  zur  Axe  in  voller  Allgemeinheit  gegeben  und 
die  Einlührung  der  Brennebenen  als  specielle  Fälle  solcher  conjughler 
Ebenen  unterliegt  keiner  weitt^ren  »Schwierigkeit.  Mit  der  Lösung  der 
Aufgaben:  zu  einem  Strahle  den  gebrochenen  und  zu  einem  Punkte  den 
conjuf^irten  zu  finden ,  schliesst  das  erste  Capitel,  dessen  Hanjitergehnisse 
in  vier  'i'beoremen  und  in  vier  Gleichungen  übersichtlich  zusammeugefasst 
werden  (Gleichungen  I  —  IV). 

Die  aufgestellten  Theoreme  und  Gleichungen  werden  dann  im  zwei- 
ten Capitel  allgemein  für  eine  beliebige  Zahl  breciiender  Medien  nach- 
gewiesen, die  Hanptebcnen  und  Knotenpunkte  eingeführt  und  die  Auf- 
gaben über  conjugirte  Punkte  und  Strahlen  gelöst.  Die  Bestimmung  der 
Haupt-  und  Brennpunkte  wird  gezeigt  für  die  Combination  zweier  Sy- 
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Sterne,  deren  Haapt-  nnd  Brennpunkte  gegeben  sind,  nnd  twar  dud 
Constmetion  nnd  Beebnmig  naeb  swei  Terscbiedenen  Ifetboden,  Mvit 
dnreb  experimentelle  HUfsmittel.  Endlieb  folgt  eine  anefOhilicbe  Bzpoa* 
tion  des  Ansnabmefalles,  in  welcbem  die  Brennweiten  nnendUeb  gro« 
werden,  also  eines  teleskopiseben  Systems.  Hervorbeben  wollen  wir  mmI 
den  sebr  einfaqben  Beweis  fttr  den  bekannten  Sats  vom  Veibiltnisi  der 
beiden  Brennweiten  anf  S.  29  nnd  30,  dem  der  Sata  vom  Verbtttaiis  dtr 
Neigungswinkel  aweier  eonjagirter  Stiahlenpaare  an  Grande  liegt 

Der  sweite  Tbeil  unseres  Bncbes,  doppelt  so  staric  (135  S.),  ab  der 
erste,  beseblftigt  sieb  mit  Anwendungen  auf  das  Auge,  auf  Linsen  usd 
Gombinationen  von  awei  Linsen  (Ocularvon  Bamsden  und  Campani), 
die  sebr  ausfilbrfieb- diseutirt  werden,  und  anf  dioptrisebe  InstnaiaitB. 
Diese  theilt  der  Verfasser  in  zwei  Grappen,  in  einfaebe  und  «ussuwass- 
gesetzte,  und  definirt  crstere  als  solche,  deren  Effect  gleichwerthig  ist 
dem  einer  einzigen  Linse  von  geringer  Dicke,  die  letzteren  als  solche 
Instrumente,  bei  denen  dies  nicht  der  Fall  ist.  Die  einfachen  Instru- 
mente zerfallen  dann  weiter  in  solche  mit  reellen  Hildern  und  in  eolch*». 
welche  virtuelle  Bilder  zu  erzeugen  bestimmt  sind  (einfache  Mikroskope 
und  Brillengläser). 

An  einem  System,  bestehend  aus  Objectiv  und  Ocular,  werden  die 
den  zusainiiKMigesctzten  Instrumenten  (Mikroskop  und  Fernrohr)  gemein- 
saroeu  Betraditungen  näher  ausgeführt  und  zwar  sowohl  für  den  Fall 
eines  converj^cnton ,  wie  für  den  eines  divergenten  Ocnlars,  8o  wer  ien 
abgeleitet  die  IVirmeln  für  die  Vergrösserung,  das  Verfahren,  um  den 
Augenpunkt  zu  ünden,  der  Radius  des  Oculnrkreises  bestimmt  und  Ans- 
drttcke  abgeleitet  für  die  Helligkeit  der  Bildpunkte.  Hieran  schliesst  sich 
eine  Definition  des  Gesichtsfeldes,  die  etwas  von  der  gewöhnlichen  sb* 
weicht.  Der  Verfasser  versteht  unter  Gesichtsfeld  die  Oeffnung  eio« 
Kegels,  der  seine  Spitze  im  ersten  Hauptpunkte  des  Objectivs  hat  nnd 
jenen  Theil  des  Objectraumes  begrenst,  dessen  Punkte  mit  gleicher  Uel 
liglseit  gesehen  werden.  Sie  entspricht  in  der  Tbat  besser  den  Verbilt- 
nissen  an  wirklich  gut  ausgeführten  Instrumenten,  als  die  gebräncbUcbe 
Art,  das  Gesichtsfeld  au  bestimmen  durch  jenen  Kegel,  der  alle  gleich- 
seitig durch  das  Instrament  siebtbaren  Baumpunkte  entbält.  Auf  Gnsd 
dieser  neuen  Definition  werden  Ausdrucke  fOr  die  Grösse  des  Gesidrfi^ 
feldes  aufgestellt  ftlr  Instrumente,  bei  denen  der  Augenpunkt  ansiertsft 
desselben  gelegen  ist,  und  fBr  solche  mit  innerem  Augenpunkt  Das 
speeielleren  Ausfttbrangen  ftlr  Mikroskope  und  Fernrobre  sind  noch  & 
Bescbreibungen  experimenteller  Ifetboden  sur  Bestimmung  der  VeigiSi- 
serang  beigefügt. 

Wir  braueben  kaum  binsusufllgen,  dass  sieb  ancb  in  diesem  svsiteB 
Tbeile  die  Daisteltung  des  Verfassers  als  eine  vorsflglieh  klare,  dafaek« 
und  ttbersiebtliebe  bewAbrt  und  so  sind  wir  ttberaengt,  dass  sieh  du 
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Bncb  einen  grossen  Leserkreis  erwerben  nnd  eine  Lficke  in  der  Literatar 
der  elementaren  Dioptrik  in  trefflieheter  Weise  ausfüllen  wird.  Wenn 
wir  zum  Schlass  doch  noch  Etwas  nnssetzen,  so  besieht  sich  dieses  anf 
die  AnsfOhinng  einiger  Figuren,  die  oft  die  beigesetsten  Bnehstnben 
kanm  erkennen  llsst 

Prag,  im  November  1877.  F.  Lip^iob. 


Die  Statik  der  Oewölbe,  mit  Rücksicht  auf  ihre  Anwendung,  von  0,  Obt- 
MANN.    Hallo,  Commissionsverlag  von  G.  Knapp.    123  S. 

Dass  die  bisherigen  Theorien  der  Gewölbe  in  hohem  Grade  verbes- 
serungsbedürftig sind,  darin  wird  mit  dem  Verfasser  vorstehenden  Werk- 
chens gewiss  Jedermann  übereinstimmen;  dass  jedoch  die  Yon  ihm  ge- 
lieferte nene  Theorie  die  älteren  Theorien  sn  verdrängen  geeignet  ist, 
müssen  wir  trotz  mancher  uns  entgegengetretener  guter  Gedanicen  ent- 
schieden in  Abrede  stellen. 

Von  einigen  nntergeordneten  Punkten ,  wie  der  theoretisch  richtigen 
Auffassung  der  Belastung  eines  ans  losen  Sternen  bestehenden  Gewölbes 
in  §  1,  der  weniger  begründeten  Ansieht  in  Bezug  auf  die  Belastung 
übermnuerter  Gewölbe  in  §  17  u.  s.  w.,  kann  hier  abgesehen  werden. 
Der  Schwerpunkt  der  ganzen  Untersuchungen  liegt  in  den  §§  3  nnd  4, 
welehe  «ur  Bestimmnng  des  ScbeiteMruckes  führen.  Der  Verfasser  kommt 
hier  zn  dem  merkwürdigen  Resultat,  dass  der  Horizontalscbnb  im  stabi« 
len  Gewölbe  immer  ein  Maximum  sei.  Er  findet  fem  er,  dass  auch  bei 
unsymmetrischer  Form  und  Belastung  in  der  Scheitelfnge  niemals  eine 
Transwersalkiaft  entstehen  könne.  Leider  sind  die  Entwicklungen,  ans 
welchen  solche  ScJünsse  gezogen  werden,  keine  raathematischen  Beweise, 
sie  fallen  in  eine  Kategorie  mit  manchen  anderen  Raisonnements,  durch 
welche  die  Theorie  der  Gewölbe  refoxmirt  werden  sollte,  die  aber  Nie- 
mand überzeugt  haben. 

Glaubt  der  Verfasser  wirklich,  dass  jede  anf  einer  Seite  des  Schei- 
tels aufgebrachte  Belastung  nur  den  Verticaldrnck  im  diesseitigen  Käm- 
pfer erhöht,  den  Verticaldrnck  im  jenseitigen  aber  ganz  unbi  rührt  lässt  V 
Denn  so  ergiebt  es  sich,  wenn  man  unter  der  Voraussetzung,  dass  die 
Transversalkraft  im  Scheitel  gleich  Null  sei,  die  Gleichgewichtsbedingung 
„Summe  aller  Verticalkräfte  gleich  Null"  für  eine  Gewölbehälfte  aufstellt. 
Ebenso  unwahrscheinlich  werden  die  Verhältnisse  der  Kämpferdrucklinie 
und  der  KSmpferdruckumhüUungslinien.  Betrachtet  man  nun  gar  den 
Einflnss  einer  Einzellast,  so  zeigt  sich,  dass  die  Last  sich  gar  nicht  auf 
beide  Widerlager  vertheilt:  so  lange  sie  vor  dem  Scheitel  liegt,  gleich- 
giltig  an  welcher  Stelle,  reagirt  nur  das  diesseitige  Widerlager;  im  Augen- 
blicke aber,  wo  die  Last  den  Scheitel  passirt,  springt  die  ganze  der 
Last  gleiche  Reaction  von  diesseits  nach  jenseits  Uber. 
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Aach  die  AasfÜbrungen  der  §§  23  und  29,  in  welchen  der  Verfas» 
ser  sich  dArflber  verbreitet,  inwieweit  das  wirkliche  Gewölbe  mit  dem 
frtther  voransgesetzten  Körpersystem  übereinstimmt,  halten  wir  keinet> 
wegs  fUr  überall  zutreffend.  Der  VerfMSer  selbst  giebt  sa,  dass  ein  in 
den  Fugen  durch  Cement  gebundenes  und  sonst  angemeMon  behandeltes 
Gewölbe  nicht  nach  seiner  Theorie  beurtheilt  werden  kann.  Für  ein  nur 
auf  Uruck  und  Schub  beanspruchtes  Gewölbe  iHsst  sirh  aber  der  zwischen 
Cementverband  und  Mtfrtelverbftnd  etablirte  Unteischied  schwerlich  auf- 
recht  erhalten. 

In  Bezug  auf  das  Aenssere  des  Buches  ist  zu  bemerken ,  dass  weder 
ein  InhaltSTerzeichniss,  noch  Capitel Uberschriften  die  Oricntirong  erleich« 
tern ,  ja  sogar  die  Jahreszahl  des  Erscheinens  fehlt.  Trotz  Allem  müssen 
wir  auerkennen ,  dass  viel  Floiss  und  Liebe  auf  das  Werkchen  verwendet 
worden  ist.  Wir  wUrden  uns  freuen,  wenn  es  dem  Verfasser  gelingen 
sollte,  aus  dom  vorgeführten  Guten  im  Verein  mit  neuen  Qedanken  oin 
einheitliches  Ganses  an  schaffen. 

Stattgart.  Wsthauob. 


Von  den  Elementen  und  Oundgebilden  der  synthetischen  Geometrie. 

Versucli  einer  Erweiterung  der  Lehre  von  den  Formen  unserer 
RauuiHuschauung,  von  K.  Kudei.,  Kector  der  köuigl.  Gewerbe* 
ficliule  in  Bamberg.    Bamberg  1S77. 

Vorliegendes  Schriftclien ,  24  Seiton  lang,  hat  den  Zweck,  den  Nach- 
weis zu  liefern,  dass  unsere  Anschauungslorni  nicht  die, einzige,  die 
höchste  und  letzte  sein  wird,  dass  die  Möglichkeit  der  Anschauungsfor- 
men unbegrenzt,  ja  dass  die  Krtelieinungswelt  höchst  wahrscheinlich  weit 
über  den  Kreis  unserer  Anschauungsform  hinausgeht;  es  geht  davon  aus, 
dass  unser  Raumbegriff  lediglich  eine  (inrch  uiij^ere  Existenz  als  Raum- 
theile  bedingte  Anschauuugsform  ist.  —  Die  beiden  Theile,  in  welche  es 
zerfallt,  haben  die  Ueberschrift:  Betrachtungen  vom  Standpunkte  ge- 
wöhnlicher Raumanschanung  aus"  (S.  5  — 12)  und  ,, Betrachtungen  vom 
Standpunkte  einer  höheren  P'orm  der  Kauuianschauung  aus"  (S.  15 — 26). 
Der  erste  Tlieil  bespricht  in  durchaus  bekannter  Art  die  Grundgebilde 
der  synthetischen  Geometrie;  er  theilt  sie  in  (irundgebilde  der  ersten 
Stufe  (Punktreihe,  Strahlenbüscliel ,  Ebenenbüschel),  der  zweiten  Stufe 
(die  Ebene,  als  Inbegriff  aller  Punkte  und  Strahlen,  und  das  Strahlen- 
hündel)  und  der  dritten  Stufe  (der  Raum).  Demgemäsa  unterscheidet 
der  zweite  Theil  Wesen  der  zweiten  und  dritten  Stufe,  d.  h.  solche,  die 
als  Theile  einer  Ebene  und  sokhe,  die  als  Theile  des  Raumes  existiren; 
zu  den  letzteren  gehören  wir  Menschen.  Fortschreitend  wird  nun  ein 
Grundgebilde  der  vierten  Stufe,  das  All,  angenommen,  in  welchem  die 
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Waaen  der  Tierten  Stnfe  tich  befinden.  Dm  Mittel,  einselne  Formen 
der  AnecluiniingBweiM  dieser  Weien  so  finden,  eind  Analogietelilflfse. 
So  wenig  Wesen  der  sweiten  Stufe,  für  welche  nnr  die  Geometrie  der 
Ebene  rorbanden  ist,  eine  Vorstellnng  von  eich  krenzenden  Geraden 
gewinnen  können,  so  wenig  können  wir  die  den  Wesen  der  vierten  Stufe 
angehörende  Vorstellung  von  sich  kreuzenden  Ebenen,  zu  denen  der 
Verfasser  durch  Analogie  gelangt,  uns  verschaffen.  —  Wie  die  Geometrie 
der  Wesen  der  zweiten  Stufe  aber  nur  eiu  Theil  unserer  Geometrie  ist, 
so  rauss  diese  nur  ein  Theil  derjenigen  der  Wesen  der  vierten  Stufe 
sein.  Auch  diese  müssen  irgend  zwei  l'unkte  des  Alls  durch  irgend  eine 
Gerade  verbinden  können.  Nimmt  man  diese  beiden  Punkte  aber  auf 
zwei  sich  kreuzenden  pjbenen  und  denkt  sich  durch  die  verbindende  Ge- 
rade eine  dritte  Ebene  gelegt,  welche  die  beiden  ersten  in  zwei  Geraden 
schneidet,  so  müssen  diese  selbst  sich  schneiden;  also  hätten  die  sich 
kreuzenden  Ebenen  einen  Punkt  gemeinsam.  Der  Begrifl"  solcher  Ebenen 
ist  also  unmöglich,  er  widerspricht  unseren  geometrischen  Vorstellungen, 
die  einen  Theil  der  geometrischen  Vorstellungen  der  Wesen  der  vierten 
Stufe  bilden  müMon.  Da  aber  nna  dem  Begriffe  sich  kreuzender  Ebenen 
die  übrigen  Formen  der  Anschannngsweise  der  Wesen  der  vierten  Stnfe 
gefolgert  werden ,  so  fallen  diese  mit  jenem* 

Daber  ist  der  Versneh  nicht  gelungen,  den  Kreis  unserer  Anschau- 
ongsform  zu  erweitern  nnd  nns  einen  Einblick  in  eine  Aber  denselben 
hinansgebende  Erscbeinnngswelt  in  Terscbaffon.  Miliiiowski. 


Dm  Fkoblmn  der  nAgiieheii  Systeme  von  Dr.  Thboo.  Huobl,  Reetor  der 
Oewerbesebnle  sn  Neustadt  a.  d«  H.    Verlag  von  A.  H.  Gott- 
sehick-Witter*s  Buchhandlung,  Neustadt  a.  d.  H.  1876.  4^  48  8. 
Werden       Zahlen  in  Gruppen  von  je  p  Zahlen  geordnet,  so  dasa 
dnroh  jeweilige  Addition  der  Glieder  einer  Gruppe  stets  die  gleiche 
Summe  erteheint,  so  nennt  der  Verfasser  diese  Anordnung  ein  magisches 
System        Ordnung.    Diese  Definition  wird  dadureh,  dass  das  System 
zweiter  Ordnung  in  den  gewöhnlichen  magischen  Quadraten  erhannt  wird* 
noch  nSher  erläutect;  doch  wird  dadurch  nur  um  so  deutlicher,  dass  etwas 
Wesentliches  in  ihr  fehlt,  nämlich  die  Anzahl  der  Gruppen,  in  welcher 
jede  einzelne  Zahl  nur  vorkommen  darf  und  vorkommen  muss.  Aller- 
dings helfen  §§  2,  25  und  37  diesem  Mangel  ab,  indem  sie  die  Beding- 
ungsgleichungen kennen  lehren,  unter  deren  Voraussetzung  ein  magisches 
Quadrat,  ein  magischer  Würfel,  ein  magisches  System  höherer  Ordnung 
vorhanden  ist;  doch  wäre  eine  genauere  Anfangsdefinition  immerhin  wün- 
schenswerth   gewesen.     Ein   weiterer  Wunsch,   dessen  Erfüllung  llerr 
Hügel   uns  gleich  allen   seineu  Vorgängern  auf  dem  Gebiete  dieser 
Hl«t.-llt,  AbUüg .  d.  ZaitMhr.  f.  M*ti>.  o.  Phyt.  XXIII,  4.  10 
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zahlentbeoretisch -combinatoriBchcn  Unter.suclinnf2;on  schuldig  bleibt,  ist 
folgender:  wir  erfahren  nirp^onds,  wie  viele  magische  Anordnungen  der 
Klemonto  möglich  sind,  beziehungsweise  ob  man  sich  theoretisch  dar- 
über Gewibsheit  verschaffen  kann,  dass  man  wirklich  alle  möglichen  An- 
ordnungen gebiblot  bat.  In  der  Hervorhebung  dieser  Lücke  soll  keine 
Bemängelung  der  interessanten  uns  vorliegenden  Schrift  vorhanden  sein  5 
wir  beabsichtigen  vielmehr  nur  in  erster  fjinie  den  Verfasser  derselben 
auf  das  soeben  ausgesprochene  routhmasslich  recht  schwierige,  seiner  Auf- 
merksamkeit nicht  unwürdige  Problem  hinzuweisen.  Seine  durch  jahre- 
lange Beschäftigung  mit  dem  Gegenstande  orwnrhene  (Gewandtheit  dürfte 
ihn  gerade  besonders  befähigen,  auch  diese  Aufgabe  /u  erledigen,  ohne 
welche  die  Untersuchung  nicht  abgeschlossen  ist,  so  wenig  als  es  genügt, 
irgend  eine  Gleichung  —  sei  sie  bestimmt  oder  unbestimmt  —  auflösen 
zu  können,  ohne  den  Beweis  zu  liefern,  dass  man  alle  Wurzeln  au- 
gegeben hat.  Die  beschränktere  Aufgabe,  irgendwelclie  magische  Systeme 
zu  bilden,  löst  dagegen  Herr  Hügel  durch  Abzweigung  einer  grossen 
Anzahl  von  Unterfällen,  bei  deren  jedem  das  eigentliche  magische  Sy- 
stem durch  feldweise  Addition  von  //  anderen  an  sich  nicht  magischen 
Systemen,  gebildet  durch  die  sogenannten  Componenten  des  Systems, 
hervorgebracht  wird.  Es  ist  das  dem  Gedanken  nach  eine  ähnliche  M«»- 
thode,  wie  sie  Sauveur  1710  der  Pariser  Akademie  raittheilte.  Herr 
Hügel  hat  sie  in  selbstständiger  Weise  nacherfunden  und  durch  Anwen- 
dung der  Namen  und  Zeichen  der  modernen  Combinatorik,  vor  Allem 
also  der  Determinanten,  dem  heutigen  Gedankengange  näher  zu  bringen 
gowusst.  Cabto«. 


Prineipii  elementari  suUe  probabilitä  epotU  da  G,  B,  Martano^ 
professore  di  matematiche  neüü  R,  üniitersUo  e  fiel  A.  JslUiUo  Ucnieo 
di  Genova»  Genova^  Ttpografla  dd  R.  UtUulo  Sordo-muli  1876.  153  S. 

Wenn  irgend  ein  Capitel  der  Mathematik  vorzugsweise  dazu  geeignet 
ist,  dem  Selbststudium  des  Anfängers  überlassen  zu  bleiben,  so  ist  es 
dasjenige,  welches  die  elementaren  Lehren  der  Wahrscheinlichkeitsrech- 
nung entbSlt.  Einestheils  sind  die  in  diesem  Capitel  zu  behandelnden 
Aufgaben  von  einem  ziemlich  allgemein  fesselnden  Interesse,  da  es  wobl 
Wenige  giebt,  welche  Ungewisses  nicht  in  Spannung  erhält,  in  um  so 
grösserer,  wenn  an  das  Ereigniss  Überdies  ein  unmittelbarer  Vermögens- 
voriheil  oder  Nachtheil,  Gewinn  oder  Verlust  sich  knüpft.  Andemtheile 
sind  die  Grensen  des  ohne  höhere  Kenntnisse  Erreichbaren  hier  ziemlich 
weit  gesteckt  nod  die  Entwickelang  des  binomischen  Satzes  gcuügt,  um 
bereits  nemlioh  yerwickelt  aussehende  Fragen  an  beantworten.  Von  die- 
sem eleaentaren  Standpunkte  ans  bat  Herr  Marsano  den  Gegenstand 
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SU  behandeln  gewnsst.  Es  sind  die  in  allen  Ähnlichen  Schriften  wieder* 
kehrenden  Aufgaben,  denen  wir  hier  begegnen.  Zahlenlotto,  Karten- 
spiel, Würfel,  Urnen  mit  verschiedenfarbigeB  Kugeln  bieten  das  iiifser- 
liebe  Gewand  für  die  combinatorischen  ZmammenstellnngeB  t  von  denen 
siierft  einige  bestimmte  Beispiele  durchgesprochen  werden ,  woranf  in  einer 
zweiten,  mit  S.  51  beginnenden  Abtheilung  die  allgemeineren  Lehrsätze 
der  Wahncheinlicbkeitsrechnung  entwickelt  werden,  jeder  wieder  an  Bei- 
spielen geprüft  nnd  beleuchtet.  Von  Einzelheiten  wftre  etwa  hervorzn* 
heben,  dasa  auf  S.  25  die  Wahrscheinlichkeit»  mit  12  temenintesig  be* 
letiten  Nnmmern  im  Zahlenlotto  mindestene  eine  Terne  zu  gewin- 
nen, sn  0,015929  berechnet  ift  gegenttber  Ton  dem  faleohen  £rgebniflee 

,  welches  in  einem  sonst  mit  Recht  geschStzten  Elementarwerke  ans 

85,4 

nnriehtigen  Voraussetzungen  abgeleitet  worden  ist.  Der  Styl  des  Verfassers 
ist  anssergewühnlich  klar,  vielleicht  etwas  zu  breit;  allein  wir  können  darin 
nicht  gerade  einen  tadelnswerthen  Fehler  ünden,  vorausgesetzt,  dass  der 
Leser,  nur  auf  das  Büchlein  angewiesen,  sich  mit  den  Anfangsgründen 
der  Wahrscheinlichkeitsrechnung  bekannt  machen  will.  Was  allerdings 
ein  etwa  vorhandener  Lehrer  noch  mündlich  hinsnsetsen  will,  ohne  weit 
über  die  stof  liehen  Gramen  der  Schrift  hinansingreifen,  ist  uns  nn- 

Cahtob. 


Leitfaden  der  Elementarmathematik  von  Dr.  Liebe  und  v.  Lühmann. 

IILThl.:  Trigonometrie,  Stereometrie ,  sphär.  Trigonometrie.  Mit 
2  Figurentafeln.    Berlin,  Simion.    1877.    Preis  1  Mk.  25  Pf. 

Wie  aus  früheren,  seiner  Zeit  sehr  gut  recensirten  Veröffentlichnngeil 
der  Herren  Verfasser  (Planimetrie,  trigon.  Aufgaben,  geometr.  Constmc- 
tionsanfgaben)  erBichtlicb,  lassen  es  Bich  dieselben  angelegen  sein,  nach 
und  nach  sämmtliche  Gebiete  der  elementaren  Mathematik  Schülern  und 
Lehrern  in  einer  Weise  vorzuführen,  welche  so  ganz  geeignet  ist,  Erstere 
ananregen ,  bei  Letzteren  Accomodation  an  diese  Lehrmethode  zu  erzie- 
len. Ganz  dasselbe  gilt  von  dem  hier  vorliegenden  III.  Theile  des  Leit- 
fadens der  Elementarmathematik.  In  richtigem  Stufengange  und  ohne  die 
praktische  Seite  ausser  Acht  zu  lassen,  wird  zunächst  die  ebene  l'rigo- 
nometrie  behandelt  und  dem  Satze  von  vier  aufeinanderfolgendi  n  Stücken 
eines  Dreiecks,  den  Gauss'schen  Formeln  und  deren  Folgerungen,  wie 
auch  ausser  den  Ilauptfällon  für  die  Dreiecksberechnungen  der  Auflösung 
derjenigen  Dreiecksaufgaben,  welche  sich  nicht  unmittelbar  auf  diese  vier 
Hauptfälle  zurückführen  lassen,  die  erforderliche  Aufmerksamkeit  ge- 
schenkt. Dass  übrigens  die  vielfach  beliebte  Bezeichnung  sina-  .statt 
sin^a  nicht  immer  unzweifelhaft  richtig  ist,  mag  der  S.  19  Z.  4  v.  u.  an- 
gefahrte Werth  sini{tt+ßy  bestätigen.   ^  14  Gl.  9)  hätte  auch  den  Werth 
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sinn  1  —  COS  a       _    _     ,  .      ,  — .     .  - 

  ,  resp.  — :         und  damit  Gl.  10)  die  reciproken  Werthe  mit 

1  -f  cos  a  stn  a 

entlialten  können.  Docli  sind  das  nur  nebensächliche  Bemerkungen, 
welche  der  im  Ganzen  recht  guten  Anlage  keinen  Eintrag  raachen.  1  )as8 
endlich  S.  9  Z.  3  v.  u.  sinl^a'^ß)  statt  sin{ju  —  ß)  steht,  ist  ersichtlich  als 
Druckfehler  zu  uebmen. 

Im  zweiten  Abschnitt  wird  in  gedrängter  Kürze,  aber  ohne  Nach- 
theil für  den  Unterricht  das  Pensum  der  iStereometrie  behandelt,  da  die 
mannichfaltigen  und  gut  ausgewählten  UebungsBätze  das  ersetzen,  was 
sich  in  anderen  Lehrbüchern  als  besondere  Lehrsätze  erwähnt  und  be- 
wiesen findet,  während  os  hier  dem  Schüler  überlassen  ist,  auf  Grund 
des  Vorangegangenen  die  Richtigkeit  derselben  nachzuweisen.  Durch 
ihre  Einfachheit  zeichnen  sich  die  Beweise  für  den  Euler'schen  Lehr- 
satz (§  38),  für  das  Prismntoid  (§  50)  das  , noch  in  vielen  Lehrbüchern 
trotz  seiner  umfassenden  Bedeutung  ignorirt  wird  — ,  wie  für  die  Gul- 
din'sche  Regel  (§  81)  aus.    §  0  Z.  3  v.  u.  ist  CFD  statt  CAF  zu  lesen. 

Der  dritte  Abschnitt  enthält  die  wichtigsten  Sätze  der  sphärischen 
Trigonometrie,  einschliesslich  der  Neper'schen  Regel  {§  4),  der  Gauss- 
schen  Gleichungen,  der  Neper'schen  Analogien  und  der  L'Huili  er- 
sehen Formel.  Don  Schluss  bildet  die  Anwendung  der  Lehrsätze  auf 
die  Berechnung  der  schiefwinkligen  sph.  Dreiecke  und  der  Radien  der 
einem  solchen  um-  und  einbeKchri<d)enen  Kreise.  Eine  grössere  Ans- 
dühnaug  der  Aufgaben  in  diesem  Öiuue  würde  gewiss  allseits  willkommen 
geheissen. 

Vorstehendos  Lehrbuch  kann  somit  gleich  den  früheren  Lehr-  und 
Uebungsbüchern  der  Herren  Verfasser  mit  Kecht  bestens  für  den  Unter- 
richt empfohlen  werden. 

Kaiserslautern.  Hugsu 


Berichtigang* 

S.  16  Z.  23  statt:  S.  1.50  lies:  S.  1.52. 

8. 16  Z.  26  die  Worte:  ,^arte prima,  DeUa  teoria  Alffebraica  dtüe  Cwxtf'  £ftilen  weg. 
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Becensionen. 


üntennchnngen  ttber  dM  logarithmisohe  und  Hewton'sche  Potential. 
Von  X)r.  C.  Nbuvaiin.   Leipsig,  Tenbner.    1877.   368  8.  8<>. 

Die  ▼orliegenden  Untennelinngen  Nenmami*«  gehören  ohne  Zweifel 
in  den  bedeutendsten  Erscheinnngen  anf  dem  Oebiete  der  Potenttal- 
theorio  nnd  reihen  sich  den  klesriBchen  Arbeiten  von  Green,  Ganst 
nnd  Dirichlet  in  würdiger  Weise  an.  Sie  ftthren  dieser  Theorie  eine 
Fttlle  neuer,  interessanter  nnd  weitreichender  Resultate  zu  und  zeichnen 
sieb  ebenso  durch  eine  ungemein  klare  und  durchsichtige  Darstellung,  als 
durch  Strenge  und  Elegans  der  Beweisführung  aus. 

Ganz  besonders  hat  es  uns  gefallen,  dass  der  Verfasser  jedem  ein- 
seinen Capitel  eine  Einleitung  vorangeschickt  hat,  welche  den  Leser  in 
den  Stand  setzen  soll ,  „sich  ttber  Inhalt  nnd  Tendenz  des  ganzen  Wer- 
kes eine  dentlic-lie  Vorstellung  zn  bilden**.  Als  ein  weiterer  Voraug  des 
Neumann 'scheu  Werkes,  der  nicht  hoch  genug  angeschlagOn  werden 
kann,  sei  gleich  hier  erwHhnt,  dass  der  Verfasser  überall,  wn  es  nttthig 
ist,  nachdrücklich  und  wiederholt  hervorhebt,  welchen  Einscbr&nkungen 
die  Giltigkeit  der  erhaltenen  Resultate  unterliegt  und  was  in  manchen 
Füllen  noch  zu  wünschen  übrig  bleibt.  Besonders  lobend  sei  auch  die 
Xttsserst  sweckmässige  und  angonessene  Bezeichnung  hervorgehoben, 
die,  einmal  eingeführt,  consequent  durch  das  ganze  Werk  beibehalten 
wird.  Dies  trägt  ungemein  zur  Orientirnng  des  Lesers  bei.  So  wird 
z.  B.  eine  geschlossene  Curve  oder  Fl&che  Uberall  mit  c  bezeichnet,  der 
Raum  innerhalb  derselben  mit  ^  ausserhalb  mit  ^,  die  Punkte  der  Ge- 
biete 3>  '^1  resp.  mit  t,  a,  die  anf  a  gelegenen  mit  0  oder  s.  Ist  von 
zwei  Punkten  der  Kategorie  a  oder  1  die  Rede,  so  wird  im  ersten  Falle 
der  eine  mit  a,  der  andere  mir  a,  im  zweiten  Falle  der  eine  mit  t,  der 
andere  mit  j  bezeichnet.  Ist  von  irgend  einer  in  der  Ebene,  resp.  im 
Raum  ausgebreiteten  Function  F  die  Rede,  so  werden  ihre  Werthe  in 
den  Punkten       0,  t  resp.  durch  F^,  F«,  Ft  beaeichnet.    Anch  wir  wer- 
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den  Qua  dieser  Beselehnnngeii  im  Folgenden  bedienen.   Besonders  er- 
wXhnenswerth  sind  hier  noeh  die  anf  8. 130  eingeführten  Beseiehnnngen 
und  tf«,  sowie  die  Sehreibweise 

(Sic!) 

wo  das  hinzugefügte  (tu:t)  besonders  hervorbeben  soll,  dass  nieht  <, 
sondern  wirklich  <^  gemeint  ist.  Aach  durch  einen  passend  gewXhlten 
Vergleich  weiss  der  Verfasser  oft  unsere  Vorstellnngen  au  fixiren  und  dem 
Vorgetragenen  eine  ungemeine  Anschaulichkeit  zu  geben,  a.  B.-  in  der 
aweiten  Note  S.  170  oder  in  der  Note  S.  303.  An  der  ersten  Stelle  soll 
man  sich  nümlich  eine  Cnrre  oder  Fläche  a  in  irgend  zwei  l'heilo  et  und 
P  aerlegt  denkon ,  von  denen  jeder  aus  beliebig  vielen  einzelnen  Stücken 
besteben  mag.  Hierzu  bemerkt  der  Verfasser  in  der  Note:  „Ist  z.  B.  9 
eine  KngelBäche  und  denken  wir  nns  anf  dieser  Kngelflicbe  die  Karte 
nnserer  Erdoborfincbe  aufgemalt,  so  können  wir,  wenn  es  nns  beliebt, 
unter  et  alle  mit  Wasser  bedeckten  Qebiete,  andererseits  tinter  §  den 
Continent  nnd  die  Inseln  verstehen.*' 

Die  Strenge  nnd  Eleganz  der  Neu  man  naschen  Beweisführung  zeigt 
sich  besonders,  wenn  man  die  älteren  Beweise  bereits  bekannter  SiUse 
mit  den  von  Neumann  beigebrachten  vergl^cbt:  der  Verfasser  weiss 
die  S&tse  immer  auf  die  Quelle  snrückzuführen ,  nus  der  sie  sich  am  ein- 
nchsten  nnd  natürlichsten  ergeben,  wie  wir  dies  in  dem  nun  folgenden 
Beferat  Über  den  Inhalt  zu  constatiren  mehrfach  Gelegenheit  haben  werden. 

lieber  den  Inhalt  sei  zunächst  Folgendes  im  Allgemeinen  bemerkt. 
Der  Verfasser  unterscheidet  zwei  Potentiale,  das  New  ton' sehe  und  das 
logarithmische.  Während  der  Theorie  des  ersteren  die  in  der  Natur  vor- 
handene Materie  zu  Grunde  liegt,  für  welche  das  Newton'sche  Oeseta 
gilt,  bandelt  die  Theorie  des  logarithmischen  Potentials  bekanntlich  von 
einer  fingirten  Materie  von  der  BeschaB'enheit,  dass  irgend  zwei  Massen- 
theilchen  derselben  sich  mit  einer  Kraft  anziehen,  die  ihrer  Entfernung 
(nieht  dem  Quadrat  der  Entfernung)  umgekehrt  proportional  ist.  Wenn 

das  Nawton'sche  Potentiäl  sweier  Massentheilcheu  u,  m  den  Werth  ^ 

r 

besitst,  bat  das  logarithmiscbe  Potential  demnaeh  den  Werth  f&m/op— . 

r 

Hei  der  Theorie  des  logarithmischen  Potentials  beschränkt  sich  der  Ver- 
fasser auf  die  Ebene,  d.  h.  er  behandelt  nur  den  Fall,  dass  jene  tingirte 
Materie  auf  beliebige  Weise  in  der  Ebene,  nicht  im  Raum  vertlieilt 
sei.  Unter  dieser  V'^ranssetzung  findet  nämlich  eine  merkwürflige  Ana- 
logie zwischen  beiden  Tlieorien  statt,  indem  den  meisten  SStzen  der  einen 
Tlieorie  ein  analoger  der  andern  eniKjtriclit.  Der  Verfai?8er  heliandelt 
beide  Theorien  meistens  neben  einander  und  beide  ,,niit  derselben  Sorgfalt". 
Die  Note  auf  S.  3,  in  welcher  die  Wichtigkeit  der  Theorie  des  logaritbmi* 
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sehen  Potentials  herrorgehoben  wird,  wird  nicht  wenig  desn  beitrageDf 
dass  aneh  der  Leser  seinersdta  beiden  Theorien  das  gleiche  Interesse 
entgegenbringt.  Je  zwei  in  beiden  Theorien  einander  entsprechende 
SXtze  werden  vom  Verfasser  neben  einander  gestellt,  gerade  so ,  wie  dies 

nach  Stein  er's  Vorgang  in  der  nonoren  Geometrie  für  die  nach  dem 
Fiincip  dor  Dualität  zusainniongoliörigon  Tjolirs.ätze  üblich  ist.  Oft  lassen 
sich  übrigens  beide  Satzp  mit  Hilfe  gewisser,  vom  Verfasser  sehr  passend 
gewählter  „Oollectivbezeichnungen"  in  einen  Satz  verschmelzen.  So  wird 
z.  B.  die  Zahl  n  in  der  Ebene  und  die  Zahl  2n'  im  Räume  mit  einf^ra 
und  demselben  Buchstaben  w  bezeichnet.  Dieser  Bezeichnung  werden 
auch  wir  ans  im  Folgenden  bedienen. 

Aber  nur  im  Ganzen  läuft  die  Theorie  des  New  tonischen  Poten- 
tials,  wie  der  Verfasser  sich  ausdrückt,  der  des  logarithmischen  parallel: 
nicht  jeder  Sata  ^et  einen  Theorie  lässt  sich  unmittelbar  auf  die  nn- 
*  dere  übertragen,  ja  einzelne  Sätze  der  einen  Theorie  verlieren  für  die 
andere  geradesn  ihre  Giltigkeit.  So  zeigt  sich  a.  B.  ein  charakteristi- 
sche Unterschied  swischen  dem  Newton 'sehen  und  dem  logarithmischen 
Potential  darin,  dass  *  ersteres  filr  unendlich  ferne  Punkte  immer  Null 
wird,  das  sweite  dagegen  unendlich  gross,  wenn  nicht  die- Summe  der 
Massen,  die  das  Potential  susammensetsen.  Null  ist.  Gkrade  dieser 
Unterschied  ist  die  Ursache  von  mancherlei  „Discrepansen'*  in  den  bei* 
den  Theorien^ 

Wir  fkssen  nunmehr  den  Inhalt  der  einzelnen  Capitel  näher  ins  Auge. 

Gleich  das  erste  Capitel  bereichert  die  Potentialtheorie  mit  einer 
Reilie  interessanter  allgemeiner  Sätze  von  grosser  Tragweite,  von  denen 
wir  in  erster  Linie  den  folgenden  hervorheben,  der  im  dritten  Capitel 
für  die  Theorie  der  elektrischen  Vertheiluug  wiederholt  mit  Vortheil  ver- 
werthet  wird: 

Theorem  (C). 

Denken  wir  uns  einen  schalenförmigen  Kaum  6,  dervon 
swei  beliebigen  geschlossenen  Flächen  begrenat  ist,  und  den- 
ken wir  uns  ferner  swei  Massensysteme,  d i e  aviterhalb  dieses 
Baumes  gelegen  und  durch  denselben  Ton  einander  getrennt 
sind,  so  kann  die  Gesammtwirkung  dieser  beiden  Systeme 
ianerhalb  des  Raumes  (S  nicht  ttberall  =  0  sein,  es  sei  denn, 
dass  die  Wirkungen  dieser  beiden  Systeme  daselbst  einieln 
saO  sind. 

In  den  neun  ersten  Paragraphen  werden  zunächst  die  bekannten 

Sätze  über  das  Newton 'sehe  Potential  von  Laplace,  Green,  Gauss 
aufgestellt,  meistens  nur  historisch,  ohne  Beweis,  indem  zugleich  jeder 
dieser  Sätze  auf  das  logarithmische  Potential  übertragen  wird.  Es  ver- 
dient hier  bemerkt  zu  werden,  dass  der  Verfasser  für  den  Gauss'schen, 
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die  Constani  des  Potentials  betreffenden  Satz  (Allgemeine  LebrsStze  etc., 
Art  21)  einen  neuen  Beweis  giebti  der  sieb  durch  seine  Einfachheit  nnd 
Strenge  anszoichnet.  Derselbe  stützt  sieh  auf  die  bekannte  Entwickelnng 
des  Potontials  r  =  Fr  +  Gr*  +  •  •  >.  woraus  sich  der  in  Rede  stehende 
Satz  ohne  Weiteres  ergiebt,  nnter  Anwendung  des  Tom  Verfasser  bei 
dieser  Gclogenhoit  bewiesenen  Hilfssatzes: 

„Ist  die  Fanction  f{r)e=  A  +  Br-^Cr*'^,».  innerhalb  eines  beliebig 
kleinen  Intervalls  r^O  ...  r  =  r  cnnstant ,  so  wird  sie  ttberall  eonstant 
sein,  so  weit  die  angegebone  Entwickelung  giltig  ist/' 

Dararif  werden  eine  Reihe  neuer,  anch  für  das  Folgende  wichtiger 
allgemeiner  Sätze  über  die  extremen  Wertlio  den  Potentials  innerhalb 
eines  Gebiets  entwickelti  aus  denen  jenes  Theorem  (O,  sowohl  für  den 
Baum ,  als  für  die  Ebene,  schliesslich  ohne  Weiteres  resultirt.  Was  den 
T^oweis  jener  Sätze  über  die  extremen  Werthe  des  Potentials  betrifft,  so 
beruht  derselbe  lediglich  auf  dem  vom  Verfasser  luvor  bewiesenen  Satse, 
dasfi  das  Potential  gegebener  Massen  in  einem  ausserhalb  dioscr  Massen 
befindlichen  Pnnkte  weder  ein  Maximum ,  noch  ein  Minimum  haben  kann* 
und  nnterschcidet  sich  insofern  Tortheilhaft  von  dem  Beweis ,  den  Gauss 
im  Art.  26  der  Allgem.  Lohrs,  für  einen  speciellen  Fall  eines  dieser 
Sätze  gegeben  hat.  Der  Gauss* sehe  Beweis  benutzt  nämlich  diejenige 
geschlossene  Fläche ,  welche  durch  die  Gleichung  V  =  Cottst.  dargestellt 
ist,  also  „eine  Fläche,  die  ebenso  unbekannt  ist,  als  das  Potential  sel- 
ber". Aehnlich  verfährt  Dirichlet  (S.  134  der  vom  Referenten  heraus- 
gegebenen D irichlet' schon  Vorlesungen  über  die  Potentialtheorie). 
Neumann  bemerkt  hierüber  in  der  Vorrede:  „Uebrigens  können  solche 
unzulänglich  determinirte  Flächen  in  doppelter  Weise  auftreten,  indem 
sie  entweder  die  gegebene  Grundlage  betreffen,  von  welcher  die  Unter- 
suchung ausgeht,  oder  aber  im  Laufe  der  Untersuchung  als  Hilfsmittel 
für  den  weiteren  Fortgang  derselben  in  Anwendung  kommen.  ...  Offen- 
bar sind  fiolclie  ganz  nebelliaft  vorscliwebende  Flächen  im  zweiten  Falle 
niclit  minder  unbe([uem,  als  im  evston.  Denn  wenn  z.  B.  Gauss  h.  a.  O. 
ajif  dip  Fläclio  V  ~- Const.  einen  der  Green' sehen  Sätze  in  Anwendung 
bringt,  so  wird  man  zu  beachten  haben,  dass  diese  Sätze  nicht  ohne. 
Weiteres  auf  Jede  beliebige  Fläche  anwendbar  sind  und  dass  also  ihre 
Anwendung  auf  die  Flache  V  —  Const.  nicht  gutgebeissen  werden  darf 
ohne  eine  V')rhergehende  Untcrfiucbung  derselben.  Ja  noch  niehrl  Ueberall, 
wo  solche  unzulänglich  delinirte  Flächen  nur  aly  A  n  t"a n  gs g  1  i e d  e  r  der 
Untersuchung  auftreten ,  kann  die  in  den  Resultaten  erzeugte  Unsicher- 
heit nachträglich  dunli  ITinzufügung  geeip^neter  Determinationen  be- 
seitigt werden,  was  offenbar  niclit  mehr  möglich  iht  bei  den  als  Opera- 
tionsmittel eingeführten  Flächen.  ...  Aus  diesem  Grunde  habe  ich  in 
dem  vorliegenden  W^erke  die  Benutzung  unbekannter  Flächen  als  eines 
Operationsmittels  zu  verpieiden  und  die  betreffenden  Gauss 'sehen  und 
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Dirichlet'scben  Argumeutationen  durch  andere  zn  ersetzen  versucht, 
welche  von  diesem  Uebelstande  frei  sind.  Hierdurch  glaube  ich  in  den 
einschlagenden  Gebieten  eine  etwas  grössere  Sicherheit  erreicht  au  haben, 
als  es  bisher  der  Fall  war." 

Aus  derselben  Quelle,  nämlich  aus  den  Sätzen  über  die  Extreme, 
leitet  Neu  mann  noch  andere  wicbtige  Sätze  auf  die  einfachste  Weise 
ab.  Folgende  drei  mögen  hier  mitgetheilt  werden  ,  weil  sie  bei  fast  allen 
folgenden  Untersuchungen  eine  grosse  Bolle  spielen. 

Theorem  (A.^ 

Sollen  die  Hassen  eines  Potentials  V  aniiarlttlli  des  Ge- 
bietes 91  oder  auf  eeiner  Grense  (d.  i.  anf  0)  liegen  und  eine 
gegebene  Smniiie  beillMA,  nnd  tollen  ferner  die  J«  yon  Tor- 
geaehriebenen  Werthen  fo  nnr  dnreh  eine  unbestimmte  ad- 
ditive Oonstante  differiren,  so  ist  hierdurcli  V  eindeutig 
bestimmt  fffr  alle  Punkte  yon  9(. 

Es  wird  an  einem  einfachen  Beispiel  nachgewiesen,  dass  das  ana- 
loge Theorem  für  den  Baum  ^9  welches  mit  (•/."'''' j  zu  bezeichnen  wäre, 
nicht  existirt. 

Tlieorem  (/.•»•). 

Bezeichnet  V  das  Potential  irgendwelcher  unbekannten 
ausserhalb  des  Gel)ietC8  ;3  oder  auf  seiner  Grenze  gelegenen 
Massen,  so  wird  dieses  Potential  für  alle  Punkte  innerhalb  3 
völlig  bestimmt,  sobald  nur  seine  Wert  he  auf  der  Grcuzevon 
3  gegeben  sind. 

Für  den  Raum  lisst  sich  der  dem  lotsten  analoge  Sati  fUr  das  Ge- 
biet %  beweisen: 

Theorem  {Aj^ 

Beseicbnet  F  das  (Newton*sche)  Potential  irgendwelcher 
unbekannten  auaserlialb  des  Gebietes  91  oder  auf  seiner  Grenae 
gelegenen  Massen,  so  wird  dieses  Potential  fflr  alle  Punkte 
iimerlialb  völlig  bestimmt  sein,  sobald  nur  seine  Werthe  auf 
der  Grense  von  9(  (d.  i.  auf  o)  gegeben  sind. 

Das  letzte  Theorem  bietet  uns  ein  Beispiel  dar,  dass  nicht  jeder 
Satz  der  einen  Theorie  sich  unmittelbar  auf  die  andere  übertragen  lässt. 
Der  Beweis  desselben  beruht  nämlich  gerade  darauf,  dass  T  für  unend- 
lich ferne  Punkte  Null  ist,  und  48t  mithin  für  das  logarithmische  Poten- 
tial nicht  mehr  anwcndlmr.  Man  wird  daher  zunächtit  zweifelhaft  sein, 
üb  das  Theorem  {A."'")  umh  in  der  Ebene  Giltigkeit  hat.  Im  dritten 
Capitel  erhalten  wir  Aufschluss  hierüber. 

In  den  Bezeichnungen  der  genannten  Tlicoreine  durch  (./."'''')  u.  s.  w. 
mauifestirt  sich  wieder  die  grosse  Meisterschaft  des  Verfassers,  schon 
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durch  ilie  Bezeichnnu^sweise  unsere  Vorstellungen  zu  lixireu.  Wie  gams 
anders  wirken  ditbo  Zeichen  (//."  ''j,  (y."**),  {^."'*')  auf  uum  ein,  als  die 
hergebrachte  Unterscheidung:  „Erster  Satz"  u.  s.  w. 

Mit  besonderein  Iiitoreesc  haben  wir  den  Schlusb  de«  ersten  Cajtitels 
gelesen,  woNeuinann,  um  „die  Eleganz  der  1)  i  ri  ch  1  e  t '  «eben  Beweis- 
methoden  an  einigen  bci8j)ielcn  zu  zeigen",  diejenigen  llilt'ssätze  deut- 
lich hinstellt,  die  deu  Dirichlet'schen  Argumeutationeu  su  Grunde 
liegen. 

Das  zweite  Cai»it<d  nimmt  insofern  eine  Ausnahmestellung  ein,  als 
alh'  übrigen  Capitel  auKseblie.s.slicb  allgemeine  Betrachtungen  zum  Ge- 
genstande haben.  In  diesem  Capitel  leitet  der  Verfasser  nämlich  zwei 
höchfjt  elegante,  von  ihm  schon  früher  jmblicirte  specielle  Satze  über 
die  Anzi(diung  einer  nach  eiiuin  ganz  bestimmten  (Icsetze  mit  Masse 
b(degteu  Kreislinie,  resp.  Kugelliächc  unmittelbar  aus  deu  Green' sehen 
Eornulu  ab. 

Das  dritte  Capitel  entl)jilt  die  Theorie  der  elektrischen  Vertheilung, 
Es  wird  zunächst  ilie  Po  i  «so  n' sehe  Theorie  entwickelt  uuil  in  drei  Sätso 
zusammengefasst ,  unter  welchen  wir  den  zweiten  hervorheben: 

,, Zwischen  der  nach  Eintritt  (h  s  ( jh  icligewichtszustandes  stattiiuden- 
deu  Dichtigkeit  d  der  OberÜächcubeleguug  und  dem  Potential  V  ün«let 
die  Beziehung  statt 

wo  A'  die  äussere  Normale  der  betrachteten  Obortliiche ,  d.  i.  diejenige 
vorstellt,  welche  in  das  isolirende  Medium  hineinläuft." 

Dann  werden  einige  meistentheils  bekannte  allgemeine  Sätze  auf  eine 
überraschend  einfache  Weise  aus  der  Po isson' sehen  Theorie  in  Verbin- 
dung mit  einigen  Green'schen  Sätzen  und  dem  im  ersten  C'apitel  be- 
wiesenen Theorem  (C')  entwickelt.  Unter  diesen  sei  der  folgende  ge* 
nannt: 

Wenn  man  beliebig  viele  Nichtleiter  und  Conductoren 
mit  einem  beliebigen  schalenförmigen  Conductor  um- 
schliosst,  dessen  äussere  Fläche  s  sei,  so  wird  die  auf  s 
eintretende  elektrische  Vertheilung  und  ebenso  anch  die 
Wirkung  des  ganzen  Systems  nach  aussen  genau  dieselbe 
sein,  als  bettftnde  daa  System  ans  einem  einzigen  von  s  be- 
grenzten niMiiTfm  Conduotor,  dessen  Ladung  gleich  ist  derOe- 
aammtladnng  d«a  ganien  Systems. 

Verglelekt  man  den  Neumann *schen  Beweis  dieses  Satzes  mit  dem 
Wege,  anf  welchem  Diriehlet  denselben  bewiesen  (Di richtet^«  Vor- 
lesungen §  38),  so  wird  man  einräumen  müssen,  dass  die  Nenmann*8che 
Methode  unendlich  viel  einfacher  und  zugleich  strenger  ist,  als  die 
Dirichlet*Bche,  die  sieh  anf  das  sogenannte  Uirichlet*flche  Prineip 
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stutzt,  dessen  Begründaog  in  Bezug  auf  Streoge  doch  viel  zu  wUuAchea 
übrig  läüst. 

Ea  wird  bemerkt,  dass  zu  sämmtlicheu  bisher  bewiesenen  Sätzen  die 
analogen  der  Ebene  sich  mit  Leichtigkeit  angeben  und  beweieen  lassen. 

Es  folgt  eine  Reihe  neuer  ganz  allgemeiner  SKtze  in  Bezug  auf 
die  Frage,  ob  die  Dichtigkeit  der  elcktrisclim  Schiebt  auf  der  Oberfläche 
eines  gegebenen  Conductors  überall  dasselbe  oder  An  verschiedenen  Stel- 
len ein  yerschiedenes  Vorzeichen  hat,  von  denen  der  bekannte,  schon 
von  Gauss  bewiesene  (AUgem.  Lehrs.  Art.  29ägg.),  dass  die  elektrische 
Vcrtbeilung  anf  einem  gegebenen  Condnctor  (falls  keine  äusseren  Kräfte 
influiren)  stets  eine  gleichartige  ist,  nur  das  erste  Glied  bildet.  Aneh 
die  Beweise  dieser  Sfttie  sind  sowohl  Air  den  Ramn,  als  fftr  die  Jibeue 
höchst  einfadi:  es  werden  dabei  nur  die  SStse  Uber  die  Extreme  des 
Potentials  und  der  yon  uns  mitgetbeilte  «weite  Sata  der  Po isson 'sehen 
Theorie  angewandt 

Der  Behlnss  des  dritten  Gapitek  hat  es  mit  dem  Nachweis  an  thnn, 
dass  das  Theorem  {A,*^,  welches  im  ersten  Capitel  nur  (Hv  den  Baum 
bewiesen  ist,  ancb  fttr  die  Ebene  GUtigkeit  hat.  Dieser  Nachweis  beruht 
auf  dem  BegrüFe  der  natttrlichen  Belegnng,  die  der  Verfasser  in 
folgender  Weise  definirt: 

„Denkt  man  sieb  eine  leitende  „Denkt  man  sich  einen  leiten» 
ebene  Fläche,  die  von  der  ge-  den  Körper,  der  von  der  gescblos- 
sehlossenen  Corvo  o  begrenat  wird,  senen  Fläehe  e  begrcost  wird,  mit 
Dut  einem  Quantum  Eins  des  fin-  einem  Quantum  Eins  des  elektri- 
girten  Flnidums  geladen,  so  kann  sehen  Flnidums  geladen,  so  kann 
die  auf  der  Curve  a  entstehende  die  auf  der  Fläche  entstehende  Be- 
Belegung,  falls  keine  äusseren  Kräfte  l«'gunj^,  falls  keine  äusseren  Kräfte 
iutiuireu,  lediglich  voji  der  geonie-  inlluiicii,  lediglich  von  der  geome- 
trischen Beschaffenheit  der  tribcheu  Beschaffenheit  der 
Curve  abhängen/'  Fläche  abhänf^en." 

„Die  in  solcher  Weise  detinirte  Belegung  soll  in  Zukunft  die  na- 
türliche Belegung  der  gegebenen  Curve,  resp.  Fläche  heissen.  Clleich- 
zeitig  mag  ihre  Dichtifjkeit  mit  y,  ihr  Potential  auf  einen  variablen  Punkt 
mit  //  und  der  constante  Werth  dieses  Potentials  für  innere  Punkte 
mit  /"  bezeichnet  werden." 

Den  Fall,  wo  /  =:0  wird,  der  übrigens  nur  in  der  Ebene  vorkom* 
men  kann,  nennt  der  Verfasser  den  singulären  Fall. 

Unter  Anwendung  der  Grösse  y  wird  nun  ein  Satz  aufgestellt  und 
bewiesen,  der  als  eine  Verallgemeinerung  des  Gauss^scben  Satzes  des 
arithmetischen  Mittels  (Al)gem«  Lohrs.  Art.  20)  angesehen  werden  kann 
und  also  lautet: 

„Ist*  0  wne  geschlossene  Ourvn  oder  Fläche  und  y  das  logarith- 
mische,  resp.  Newton 'sehe  Potential  irgendwelcher  innerhalb  e  gelegener 
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ÜMsen,  so  besitst  die  Summe  dieser  Massen  den  Werth  Vyd^j'.r, 
das  Integral  ansgedehnt  Aber  alle  Elemente  von 

Hieraus  resnltirt  ohne  Weiteres  der  Satz: 

„Solleu  sKmmtliche  Massen  eines  Potentials  V  theils  auf,  theiU 
innerhalb  a  liejj^eu  und  sind  Icrncr  die  Wertho  von  J' auf  ö  gegeben, 
so  wird  hierdurch  die  8unnne  jeuer  Masseu  volUtäudig  bestimmt  sein, 
ausser  im  singulären  Fal  1.'* 

Mit  Hilfe  dieses  Satzes  läset  sich  nun  das  Theorem  {J,***)  für  die 
£bene  ebenso  beweisen,  wie  im  ersten  Capitel  für  den  Kaum,  mit  Aus- 
nahme des  singulären  Falles.  FUr-  den  singulären  Fall  ist  das 
Tlieorem  in  der  That  nicht  mehr  richtig,  wie  an  einem  Beispiel  ge- 
seigt  wird. 

Der  Verfasser  hebt  berror  —  wir  führen  dies  an,  nm  in  leigeo, 
wie  gründlich  nnd  gewissenhaft  derselbe  an  Werke  geht  — ,  dass  diese 
Methode  allerdings  einem  gewissen  Bedenken  unterliege,  indem  die 
Bxistens  der  Function  f  nicht  durch  mathematische  Conclusio- 
nen  verbttigt  sei,  sondern  im  Baum  nur  auf  unseren  physikalischen  Vor- 
stellungen, in  der  Ebene  sogar  nur  auf  der  Vorstellung  beruhe,  dass  für 
das  fingirte  Fluidum  in  der  Ebene  Analoges  gelten  mttsse,  wie  für  das 
elektrische  Fluidum  im  Baume.  Um  dieses  Bedenken  zu  beben,  giebt 
der  Verfasser  am  Schlüsse  des  dritten  Capitels  noch  den  Gauss'scheo 
Beweis  (AUgem.  Lehrs.  Art.  29  —  32)  des  Satzes:  „Die  Massen einheit  dei 
elektrischen  Flnidums  lässt  sich  auf  einer  geschlossenen  Fläche  a  stets 
80  ausbreiten,  dass  ihr  Potential  a  überall  constant  ist",  indem  er  dabei 
bemerkt,  dass  der  Beweis  sich  offenbar  auf  das  logarithmische  Potential 
ohne  Weiteres  Übertragen  lasse. 

Das  vierte  Capitel  handelt  von  den  sogenannten  Doppelbelegungeo. 
In  allen  Punkten  einer  gegebenen  Curve  oder  Fliehe  o  denke  man  sich 
die  Normalen  auf  a  errichtet,  und  zwar  ni  allen  Punkten  nach  derselben 
Seite  hin;  diese  Seite  möge  die  positive  Seite  tou  «  genannt  werden. 
Auf  allen  diesen  Normalen  denke  man  sieh  dieselbe  unendlich  kleme 
Strecke  X  aufgetragen;  so  entsteht  eine  neue  mit  e  parallel  laufende 
Cunre,  resp.  Fläche  s'.  Die  beiden  Cunren,  resp.  Flächen  o  und  o  mö- 
gen nun  stetig  mit  Masse  belegt  sein  und  swar  so,  dass  die  auf  swei 
correspondirenden  Elementen  de  und  dt'  (d.  h.  solchen,  die  awisehen 
denselben  Normalen  liegen)  vorhandenen  Massen  —  («la  und  l^da'  ein-  | 
ander  entgegengcsetat  gleich  sind.  Das  in  solcher  Weise  mit  Masse  i 
belegte  Gurven-  resp.  Flächenpaar  nennt  der  Verfasser  —  nach  Heim- 
holte* Vorgang  —  eine  Doppelbelegung  und  das  Prodnet  It^ft  das 
Moment  derselben.  Für  das  Potential  derselben  auf  einen  beliebigen 
Punkt  «  ergiebt  sich  die  Gleichung 
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n/  ^^^^ 

Hier  bedeutet  E  die  Entfernaog  des  Elemente«  yon  a?,  6  den  Winkel, 
den  die  positive,  anf  dem  Elemente  d9  errichtete  Normale  mit  E  bildet, 
und  h  ist  in  der  Ebene  1 ,  im  Banme  a  2.  Im  ersten  Theil  des  vier- 
ten Capitels  werden  die  allgemeinen  Eigenschaften  der  Function  Wm  für 
den  Fall,  dass  0  geschlossen  ist,  aufgestellt.  Beaeiehnen  W^t  nnd  Wmt 
die  Gren^erthe  von  TFfl  nnd  UfTi  ftir  den  FaU,  dass  die  Punkte  fl,  resp. 
t  sich  9  nähern,  so  besitst  die  Function  TF,  vorausgesetst,  dass  f» 
stetig  ist,  folgende  vier  allgemeine  Eigenschaften: 

1.  die  W%  sind  anf  0  tfberall  stetig; 

2.  es  ist  TT««» TT«— co|Uj; 

3.  es  ist  Wit=W»-\-füyi,\ 

4.  der  DiiFerentialquotient  von  Wm  ist  überall  eine  stetige  Function. 
Helmholts,  dessen  betreffende  Untersuchungen  in  einem  besondem 

Paragraphen  wortgetreu  mitgetheilt  werden «  hat  nnr  die  TT««  mit  den 
Wit  verglichen  und  gefunden,  dass  Wi»—  Wai  —  ^n^,  (für  den  Kanm). 
Nenmann  geht  einen  Schritt  weiter,  indem  er  —  was  für  die  Uiiter- 
snchnngen  des  folgenden  Capitels  von  der  grössten  Wichtigkeit  ibt  — 
aiicl»  die  Beziehungen  der  Grenzwerthe  TIa«  nnd  Wi,  zu  den  directen 
Werthen  W,  darlegt.  Auch  werden  die  Modificationen  angegeben,  denen 
jene  Eigenschaften  unterliegen  für  den  Fall,  dass  der  Punkt  s  in  einer 
Kante  oder  Ecke  liegt.  Für  die  genannten  vier  Eigenschalten  giebt 
Neumann  —  was  gewiss  den  vollen  Beifall  des  Lesers  finden  wird  — 
aunächst  einen  leicht  überselibaren ,  wenn  auch  weniger  strengen  Beweis, 
und  darauf  —  für  die  drei  ersten  Eigenschaften  wenigstens  —  noch  einen 
zweiten  Beweis,  der  an  Strenge  Nichts  zu  wünschen  übrig  lässt.  Beim 
ersten  Beweis  gyht  Neumann  ähnlich  zu  Work^,  wie  Green  bei  dem 
Beweis  der  Laplac ersehen  Gleichung.  Nachdem  er  nämlich  fttr  den 
specidlen  Fall  f&  =  l  die  Gauss 'sehen  Werths 

1)  W;  =  0,    TF.=  2ß>,    W.  =  c5 

entwickelt,  sagt  er,  man  könne  die  Function  f*,  die  ja  stetig  sein  seile, 
in  der  unmittelbaren  Nähe  eines  bestimmten  Punktes  s  als  constant  an- 
sehen. Unter  dieser  Annahme  ergehen  sich  mit  Hilfe  der  Gleichungen 
1)  jene  allgemeinen  Eigenschaften  mit  der  grössten  Leichtigkeit. 

Der  zweite  Theil  ^es  vierten  Capitels  entwickelt  noch  einige  Sätse 
ttber  das  Moment  f*  einer  Doppelbelegung,  wenn  das  Potential  W  der- 
selben dne  bestimmte  Bedingung  erfüllen  soll,  a.  B.: 

„Soll  W  auf  der  inneren  Seite  von  s  vorgeschriebene  Wertbe  haben, 
so  ist  hierdurch  fk  vollständig  bestimmt." 

Im  Ahlften  Capitel  setst  der  Verfasser  seine  schon  früher  (in  den 
Ber.  d.  kdnigl.  sächs.  Ges.  d.  Wiss.  1870)  in  ihren  Hauptumrissen  von 
ihm  mitgetheilte  „Methode  des  arithmetischen  Mittels**  ansfUhrlich  aus- 
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einander.  Ks  ist  dies  eine  Methode  —  die  einzige,  die  wir  bis  jetzt 
besitzen  — ,  die  zur  Lösung  der  Fuudameatalaufgaben  der  Elektrostatik 
führt,  die  folgendermassen  laaten : 

„Da»  ausjicre  Problem.  —  Ets  soll  ein  Potential  auf  &ii»»ere 
Punkte  ermittelt  werden,  dessen  Massen  auf  oder  iimerhalb  a 
lii'gcn  und  di'ssen  Wertho  auf  ö  von  daselbst  vorgeschrie- 
benen Werthen  f  nur  durch  eine  unbestimmte  additive  Con- 
a taute  sich  unterscheiden.  * 

Das  Innere  rrobleui.  —  Ks  soll  ein  Potential  auf  innere  Punkte 
^eiunden  werden,  desbon  Massen  auf  oder  ausserhalb  a  liegen 
und  dessen  We r t h e  auf  ö  von  daselbst  vorgeschriebenen  Wer- 
then  /  nur  durch  eiue  uubestimmte  additive  Coust&ute  sieb 
unterscheiden." 

Auf  die  Methode  selbst  und  deren  Begründung  kann  hier  nicht  näher 
eingegangen  wenlcn     Es  sei  nur  l'olgendes  bemerkt: 

I.  Die  Löbuiig  berulit  uul  d<'n  im  vierten  Capitel  entwickelten  Eigen- 
schaften des  Potentials  einer  Dopjtelbelegung  und  liefert  das  gesuchte 
Potential  in  Form  einer  unendlichen  Reihe,  zunächst  als  Potential  einer 
Doppelbelegung,  dessen  Gesammtmasse  mitliin  gleich  Null  ist;  dasselbe 
wird  aller  mit  Hilfe  eines  ()reen'schen  Satze«  sehr  leicht  in  das  Potcn* 
tial  einer  einfachen  lielegunj:  uui^ewnndelt. 

II.  Die  Methode  ist  nur  auf  solche  geschlossene  Flächen ,  resp.  Cur- 
ven  anwendbar,  welch(^  Uberall  convex  oder,  genauer  ausgedrückt,  zwei- 
ten Kauges  und  keine  zweisternigeu  sind,  und  setzt  ausserdem  voraus, 
dass  die  vorgeschriebenen  Werthe  f  auf  a  überall  stetig  sind. 

Unter  einer  Fläche  zweiten  Ranges  versteht  der  Verfasser  eine 
Fläche,  die  mit  einer  unendlich  langen  Geraden,  welche  Lage  man  letz- 
terer auch  zuertheilen  mag,  niemals  mehr  als  zwei  Stellen  gemeinsam 
hat  (wo  das  Wort  ,, Stelle"  ein  Ooutinuum  von  Punkten  bezeichnet, 
einerlei,  ^b  die  Zahl  der  darin  enthaltenen  Punkte  endlich  oder  unenil- 
lieh  gross  ist),  und  unter  einer  zweisternigeu  Fläche  eine  solche, 
welche  zwei  Punkte  von  solcher  Lage  besitzt ,  dass  jede  Tangentialebene 
der  Fläche  durch  einen  dieser  Punkte  geht. 

Der  Verfasser  legt  —  wie  schon  von  uns  erwfthnt  —  mit  Reeht  «n 
grosses  Gewicht  darauf,  dass  man  sich  des  Umfanges  der  Giltigkeit  4ar 
Methode  und  damit  dessen,  was  noch  vermisst^wird ,  klar  bewnsst  sei. 
Er  sagt  in  der.  Vorrede:  „Die  Wichtigkeit  des  vorliegenden  Werket  be- 
steht —  falls  eine  solche  demselben  Überhaupt  beizumessen  ist  —  viel* 
leicht  vorzugsweise  in  den  darin  zu  Tage  tretenden  Lücken,  resp.  in 
der  Anregung,  welche  durch  dasselbe  zur  Ausfüllung  dieser  Lücken  ge- 
geben sein  'iiiSehte.  So  s.  B.  ist  die  im  5.  Capitel  exponirte  Methode 
de0  arithmetischen  Mittels  nur  auf  solche  geschlossene  Flächen  anwendbar, 
welche  ttberall  eonvez  sind.    Sollte  es  in  Zukunft  gelingen  (was  ieh  lange 
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Jahre  vergeblich  angestrebt  habe),  diese  höchst  unangenehme  Einschrän- 
kung durch  eine  geeignete  Moditieatiou  jener  Methode,  resj).  durch  die 
Substitution  einer  neuen  Methode  zu  beseitigen  ,  so  würde  dadurch  nicht 
allein  ein  befriedigender  Beweis  des  D  i  r  i  c  h  1  e  t' 8chen  Princips,  soudern 
zugleich  eine  Position  gewonnen  sein ,  welche  tUr  die  ganze  Theorie  des 
Potentials  von  grösster  Wichtigkeit  wiire." 

Aber  uns  sclieint,  dass  die  Wichtigkeit  des  vorliegenden  Werkes 
doch  auch  ebenso  sehr  in  den  grossen  und  herrlichen  positiven  Kesultatou 
besteht,  die  der  Theorie  -des  l'otentials  daraus  erwachsen,  zu  denen  wir 
in  erster.Linie  des  Verfassers  Methode  des  arithmetischen  Mittels  rechnen, 
wenn  ihre  Brauchbarkeit  auch  nur  für  eine  gewisse  Classe  von  Flächen 
erwiesen  ist. 

III.  Die  Exposition  der  Methode  ist  ein  Muster  einer  klaren  und 
durchsichtigen  Darstellung  schwieriger  und  verwickelter  Untersuchungen, 
während  andererseits  die  Beweisführung  in  Besag  auf  Strenge  Nichts  zu 
wünschen  übrig  läset. 

Den  Schluss  des  Capitels  bildet  die  Anwendung  der  Metliodc  des 
arithmetischen  Mittels  und  zwar  zunächst  auf  das  Problem  der  elcktii- 
schen  Induction,  indem  folgende  Aufgaben,  unter  der  Voraussetzung, 
dass  die  Oberfläche  des  zu  betrachtenden  Conductors  zweiten  Ranges  und 
keine  zweisternige  sei,  mit  Hilfe  jener  Methode  sowohl  für  den  ivaum, 
als  für  die  Ebene  ihre  vollständige  Lösung  finden: 

1.  die  natürliche  Belegung  eines  gegebenen  Conductors  zu  ermitteln} 

2.  es  soll  die  Verthcilung  der  Elektricitätsmenge  Null, 

3.  der  Elektricitätsraengf  V/  auf  einem  isolirten  Couductov  berechnet 
werden,  falls  von  aussen  her  unveränderliche  Kräfte  wirken, 
deren  Potential  /'  gegeben  ist; 

4.  CS  soll  die  elektrische  Vertheilung  auf  einem  zur  Erde  abglei- 
teten Conductor  ermittelt  werden,  falls  auf  denselben  von  aussen 
her  unveränderliche  Kräfte  einwirken,  deren  Potential  ge- 
geben ist. 

Zur  Lösung  der  drei  letzten  Probleme  nach  des  Verfassers  Methudo 
ist  nur  die  Kenntniss  des  Potentials  f  auf  der  Oberfläche  des  gegebenen 
Ctmductors  erforderlich,  während  die  im  folgenden  Capitel  explicirto 
Beer' sehe  Methode  auch  die  Kenntniss  des  F  wenigstens  in  der  unmit- 
telbaren Umgebung  jener  Oberlläclu;  erheischt.  In  B(!zug  auf  die  vierte 
Aufgabe  sei  noch  folgende  Bemerkung  gestattet.  Ist  /'  das  Potential  der 
gesuchten  Belegung,  so  muss  dasselbe  für  alle  Punkte  a  der  Oberfläche 
des  Conductors  otVenbar  der  Gleichung  ^  o  +  ^a  — gfu"g*'"i  «'^'^ 
für  r  die  Bedingung  ergiebt:  Vg—  —  Fa  [wodurch  nach  Theorem 
{A."'")  und  somit  auch  die  Dichtigkeit  der  sich  bildenden  elektrischen 
Schicht  allerdings  vollständig  bestimmt  ist].  Die  Lösung  der  vierten  Auf- 
gabe kommt  also  auf  das  durch  Gauss'  und  Dirichlct's  Uutersuch- 
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ungeii  bekauuto  Problem  zurück:  Dio  Oberfläche  eines  geschlossenen 
Kaumes  soll  derart  mit  Masse  belegt  werden,  dass  das  Potential  der  Be- 
legung in  jedem  Punkte  der  Oberfläche  vorgeschriebene  \Verthe  annimmt. 
Und  darin  besteht  der  grosse  Fortschritt,  den  die  Potentialtheorie  N  c  u - 
mann  verdankt:  während  Gauss  und  Dirichlet  nur  bewiesen  haben, 
datis  eine  solclie  Belegung  immer  möglich  sei,  und  zwar  nur  eine,  hat 
Neumann  zuerst  —  auch  die  schon  erwähnte  Methode  Beer 's  würde 
die  Aufi^abe  nicht  lösen  —  ihre  Dichtigkeit  wirklich  zu  berechnen 
gelehrt  (talls  die  Oberfläche  zweiten  Hanges  und  keine  zweisteruige  ist). 

Es  folgen  weitere  Anwendungen  der  Methode  des  aritli^netischen 
Mittels,  und  zwar  anfelektrodTnunitche  Aufgaben,  unter  denen  beispiels- 
weise die  folgende  erwähnt  werden  möge: 

„Auf  oder  ausserhalb  a  sollen  irgendwelche  Massen  ausgebrettet 
werden,  deren  Potential  ü  auf  der  innem  Seite  von  9  d<jr  Bedingung 
^  ü 

entsiiricht:  — -  =     wo  v  die  innere  Normale  und  die  f  vorgeidiriebeDe 

Werthe  beaeiebneo"  — 
eine  Aufgabe,  die  sieh  aneh  so  aussprechen  lisst: 

„Es  soll  die  VertheOnng  des  elektrischen  Stromes  in  einen  homo* 
genen  Gonductor  bestimmt  werden,  falls  die  Einströmungen  an  der  Ober- 
6ttehe  des  Gonduetors  allenthalben  gegeben  sind." 

Das  sechste  Capitel  zerfällt  in  zwei  Theile.  Der  erste  Theil  behan- 
delt nach  der  Beer  sehen  Methode  (Poggendorf f's  Annalen  Bd.  98: 
Allgemeine  Methode  zu  Bestimmung  der  elektrischen  und  magnetischen 
luductiou) ,  die  der  Verfasser  in  der  Einleitung  wörtlich  mittheilt,  das 
Problem  der  elektrischen  Induction.  Hier  besteht  das  grosse  Verdienst 
des  Verfassers  dariu,  dass  er,  nachdem  die  Unsicherheit  der  Boer'schen- 
Argumentation  von  ihm  hervorgehoben,  zeigt,  das«  die  von  Beer  ge- 
gebenen Kntwickelungen  in  der  That  convorgent  und  biaucbbar  sind  für 
den  1'  a  1 1 ,  dass  die  0  b  e  r  1 1  ä  c  h  e  des  i  n  d  u  c  i  r  t  e  u  Körpers  zwei- 
ten Ranges  und  keine  zweisteruige  ist.  Zum  Schluss  wird  noch 
nachgewiesen,  dass  die  Beer'sche  Methode,  auf  jene  beiden  Fundameu- 
talprobjenie  der  Elektrostatik,  das  äussere  und  innere  Problem,  angewandt, 
keines  dieser  beiden  Probleme  wirklich  zu  lösen  vermag,  sondern  nur 
das  eine  auf  das  andere  reducirt.  Der  zweite  Theil  behandelt  das  Pro- 
blem der  magnetischen  Induction  nach  der  Beer' sehen  Methode. 
Nachdem  der  Verfasser  auch  hier  nachgewiesen,  dass  die  Resultate  der 
Beer' sehen  Methode  keinem  Zweifel  unterliegen,  sobald  die  Oberfläche 
des  inducirten  Körpers  zweiten  Ranges  und  keine  zweisternige  ist,  geht 
er  noch  einen  bedeutenden  Schritt  weiter,  indem  er  auf  eine  äusserst 
scharfsinnige  Weise  zeigt,  dass  jene  Resultate  auch  fUr  jede  beliebige 
Fläche  gelten,  falls  uur  eine  dem  inducirten  Körper  eigenthiimliche  Cou- 
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BtoBte  eine  gewine,  dnreb  die  Natnr  der  Fliehe  bedingte  Greese  nicht 
tibeiaehreitet 

Auch  in  diesem  Capitel  maoifestirt  sich  die  dem  Verfasser  eigene 
Klarheit  und  Gründlichkeit. 

Das  siebente  Capitel  enthält  eine  weitere  Entwickclung  der  Theorie 
der  Doppelbelegnngen :  wfthrend  das  Tierte  Capitel  sich  hauptsächlich  auf 
den  Fall  beschränkte,  dass  die  Corre  oder  Fläche  0,  auf  welcher  eine 
Doppelbelegnng  ausgebreitet  sein  soll,  geschlossen  ist,  wird  nunmehr 
auch  der  Fall,  dass  9  nicht  geschlossen  ist,  einer  grandlichen  Untersuch- 
ung unterzogen.  Der  Verfasser  beschränkt  sich  hier  allerdings  auf  Be- 
trachtungen in  der  Ebene,  indem  er  bemerkt,  dass  die  Untersuchungen 
im  Baume  im  Gänsen  in  ähnlicher  Weise  verlaufen  würden. 

Diese  Untersuchungen  finden  ihre  Verwerthunp:  im  achten  Capitel, 
welches  die  Theorie  t,der  kanonischen  Potentialfunctioucn''  behandelt. 

1.  Der  Verfasser  stellt  die  Frage  anf,  ob  die  im  ersten  Capitel  auf- 
gestellten Theoreme  {A,*^'')  und  (•^*^),  bei  denen  die  auf  a  yorgeschrie- 
benen  Warthe  es ^  stillschweigend  als  stetig  vorausgesetst  sind,  auch 
noch  flHr  unstetige  / gelten.  Zunächst  wird  bemerkt,  dass,  wenn  in  einem 
Punkte  g  der  Linie  c  —  der  Verfasser  beschränkt  sieh  auch  hier  auf  die 
•Ebene  —  von  beiden  Seiten  verschiedene  Werthe  fi  und  susammen- 
stossen,  durch  diese  Werthe  von  /  die  Grenswerthe  von  V  nur  unvoU- 
kommea  gegeben  seien,  indem  man  nicht  wisse,  ob  in  g  das  oder  das 
oder  ▼ielleicht  irgend  eine  dritte  GrSsse  als  Grenswerth  ansuseben 
sei;  die  an  V  gestellten  Anforderungen  seien  daher  ifgend  einer  Modi- 
iication  bedürftig.  Zu  dem  Ende  werde  um  jeden  einseinen  Differens- 
punkt  ff  eine  kleine  Rreisperipherie  »-f  i  besehrieben,  wo  se  den  auf  K, 
l  den  auf  ^  gelegenen  Krdsbogen  vorstellen  soll;  der  ausserhalb  aller 
dieser  Kreisperipherien  befindliche  Theil  von  0  werde  mit  t  beseichnet. 
Der  Verfasser  seigt  nun«  dass  diejenige  Function  Wm  eindeutig  bestimmt 
sei,  welche  folgenden  drei  Bedingungen  genügt: 

I.  Die  Function  W  soll,  a  b  e  s  e  h  c  n  von  einer  additiven 
Constanten,  das  Potential  irgendwelcher  ausserhalb  21,  resp. 
anf  der  Grense  von  %  ausgebreiteter  ^Massen  von  der  Summe 
Null  8 ein. 

II.  Die  Function  TT  soll  auf  t  die  vorgeschriebenen 
Werthe  /  besitsen:  Wx^fx%  wie  weit  man  die  Kadien  der  % 
auch  verkleinern  mag. 

III.  Sind  ft<fi  die  Werthe  der  f  in  irgend  einem  Punkte 
9,  so  sollen. die  Werthe,  welche  W  auf  dem  sugeh6rigen 
Kreisbogen  *  besitst,  der  Formel  entsprechen: 
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wo  <(»).eiDe  positive  GrdBse  vorstellt,  welehe  durch  Verklei- 
nemDg  des  Radius  von  x  beliebig  klein  gemacht  werden 
kann.    Diese  BedinguDg  soll  erfüllt  sein  für  jeden  der  Punkt«  g. 

Diese  Function  TT  nennt  der  Verfasser  die  den  Werthen  /"ent- 
sprechende kanonische  Potentialf anction  des  Geblotcs  'H. 
Liest  man  in  jenen  drei  Bedingungen  statt  9t,  a,  x  resp.  überall  3,  t,  A, 
so  erhftit  man  die  Definition  der  (gleichfalls  eindeutig  bestimmten]  den 
Werthen  f  entsprechenden  kanonischen  Potentialfnnetion  W 
oder  Wi  des  Gebietes  ^. 

2.  Es  werden  die  allgemeinen  Eigenschaften  der  kanonischen  Poten- 
tialfunctionen  aufgestellt,  von  denen  die  erste  eben  die  ist,  dass  sie, 
wenn  die  f  gegeben  sind,  eindeutig  bestimmt  sind. 

3.  Was  die  wirkliche  Berechnung  der  kanonischen  Potential» 
function  für  vorgepchriobene  Grenzwerthe  /"betrift't,  so  wird  hervorgehoben, 
dass  dieselbe  für  stetige  /  offenbar  gleicbbedentend  sei  mit  der  Lösnn^ 
des  im  fünften  Capitel  behandelten  äusseren  nnd  inneren  Problems. 
Darauf  zeigt  der  Verfasser  aber  noch,  dass,  wenn  irgend  eine  Me- 
thode bekannt  ist  snr  Bildung  der  kanonischen  Potential- 
functionen  für  stetige  Grenzwerthe,  man  dieselben  auch  für 
solche  Grenzwerthe  zu  bilden  vermag,  die  mit  beliebig  Tie- 
len  Differenzpunkten  behaftet  sind. 

In  der  Einleitung  zum  neunten  Capitel  setzt  der  Verfasser  an  einer 
bestimmten  Aufgabe  die  Murphy 's  che  Methode  auseinander,  die  Pro- 
Menie  der  Elektrostatik  für  ein  System  von  beliobig  vielen  Conductoren 
auf  die  entsprocheiulcn  Probleme  zu  reduciren,  bei  denen  nur  Ein  Con- 
dnctor  auftritt,  und  bemerkt  «lazu.  dass  dieso  Methode  auf  zwei  Sätzen 
beruhe,  welche  nur  tiir  <len  Kaum,  nicht  für  die  Ebene  gelten,  dass  mit- 
hin die  M  u  r p  Ii  y ' sehe  Methode  auf  die  Probleme  der  Ebene  nicht  an- 
wendbar sei.  Darauf  theilt  der  Verfasser  eine  etwas  andere  Methode  mit, 
welche  ebenso  auf  die  Probleme  der  Ehene,  wie  des  Raumes  anwendbar 
ist  (weshalb  er  sich  auf  die  Ebene  besciiränkt),  indem  er  —  worauf  es 
hier  ofl'enhar  nur  ankommt  —  folgende  Aufgabe  löst: 

Es  seien  a  und  ß  zwei  jijeschlosseneCurven  und  aufden- 
selben  i  r  g  e  n  d  w  e  1  c  h  e  G  r  e  n  z  w  e  r  t  h  e  vorgeschrieben:  diejenige 
kanonische  Potentialfnnetion  der  von  a  und  ß  begrenzten 
riaelie  zu  finden,  welche  auf  a  und  ^  jene  vorgeschriebenen 
Wertlie  besitzt. 

Diese  Aufgabe  wird  zunächst  für  den  Fall  gelöst,  dass  jede  dieser 
beiden  ('urven  ganz  ausserhalb  der  andern  liegt,  und  daraiif  —  nach 
zwei  verschiedenen  Methoden  sogar  —  auch  für  den  Fall,  dass  u  und  ß 
sich  schneiden.  Es  sei  über  diese  Methoden  nur  bemerkt,  da.s8  sie 
auf  der  im  vorhergehenden  ('apitel  vdi getragenen  Theorie  der  kanoni- 
schen Potenttalfunctionen   beruhen  und  dass  dabei  vorausgesetst  wird. 
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dan  ifgond  eine  MeCbode  bekaimt  tei  nr  Bildung  der  kanoni«e1ien  Po« 
tentialfnnetion  einer  nnr  Ton  Einer  Cnrre  begrensten  FiSche  für  be- 
Uebig  Yorgeiebiiebene  Greniwertbe.  Anwendungen  auf  bestimmte  Probleme 
der  Elektrostatik  giebt  der  yerfasser  aiebt,  was  aneb  niebt  so  sehr  wfln- 
sebenswertb  an  sein  sebeint,  nachdem  im  fünften  Capitel  mit  Hilfe  der 
Methode  des  arithmetiachen  Hittels  die  anf  Einen  Condnetor  besttgliehen 
Probleme  ansfttbrlieb  behandelt  sind. 

Der  „Anbang"  entbiüt  eine  Reprodnction  nnd  Erweitemng  uniger 
Untersttchnngen  yon  Green  nnd  Thomson. 

Green  {An  Essay  de.,  Art.  5  n.  6)  stellt  Aber  die  anf  einer  leiten- 
den, snr  Erde  abgeleitetim  Oberfliehe  e  durch  einen  im  Innern  derselben 
befindlieben  Hassenpnnkt  von  der  Hasse  Eins  indncirte  Belegung  fol- 
gende beiden  SStse  anf: 

1.  Das  Potential  irgendwelcher  ausserhalb,  resp.  auf  a  ausgebreiteter 
Massen,  welches  auf  a  die  Werthe  fa  besitzt,  hat  in  irgend  einem  inner- 
halb der  Oberfläche  befindlichen  Punkte  t  den  Werth 


wo  (p)  die  Dichtigkeit  jener  Belegung  bezeichnet. 

2.  Der  Werth  des  Potentials  jener  inducirten  Belegung  in  irgend 
einem  innerhalb  der  Oberfläche  befindlichen  Punkte  /  ist  gleich  dem 
Werthe  des  Potentials  der  durch  einen  in  J  be  findlichen  Massenpunkt  von 
der  Masse  Eins' auf  a  inducirten  Belegung  in  dem  Punkte  i. 

Green  bemerkt,  dass  analoge  Sätze  für  den  Fall  gelten,  daes  der 
indacirende  Massenpunkt  ausserhalb  der  Oberfläche  liegt. 

Die  Neumann 'sehen  Erweitemngen  dieser  Green'schen  Unter- 
snehnngen  bestehen  im  Wesentlichen  in  Folgendem:  Es  wird  auch  die 
einem  äusseren  Punkte  or  entsprechende  NuUbelegang  in  Betracht 
gezogen,  d.  i.  diejenige  Belegung,  welche  die  Gessmmtmasse  Nnll  hat 
und  für  alle  inneren  Punkte,  abgesehen  yon  einer  additiven  Constanten, 
ftquipotential  ist  mit  einer  in  «  concentrirten  Masse  Eins,  nnd  in  Bezug 
anf  dieselbe  geaeigt:  1.  wie  man  ihre  Dichtigkeit  aus  den  Dichtigkeiten 
der  dem  änsseren  Paukte  o  entsprechenden  Oreen' sehen  Belegung  nnd 
der  natürlichen  Belegung  finden  kann;  2.  dass  auch  das  Potential  der 
Nnllbelegung  in  Bezug  anf  zwei  äussere  Punkte  n,  et  symmetrisch  ist. 
Analoge  Sätze  gelten  für  die  einem  innem  Punkte  entsprechende  Null- 
belegung. Femer  zeigt  der  Verfasser,  wie  sich  folgende  Aufgaben,  unter 
der  Voraussetzung,  dass  die  den  Green'schen  Belegungen  für  einen 
änsseni ,  rejp.  innem  Punkt  entsprechenden  Dichtigkeiten  belunnt  seien, 
iQsen  lassen: 

1.  Ks  soll  das  P«)tential  V,,  irgendwelcher  innerhalb  oder  auf  c 
ausgebreiteter  Blassen  von  der  gegebenen  Summe  M  ermittelt  werden, 
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welches  anf  c  von  daselbst  Torgeschriebenen  Werthen  nur  dmeh  eine  an- 
bestimmte  additive  Conatante  sieh  nnterscbeidet. 

2.  Eine  gegebene  Mtase  M  soll  anf  der  Conre  oder  Fliehe  «  m 
solcher  Weise  ausgebreitet  werden,  dass  das  Potential  dieser  Belegnng 
anf  tf  selber  von  gewissen  daselbst  vorgeschriebenen  Werthen  nnr  dmeh 
eine  nnbestimmte  additive  Conatante  differirt. 

Endlieh  sei  hier  noch  folgender  Sata  genannt,  der  insofern  ein  be- 
sonderes Interesse  darbietet,  als  er  einer  der  wenigen  £Ultse  ist,  die  nar 
fUr  das  New  tonische  Potential  im  Ranm,  nicht  für  das  logarithmisdie 
Pot^tial  in  der  Ebene  gelten:  „Die  auf  einem  anr  Erde  abgeldt^ea 
Condnctor  durch  einen  elektrischen  Massen  punkt  tt  von  der  Masse  (—1) 
inducirte  Belegung  ist  ihrer  Gesammtmass«  nach  stets  kleiner  als  L** 

Zum  8chluss  giebt  der  Yerfosser  eine  ungemein  klare  AQseinande^ 
setsung  der  Thomson^schen  Metbode  der  sph&risehen  Spiege- 
lung und  entwickelt  die  damit  ausammenhängenden  bekannten  Sltse 
Aber  das  New  ton*  sehe  Potential  im  Baume,  um  dann  au  aeigen,  wie 
mit  Hilfe  jener  Methode  auch  fttr  das  logaTithmische  Potential 
in  der  Ebene  die  analogen  Sfttae  sieh  aufstellen  lassen. 

Nach  dieser  Skizzirung  des  Überaus  reichen  und  interessanten  In- 
halts führen  wir  die  wenigen  Stellen  an,  die  wir  entweder  etwas  anders 
gewünscht  hätten  oder  denen  ein  offenbarer  Irrthnm  zu  Grunde  liegt. 

Wir  haben  im  Eingang  als  einen  grossen  Vorzug  des  Nonmann- 
schen  Werkes  liorvorgchoben ,  dass  überall  die  Voraussetzunf^pn  und  Ein- 
Kclirankungen  genau  angegeben  werden,  denen  die  aufgestellten  Sätze 
und  Fortnein  unterliegen.  Allein  Avenn  wir  nicht  irren,  so  hat  der  Ver- 
fasser die  Giltigkeit  einiger  Sätze  abhängig  g:emacht  von  Voraussetzungen, 
die  in  der  That  niclit  erfüllt  zu  sein  brauchen.  Auf  diesen  Punkt  sind 
die  folgenden  Ausstellungen  hauptsachlich  zurückzuführen. 

R.  70.    Der  ,, zweite  Beweis"   Kchoint  nicht  ganz  correet  zu  sein.  ■ 
Derselbe  müsste  von  der  letzten  Zeile  auf  S.  79  incl.  an  etwa  so  lanten: 

Zerlegen  wir  das  elektrische  Gesammtpotential  V  in  zwei  Tlit  ile: 
V=W-\-Si^  indem  wir  unter  den  von  den  Belegungen  der  beiden 
(Jrenzflächen  des  Raumes  'S  herrührenden  Theil  verstehen,  so  ist  nach 
8)  VV^  constant  in  allen  Punkten  des  schalenförmigen  Condnctnrs. 
Hieraus  folgt  (nach  einem  früheren  Satze,  H.  47),  dass  TV' und  5i  in  jenem 
Gebiet  einzeln  constant  sind.  Ferner  ist  nach  einem  Greea'Bchen  Satse 
[(42«),  S.21]: 

wo  A'  die  äussere  Normale  der  Fläche  .<t  u;id  M  die  Summe  der  Massen 
jener  beiden  Belegungen  der  Grenztiache  ©  bezeichnet.  In  dieser  For- 
mel ist  nun  aber  die  linke  Seite  =0,  weil  H  in  allen  Theilen  des  scba- 
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lenfürmigcn  Conductors  constant,  mithia  r^v  daaelbst  =0  ist.  Somit 
folgt  M=0. 

S.  130  Z.  9  linlcs  ist  ^  statt  ^  zn  lesen. 

S.  157.  Zweiter  Satz.  Wir  würden  bei  diesem  Satse  die  Vor- 
anssetznng,  dass  das  Potential  W  einer  anf  a  ÄUggebreiteten  Doppel- 
belegQDg  für  alle  Punkte  a  constant  sein  soll,  dahin  einschränken« 
dass  Wanf  der  Knssern  Seite  von  a  constant  sein  soll.  Denn  hieraus 
folgt  [vergl.  22),  S.  38  nnd  4),  S.  157],  dass  W  für  alle  Punkte  a  con- 
stant und  zwar  =0  ist.  üer  Anfang tles  Beweises  müsste  dann  so  lauten: 
Aus  der  Voraussetzung  W^t^^  Const,  folgt  [vergl.  22),  S.  38  und  4),  S.  157] 

Witt  =       «  =7  0   U.  8.  W. 

S.  158.  Dritter  Sats.  £•  genOgt  auch  hier,  vorauszusetzen,  dass 
W  anf  der  innem  Seite  von  9  constant  seL  Der  Beweis  würde  dann 
SO  anfangen;  Aus  der  Voraussetzung  Wu^Consl^^K  folgt  [30),  S.  41] 

Wi=tConsi,=i      und  datfaus  — r — ^  =  0  u.  s.  w. 

ov 

S.  159.  Die  dorn  vierten  Satz  beigefügte  Restriction  „ausser  Im 
singulären  Falle''  kann  vegfallen.    Dietf  ergiebt  «ich  leicht,  wenn 

man  bedenkt,  dass  ja  die  OesAmmtmasse  einer  Doppelbelegung  stets  sO 
ist  [vergl.  4),  S.  157].  Dem  Schlüsse  des  Beweises,  von  den  Worten: 
„Hieraus  aber  folgt"  an,  würden  wir  dann  folgende  Fassung  geben: 
„Hieraus  aber  folgt,  dass  dieses  Potential  für  sftmmtliche  Punkte  n 
Null  ist  [22) ,  S.  38  und  4) ,  S.  157] ;  und  hieraus  folgt  weiter  [mit  Rttck> 
sieht  auf  5)]  /ti  —  fi'«  Covsl.    VV.  z.  b.  w." 

Hat  aber  der  zweite  Satz  5)  die  von  uns  vorgeschlagene  Fassung 
bekommen,  so  können  wir  im  Beweise  des  vierten  Satzes  nach  dem  ersten 
Punkte  einfach  so  fortfahren :  „Hiermns  folgt  aber  [mit  Kücksicht  auf  5)] 
^  —  yL— Const.    W.  z.  b.  w^." 

Die  Restriction  S.  117  Z.  21:  „abgesehen  von  dem  schon  frtther  er- 
wähnten singulftren  Falle"  ist  somit  auch  hinfällig. 

S.  159.  Im  Beweis  des  fünften  Satzes  können  die  Worte:  „Hier- 
aus aber  folgt,  dass  dieses  Potential  Null  ist  für  säromtliche  Punkte  i 
[Theorem  (7."*')  S.  105 j"  in  Hinsicht  auf  die  von  uns  vorgeschlagene 
Fassung  des  dritten  Satzes  wegfallen.  Abgesehen  hiervon,  würden  wir 
an  dieser  Stelle  statt  Theorem  (7°*»)  lieber  citiren  30),  S.  41. 

S,  170  Z.  13  ist  die  Stolle:  ,,odor,  was  das.selbe,  cJ^^oJ  —  4<,  =  pos." 
zu  streichen;  denn  cJ,  ist  d  e  r  D  e  f  i  n  i  t  i  o  n  nach  stets  positiv,  auch 
wenn  einige  Elemente  iV/ö),  negativ  wären,  g  also  nicht  zweiten  Ranges 
wäre.  In  dem  folgenden  Satze:  „Denn  nach  einer  bekannten  Formel" 
u.  8.  w.  muss  demnach  das  Wort  ,,denn"  gestrichen  werden.  In  dem 
darauf  folgenden  Satze   würden   wir  zwischen  „dass"  und  „für  jede 

Hlrt.-Ut.  Abthlg.  d.  Z«lUohr.  f.  Mfttta.  n.  Phyt.  XXm,  ft.  18 
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Lage"  die  Worte:  „f&r  eine  Cnrre,  resp.  Fliehe  sweiten  Reagee**  ein- 
schalten. 

8.  183.  Die  unter  22)  nufgestellten  vier  Belatiouen  gelten  aneh, 
wenn  die  unmittelbar  vorher  gemaclite  Voranssetsnng,  dass  die  Fläche  d 
keine  sweiatemige  sei,  nicht  crrüllt  ist.  Die  aweita  dieser  vier  Belatio- 
nen  ist  sogar  auch  von  der  Voranssetznng,  dass  0  iweiten  Raagee  smn 
soll,  unabhtngig.  Es  wKrc  zweckinfissig,  die  Voraossetiang  der  Zwei- 
sternigkeit  erst  Ton  S.  115  Z.  16  an  eintreten  an  lasfen,  da  allo  Jbia 
dahin  gemachten  Entwickelnngen  aneh  nnabhSogIg  tob  dieser  Voraus- 
setsnng  gelten. 

8.  191.  Verfolgt  man  die  AlAeitnng  des  Saties  59)  genan,  so  wird 
man  finden ,  dass  von  der  Voranasetanng,  dass  die  Fliehe  «  keine  twei- 
stemige  sei,  nirgends  Gebrauch  gemacht  ist.  In  dem  8atae  (Z.  18 flg.): 
„Bei  AUeitnng  dieses  8ataea  ist  indessen  voransgesetat,  dass  die  Fliehe  « 
aweiten  Banges  und  keine  aweisternige  sei"  sind  demnach  die 
Worte  „nnd  keine  xweistemige**  an  streichen.  Uebrigens  ist  dies  Ar  die 
Folge  von  keinem  Belang.  ^ 

a  242  Z.  12  ist  an  lesen  xf^T^  statt  V\T^, 

8.  260  kt  22)  zn  citiren  statt  21). 

S.  289  ist  23)  zu  citireu  statt  24). 

In  der  Notp  auf  S.  209  ist  der  .Sachverhalt  olVcnbar  vertauscht ,  denn 
einen  solchen  Fall,  wo  ein  Theil  von  5U  über  die  Schenkel  dos  Winkels/ 
hinübergreift,  haben  wir  ofi'enbar  in  der  Figur  auf  S.  296. 

In  der  Aufgabe  auf  S.  343  vermissen  wir  die  in  ähnlichen  FMlIen 
Uberall  hinzugefügte  Bemerkung,  dass  die  gesuchte  Belegung  eindeutig 
bestimmt  sei;  dies  ergiebt  sich  aus  (5."''''),  S.  43. 

In  der  Note  S.  346  ist  irrthümlich  citirt  (J."*')  statt  {S."^^). 

In  der  ersten  und  zweiton  Aufgabe  S.  352  würden  wir  lieber 
sagen:  ,,Es  soll  das  Potential"  u.  s.  w.  anstatt:  ,,Es  soll  ein  Potential". 
(Vci^l.  den  vortrete" liehen  Aufsatz  von  Sturm:  „Ueber  mathematische 
Incorrectheiten"  in  Hoffmann's  Zeitschrift  1.  Jahrg.,  Heft  4.)  Denn 
wie  der  Verfasser  selbst  bemerkt,  ist  das  gesuchte  Potential  eindeutig 
bestimmt.    Dasselbe  gilt  von  der  ersten  Aufgabe  S.  354. 

In  der  sweiten  Note  auf  S.  354  würden  wir  statt  (^.*^  lieber  (5.*^) 
citiren. 

Im  historischen  Interesse  endlich  hätten  wir  gewünscht,  dass  der 
Verfasser  im  Anbang  in  Bezug  auf  die  „Erweiterung  einiger  Green- 
schcn  Untersuchungen"  angegeben  hätte,  was  von  Green  herrülirt  und 
worin  die  von  ihm  gegebene  Erweiterung  besteht,  wie  er  es  sonst  uberall 
ausführlich  gethan  hat,  so  namentlieh  im  vicrtni ,  8«>chsten  und  achten 
Capitel  in  Bezug  auf  die  betreffenden  Untersuchungen  von  Uelmholts, 
Beer  und  Murphy. 
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Zum  Scklnss  sei  Allen,  die  sich  für  diu  Poteutialtheorie  iuteressireni 
sowie  «llea  Frennden  einer  schönen ,  lichtvollen  and  prXciMB  Daisiellang 
schwieriger  theoretischer  Untersuchuni^'cn  und  einer  strengen  Beweis- 
ftlhrung  das  Neumann'sche  Work  aui  d&»  Angelegentlichste  empfohlen. 
Der  Verfasser  bat  es  uns  leicht  gemacht,  ihm  stt  folgen. 

Schleewig,  im  Deoember  1877.  F.  Gbobi. 


Anfangsgründe  der  Physik  für  den  Unterricht  iu  den  ulKTen  riasstMi  der 
Gymuasieii  und  Kealschnlen ,  sowie  zur  Selhstbcleln  ung.  Von 
Kaui.  Kori  K,  Professor.  14.  Aufl.  Bearhcitet  vim  Dr.  W.  Dahl, 
Oberlehrer  am  Realgymnasium  zu  Braunschwuig.  Essen^  Bädeuker. 
1876. 

Der  Gcsammtt'indnick ,  welchen  mau  bei  Durchlesung  dieses  Buches 
orhiilt,  ist  insofern  ein  ungünstiger,  als  man  durchaus  die  Präcision  und 
Klarheit  der  Darstellung  vermisst,  welche  wir  für  unerlässliche  Eigen- 
tichaften  jedes  Schulbuches  halten.  Auch  fehlt  es  nicht  an  Ungenauig- 
keiten  und  Ungeschicklicbkeiten ,  welche  in  Verbindung  mit  der  groben 
Vernachlässigung  der  Anlorderungen  eines  guten  Styls  zu  dem  Urtheil 
führen,  dass  dieses  Buch  seiuem  Zwecke,  ein  Bilduugsmittel  für  Schüler 
höherer  Ijchranstalten  zu  sein,  keineswegs  entspricht. 

Schon  die  Einleitung  ist  bedenklich.  Nachdem  y>\r  in  §  1  erfahren 
haben,  dass  ein  Naturgesetz  ein  Satz  sei,  „welcher  aussagt,  dass  ein 
Naturkörper  unter  gewissen  Bedingungen  bestimmte  Veränderungen  er- 
fahrt", und  die  Physik  die  Ijehre  von  den  Naturgesetzen  genannt  ist, 
heisst  es  in  §  2:  Wenn  wir  auch  annehmen,  dass  der  Schöpfer  die  Natur 
Uiich  unwandelbaren  Gesetzen  geordnet  hat,  so  sind  wir  doch  un- 
endlich davon  entfernt,  auch  nur  eines  dieser  Gesetze  er- 
kannt zu  haben.  Was  heute  noch  für  uns  als  Naturgesetz 
gilt,  kann  morgen  schon  durch  neuere  Erfahrungen  seine 
üiltigkeit  verloren  haben. 

X  Wer  Naturgesetz  so  allgemein  deüuirt  bat,  dem  giebt  selbst  Demuth 
und  Bescheidenheit  nicht  das  Recht  zu  solchen  Phrasen,  wenn  er  anders 
im  Sinne  hat,  unter  dem  vertraulichen  „wir^^  mehr  als  die  eigene  Per- 
son zu  verstehen. 

Ferner;  Viele  unserer  sogenanuten  Naturgesetze  sind  ein 
höchst  unvollkommener  Ausdruck  .der  wirklich  stattfinden» 
d  e  n  E  r  s  c  h  c  i  u  u  u  g  e  u. 

Als  Beispiel  koiiintt  nun  Das,  was  der  Verfasser  die  Gesetze  vom 
freien  Fall  zu  nennen  sich  erlaubt,  die  er  als  höchst  unvollkom- 
mene Ausdrücke  bezeichnet,  weil  sie  nicht  den  Fall  im  lufterfüUteu 


Digitized  by  Google 


160 


Historisch -lUerarkclie  Abtheilang. 


Raumo  darstellen  and  weil  sie  der  Zan&bme  der  Fallbeschleanigung  nicht 

Rechnung  tragen! 

Den  allgemeinen  Ausdruck  für  die  Bewegung,  welebe  mit  consUnter 
Beschleunigung  vor  eich  geht,  ein  unveUkommenes  Natnrgesot/  zu  nennen, 
weil  es  Fälle  giebt,  auf  die  er  nicht  passt,  das  nenne  ich  denn  doch  die 
Begriffe  völlig  verwirren  und  eine  Wissenschaft,  welche  gerade  durch 
die  Umsicht  ihrer  Methode  und  die  Sicherheit  ihrer  Forschungsresultate 
sich  vor  anderen  den  Namen  der  exaeten  erworben  bat,  in  heiUoMr 
Weite  diaoreditiren. 

Besflglieh  des  Übrigen  Inhalts  mnss  icb  mich  auf  Erwkhnnng  einiger 
der  hanptsäcbliehsten  nnd  gefllhrllehsten  Verstösse  bescbrinken. 

8.  9,  §  12  wird  definirt:  „Elastieltftt  ist  die  Eigenschaft  eines  Kör- 
pers, dass  er  bei  Einwirkung  äosserer  Kräfte  eine  VerSndemng  io 
Lage  seinem  Theile  erfthrt,  bei  nachlassendem  Dmcke  oder  Zage  aber 
seine  Gestalt  wieder  bersteilt.'*  Nachdem  dann  erwllhnt  ist,  dass  es  toU« 
kommen  elastische  Körper  nicht  giebt,  heisst  ee  weiter:  „Die  voll- 
kommenste  ElasticitSt  neigen  die  Inftförmigen  Körper." 

Diese  Körper  stellen  also  am  Tollkommensten  ihre  Gestalt  ine- 
der  ber? 

Im  Binne  der  Definition  (die  nnr  anf  feste  Körper  passt)  sind  die 
Gase  nnd  Flüssigkeiten  gar  nicht  elastiseb.  '  Wird  ihnen  aber  Elastidtlt 
zugeschrieben,  insofern  sie  ihr  Yolnmen  wieder  herstellen,  dann  sind 
sie  offenbar  beide  gleich  und  swar  Tollkommen  elastisch. 

S.  17,  §  IS  heisst  es:  Die  Kräfte,  welche  Bewegung  hervor- 
bringen, können  momentan  oder  continuirlich  wirken.  Als  eine 
momentan  wirkende  Kraft  können  wir  den  Stoss  ansehen. 

Eine  momentan,  d.  h.  eine  unendlich  kleine  Zeit  hindurch  wirkende 
Kraft  kann  einem  Körper  eine  endliche  Geschwindigkeit  weder  verleihen, 
noch  entziehen ,  was  doch  beim  Stoss  geschieht.  Die  Momentankräfte 
haben  lediglich  die  Bedeutung  von  Fictionen ,  welche  man  nach  der  von 
Galilei  gegebenen  Anleitung  zum  Zwecke  theoretischer  Speculation 
macht,  um  sie  schliesslich  (durch*  den  Uebergaug  zur  Grenze)  wieder  auf- 
zugeben. Eine  reelle  Bedentnng  kommt  ihnen  nicht  zu;  vielmehr  ist  et 
von  höchster  Wichtigkeit,  den  Schüler  zn  belehren,  dass  jede  endlidie 
Wirkung  nur  in  endlicher  Zeit  zu  Stande  kommt. 

S.  30,  §24  versteigt  sich  der  Verfasser  zu  einer  Berechnung  des 
Wind  drucks  auf  schief  entgegenstehende  Flächen,  welche  er  nach  zwei 
anderen  unglücklich  gewählten  als  Beispiel  zur  Erläuterung  der  Kräfte- 
Zerlegung  anführt. 

Dabei  übersieht  er,  dass  mit  dem  Neigungswinkel  («)  der  Flügel- 
ebene  gegen  die  Axe  sich  zugleich  auch  die  auf  die  Flügel  trofleude 
Luftmasse  ändert  und  in  seinem  Öiune  die  betreffende  trigonometrische 
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Fanetion  nicht  eo»atin«^  sondern  eo^tamu  werden  mnss,  wdebe  leUt«re 
ihr  Hazininni  nicht  bei  45^  hat. 

Da  übrigens  das  Problem  selbst  noch  seiner  endgiltigen  Lösung  ent- 
gegenharrt, so  ist  es  mindestens  ungeschickt,  dasselbe  mit  falscher  Lö- 
sung in  ein  Schnlbneh  an  ses^sen. 

8.59,  §  39  steht  der  merkwürdige  Satz:  ,,Wir  haben  im  Vorher- 
gebenden gesehen,  dass  eine  momentane  Kraft  eine  gleich- 
fürmige  Bewegung  hervorbringt.** 

S.  02,  §  53  stt  ht  die  geistreiche  Anmerkung:  Aräometer  ,,vi»n  «patoc, 
leicht,  weil  man  ^tMvöhnlich  hei  der  Bestimmung  des  specifi' 
sehen  Gewichts  nur  kleine  Massen  verwendet*'. 

S*  102,  §  61  wird  die  Ansicht  vorgetragen,  dass  das  Gefässbarometer 
weniger  genane  Kesnhate  gebe,  als  das  Heberbarometer,  während  doch 
die  Normalinstrumente  der  Phynker  und  Meteorologen  GefKssbaro- 
meter  sind.  Dem  Verfasser  ist  die  Fortin*sche  Construction  wohl  ebenso 
nnbekannt,  wie  die  Fehlerquellen  des  Heberbarometers? 

8.  120,  §  77  erhalten  wir  ein  Beispiel  von  der  das  Werk  ausseich« 
nenden  Prftcision:  „Am  yolIsUhidigsten  wird  eine  Flüssigkeit  durch  an- 
haltendes 8ieden  von  den  in  ihr  enthaltenen  Gasen  befreit  Aehn- 
liches  findet  beim  Frieren  statt." 

iS.  122,  §  77.  Nach  Erwähnung  des  Versuchs,  bei  welchem  ein  Blatt 
Papier  durch  den  Hussorfn  Luftdruck  gegen  eine  durch  Blasen  verdünnte 
Liiftschicl^J  gedrückt  wird  (wobei  gelegentlich  die  beiden  Physiker  Cle- 
ment und  Desormes  in  einen  einzigen  Clement  Desormes  ver- 
schmolzen werden),  folgt  ein  neuer  Absatz  dieses  iDhaltH: 

„Vielleicht  beruht  das  Fallen  des  Barometers  bei  Stürmen  auf 
einem  ä  h  n  1  i  c  h  <•  n  G  r  u  n  d  e. '* 

Welche  wissenschaftliche,  didaktische  oder  pädagogische  Bedeutung 
hat  dieser  SatzV 

S.  212  lesen  wir:  it^iu  minder  hoher  Gegenstand  kann  Jedoch  einer 
schief  stehenden  Gewitterwolke  näher  sein,  als  ein  höherer,** 

8.  230:  „LSsst  man  den  8trom  einer  wirksamen  Batterie  durch 
einen  dttnnen  Draht  gehen,  so  erhitzt  sich  derselbe.  Diese  Erhitanng 
ist  (unter  ftbrigens  gleichen  UmstHnden)  um  so  grösser,  je  kttraer  und 
dünner  der  Draht  ist.** 

Der  sweite  8atz  ist  falsch,  ob  man  unter  „Erhitzung**  Zunahme  der 
Wärmemenge  oder  Temperaturerhöhung  versteht;  'der  erste  bietet  eiu 
Beispiel  der  allenthalben  henrortretenden  Nachläsdgkeit  and  Unbestimmt- 
heit der  Fassung.  Ihr  gemäss  bedarf  es  einer  besondem  Batterie,  näm« 
Uch  einer  „wirksamei^**,  und  eineik  beeondern  Drahtes,  nämlich  eines 
dttnnen,  damit  letsterer  durch  den  Strom  erwärmt  werde!  Das  soll  wohl 
populär  sein? 
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S.  231  wird  in  einer  Anmerknng  versprochMl,  die  Abmeisnng  dlt 
Leitungswiderstandes  in  152  and  153  sn  lehren,  dieses  Venpieehen 
Aber  nicht  gehalten. 

•    _  _ 

8.  245  steht  dorehschoasen  der  Lehxsats:  „Die  Stirke  iweier 
Ströme  ist  der  Tangente  des  Ablenknngswinkels  proportional/* 

S.  248  steht  der  durchschossene  Satz:  ,,Man  erhalt  daher  die  grösste 
Wirkung,,  wenn  der  Leituiigswiderstand  in  der  Batterie  gleich  dem  Lei« 
tangswiderstande  im  Schliessungsbogen  ist,'* 

In  dieser  Allgemeitilicit  aub^a-sprochcD  ist  der  Satz  falsch,  weil  er 
dem  ülim'öchen  Gesetze  widerspricht. 

S.  257  meint  der  Verfasser,  dass  über  die  praktische  Anwendung 
detj  n.ughes' scheu  Drucktelegraphen  erst  fortgesetzter Gebranch ent* 
scheiden  werde.    Im  Jahre  1878? 

8.  281  wird  noeh  immer  gelehrt,  dass  durch  16  Sehwingongen  in 
der  8ecande  ein  Ton  an  Stande  komme, 

8.  284  wird  alsGrnndton  eines  Klanges  nieht  der  tiefste,  sondern 
der  stärkste  definirt;  die  ttbrigen  Töne  werden  Nebentöne  genannt. 

Auf  welehe  Antoritftt  stötst  sich  hier  der  Verfasser?  Ich  diehle, 
dass  hier  Helmholtz  massgebend  sein  sollte  and  nicht  Koppe-Dahl. 

S.  321  findet  sicli  Her  lleliosfat  oi  wriliut  als  rinns|)ie^el ,  dem  durch 
ein  Uhrwerk  oder  die  Hand  eine  solche  Bewegung  iMthcilt  winl,  dass  er 
die  Stralilon  der  Sonne  immer  in  der  nümlichen  Richtung  rofl^ectirt. 

Der  Handbeliostat  dürfte  dieses  wohl  nie  lei.sten ,  bei  dem  automatisch 
wirkenden  ist  die  Stellung  des  Spiegels  das  Interessante  und  xu  Er> 
kiHrende. 

8.  366  ist  als  Anmerkung  an  dem  Titel  „Polarisation  und  doppelte 
Brechung*'  Folgendes  zu  lesen:  „Wir  handeln  hiervon  nur  knrz,  da  kaum 
irgend  eine  Erscheinung  im  grossen  Haushalte  der  Natur 
oder  im  gewöhnlichen  bürgerlichen  Leben  bekannt  ist,  welche 
auf  der  Polarisation  oder  der  doppelten  Brechung  des  Lichtes  beruhte." 

Es  geht  wahrhaftig  Nichts  ttber  diese  Gemflthlichkett  „im  gewöhn- 
liehen bfirgerlichen  Leben**. 

Wir  verlangen  in  Anfangsgründen  der  Physik  keine  weitläufige  Be- 
handlung der  Polarisation  und  doppolten  Brechung,  aber  ein  solches 
„Weil**  weisen  wir  surfiek,  weil  es  unwahr  ist.  In  unser  gewöhnliches 
bürgerliches  Leben  gehört  beispielsweise  das  Ssccharimeter. 

S.  379  steht  die  (durch  ihre  PiÜcibion  au8gezeiehueto )  durchtchossene 
Erklärung:  ,,Ist  der  Gegentitaud  von  der  Linae  sehr  weil  entfernt,  so 
kommt  das  Bild  nahe  an  den  Brennpunkt  zu  liegen  und  it;t  verkleinert. 
—  Befindet  sich  dagegen  der  Gegenstand  nahe  am  Brennpunkte  (jedoch 
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aiuserhalb  der  Brennweite),  eo  ftUt  de«  Bild  in  eine  sehr  weite  Ent- 
feranng  hinan«  nnd  iat  vergröfliert.** 
Wm  itt  „nftbe'*,  was  „M^r  weit*'? 

Der  Verfasser  scheint  die  Bedeutung  der  doppelten  Brennweite  nicht 
SU  kennen,  sonst  würde  er  nicht  aneh  anf  8.  398  nnd  399  vom  snsam- 
mengesettten  Mikroskop  eine  nnanreiehende  Ürkllning  geben,  welche 
ebensowohl  anf  das  astronomische  Femrohr  passt  Das  nnterseheidende 
ICerkmal  ist,  dass  im  Mikroskop  bereits  durch  das  ObjectiT  ein  ▼ergrös- 
sertes  Bild  gewonnen  wird.  Dasn  ist  aber  erforderlich,  dass  der  Gegen- 
stand  «wischen  dem  Brennpunkte  und  dem  Orentpunkte  der  doppelten 
Brennweite  liege,  während  es  nicht  geuügt,  dass  ersieh  überhaupt  ausser- 
halb der  Brennweite  befinde. 

8.391  findet  man  eine  originelle  Erklärung  der  dentlichen  Seh- 
weite als  kloinsto  Entfernung,  in  welcher  noch  diiitlich  gesehen  wird.^ 

S,  392  ist  der  8  c h  e  i  u  e r '  sehe  Vcinuch  zur  liiilfte  beschrieben  und 
schllesst  mit  den  Worten:  ,,mau  sieht  dagegen  die  Spitze  einfach,  wenn 
dieselbe  Ii  in  reichend  vom  Auge  entfernt  wird". 

Der  Fuchs  erreicht  die  Trauben,  wenn  er  hinreichend  hoch  springt, 
und  man  sieht  die  Spitze  auch  wieder  doppelt,  weuu  sie  binr eichend 
'  entfernt  ist. 

Ich  übergehe  die  Einleitung  zur  Wärmelehre  §§  229  —  235,  welche 
eine  Definition  von  Tcni))oratur  giebt,  eine  Fabel  von  Fahrenheit 
erzählt  und  die  Annahme  erklärt,  „dass  die  Ausdehnung  der  Gase  dem 
wahren  Gange  der  Wärme  proportional  erfolge",  weil  diese  Sachen  in 
vielen  anderen  Lehrbüchern  auch  nicht  viel  besser  sind;  aber  der  §  236 
kann  nicht  ungerügt  bleiben. 

S.  421  wird  nämlich  durch  eine  Reihe  von  Aussprüchen  der  Glaube 
erregt,  dass  Wasser,  so  lange  noch  Eis  in  demselben  schwimmt,  seine 
Temperatur  nicht  erhöhen  könne.    Man  urtheiie  selbst: 

„So  wie  das  Eis  die  Temperatur  von  0^  erreicht  hat,  fängt  es  an 
au  schmollen,  nnd  das  Thermometer  steigt  nun  nicht  mehr,  sondern  bleibt 
eine  längere  Zeit  unveränderlich  auf  0*^  stehen,  so  lange  nimlieh,  bis 
aller  Schnee  geschmolaen  ist."  Selbst  wenn  man  Feuer  unter  das 
Oefltost  macht,  „bleibt  doch  das  Thermometer  so  lange  auf  0^  stehen, 
als  noch  ungeschmolaenes  Eis  vorbanden  ist**,  und  Torher:  „Da 
biemaeh  die  Wirme,  welche  dem  Wftssar  während  des  Sehmel* 
■ens  oder  Siedens  lugeftthrt  wird,  keine  Erhöhung  der  Tempera- 
tur bewirkt.**  Demgemiss  kann  wohl  kein  Zweifel  sein,  dass  der  Ver^ 
fasser  dem  Eis  die  llbematftrliche  Wirksamkeit  anschreibt,  das  Waaser, 
in  welchem  es  schwimmt,  auf  0®  au  erhalten! 

Ich  kitte  mich  in  der  Tbat  sehr  verwundert,  wenn  in  einem  Buche 
von  solcher  Einleitung  nicht  hier  und  da  etwas  Aberglauben  mit  unter- 
gelaufen  wäre. 
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S.  429  steht:  „weshalb  aach  zwei  Thermometer  nur  denn 
in  ihren  Angeben  unmittelbar  übereinstimmen  können,  wenn 
ihre  Siedepunkte  bei  gleichem  Luftdrücke  beitimmt  worden 
sind." 

Wenn  nicht  glttcklicherweise  endere  Leute  besser  eis  der  Verfasser 
wQssten,  wir>  Thermometer  gemacht  werden,  kannten  demneeh  in  Mfin- 
chen  nnd  Bonn  tibereinstimmende  Thermometer  nicht  hergestellt  werden, 
da  diese  Städte  des  Unglück  beben,  nie  auf  gleichen  BarometersUnd  su 
kommen ! 

S.  437  lesen  wir:  ^,Üie  Verdunstung  des  Wassers,  das  Wachsthum 
der  Pflansen,  das  Wohlsein  der  Thiers  und  Menschen  hängt  weder 
▼  on  der  absoluten,  noch  von  der  relativen  Feuchtigkeit,  son- 
dern von  d e r  Trockenheit  der  Luft  ab,  wenn  wir  unter  Trockenheit 
der  Luft  die  Menge  der  Dämpfe  verstehen ^  welche  derselben  zur  Sätti- 
gung noch  fehlen.'*  Dasu  eine  Anmerkung:  „Auf  die  Trockenheit  der 
Luft  in  dem  angegebenen  Sinne  wird  sicherlich  in  der  angewandten  Me- 
teorologie zu  wenig  Bedacht  genommen." 

Also  wohl  eine  neue  Entdeckung  des  Verfassers,  diese  Trockenheit! 
Leider  fehlt  jedoch  auch  hier  die  Anerkennung.  Der  Recensent  verweist 
den  Verfasser  auf  die  demselben  noch  unbekannten  Dalton'schen  Ge- 
setze, ans  denen  er  erfahren  wird,  inwiefern  die  „Trockenheit"  auf  die 
Verdunstung  des  Wassers  nnd  das  damit  Zusammenhängende  einwirkt. 

Die  Unkenntniss  dieser  Gesetse  veranlasst'  noch  eine  weitere 
Schwäche  auf 

S.  439,  wo  nach  einer  sehr  eingehenden  Beschreibung  des  August- 
schcn  Psychrometers  das  D an ieirsche  Hygrometer  lediglich  mit  fol- 
genden  Worten  abgehandelt  wird: 

„Die  Angaben  des  Psychrometers  können  jedoch  keine  volle  Sicher- 
heit gewähren.  Dies  Letztere  gilt  auch  von  dem  früher  als  das  Psychro- 
meter erfundenen  Hygrometer  von  Daniell,  welches  zur  Ermittelung 
des  Tbanpuuktes  dient,  aber  umständlicher  im  Gebrauche,  als  das  Psy- 
chrometer ist,  da  jeder  Beobaclitunj?  erst  ein  besonders  anzu- 
stellender Versuch  vorangehen  muse." 

Das  fundamput;\le  Tnsfrumont  Danifirs  wird  deinimcli  nicht  be- 
schrieben, sondern  nur  erwähnt,  um  c«  zu  bemakeln,  während  docli  der 
Gebrauch  des  August 'sehen  Psychronu-ters  dadurch  bedingt  ist,  dass 
die  Confitante  der  Formel  durch  eine  'rhaupuuktsbestimmung  cnnittelt  ist. 

Schliesslich  muss  ich  noch  erwähnen,  dass  die  S.  74  bei  dem  Namen 
Keppler  (Keplerus)  bezüglich  der  Personalien  zur  Schau  getragene 
Sorgfalt  vereinzelt  ist.  Denn  der  Verfasser  schreibt  Poggen.dorf  statt 
Poggendorff,  Frauenliofcr  .statt  Fraunhofer,  und  lässt  Ohm  in 
Fi  rinn  gen  statt  in  Nürnberg  seine  Entdeckungen  machen.  Von  Monsieur 
Clement  Desormes  ist  schon  oben  die  Kede  gewesen. 
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Das  Aogefälute  wird  genfigen  snr  BegrfincIiiDg  des  eingangs  aVge- 
gebenen  Urtheils.  Wir  sind  es  ebensowohl  der  von  uns  vertretenen 
Wlssensebaft,  als  der  stndirenden  Jugend  sehnldig,  Bfieber,  wie  die 
14.  Auflage  von  Koppels  Physik,  welche  nach  Form  und  Inhalt  den 
Anfordemngen  der  Zeit  nicht  genflgeh,  ans  der  Schule  an  entfernen.  Es 
dfirfte  dieses  um  so  Idehter  gelingen,  als  an  guten,  gana  elementar  gehal- 
tenen Lehrbachem  der  Physik  kein  Hangel  ist.  Ich  erinnere  nur  an 
diejenigen  von  Jochmann  und  von  Weinhold,  welche  durch  Umfang 
und  Preis  keine  grosseren  Ansprttche  an  Lehrer  und  Schfiler  machen. 

G.  Bboknagcl. 


Leitfaden  der  Elementarmathematik  von  Dr.  Lieber  und  v.  Lühmann. 
II.  ThI.:  Arithmetik.  Berlin,  Simion.  1877.  Preis  1  Mk.  25  Pf. 
Die  Anlage  dieses  Lehrbuches  weicht  von  der  meist  beliebten  so 
selir  zn  ihrem  Vortheil  ab,  dass  wir  dasselbe  neben  einem  entsprechen» 
den  Uebungsbuche  Alien  empfehlen  an  können  glanben,  welche  bei  ihren 
Schttlem  Liebe  sur  Sache  erzielen  und  erhalten  wollen.  Dero  wohl  viel* 
seits  gehegten  und  sicher  anch  im  mündlichen  Theile  des  Unterrichts 
Bechnung  getragenen  Bedürfnisse,  Verständnies  für  die  Gesetze  der 
Orandoperationen  aus  dem  einfachen,  auf  der  Zahlenreihe  basirenden 
Schlnssvermögen  zn  erzielen  und  darauf  bauend  die  übrigen  Aufgaben 
der  allgemeinen  Arithmetik  mit  entsprechender  Leichtigkeit  erledigen  au 
können,  ist  hier  ohne  Zweifel  entgegengekommen. 

Wenn  wir  trotadem  noch  einige  Wünsche  haben  und  dic^o  hier  zum 
Ausdruck  bringen,  geschieht  es  nur,  um  —  das  Einverständniss  des  Herrn 
Verfassers  voraussetzend  —  den  hier  angebahnten  Weg  in  einer  zweiten 
Auflage  noch  mehr  berücksichtigt  zu  sehen.  Wir  meinen  hier  die  grössere 
Betonung  des  durch  die  erste  Rechenstufe  (Addition  und  Subtraction) 
gebildeten  Ausdrucks,  wie  auch  der  durch  sämmtliche  drei  Rechenstufen 
sich  hindurchziehenden  Analogie,  ansgedehnt  selbst  bis  zur  Gegenüber- 
stellung der  Lehrsätse  in  diesen  Stufen.  In  §  79,  der  von  der  Auf- 
lösung der  Gleichungen  im  Allgemeinen  handelt,  hätte  auch  der  Satz 
Erwähnung  finden  können,  dass  die  mit  der  Unbekannten  verbundenen 
Constanten  in  umgekehrter  Folge  ihres  mehr  oder  weniger  engen  Zusam- 
menhanges mit  ersterer  von  dieser  nach  §  69,  1)  getrennt  werden.  Was 
die  unreinen  Gleichungen  des  zweiten  Grades  mit  einer  Unbekannten 
betrifiFt,  so  wäre  die  redncirte  Gleichung  nicht  obno  Vortheil  anzuführen 
gewesen  ,  zumal  ja  dieser  Fall  bei  den  Gloichungen  des  dritten  und  vier- 
ten Grades  wiederkehrt.  Von  praktischer  Bedeutung  erscheint  es  end- 
lich, solche  Gleichungen,  bei  denen  das  Quadrat  der  Unbekannten  mit 
einem  nicht  quadratischen  Factor  behaftet  i.st,  durch  Multiplication  der 
Gleichung  mit  einem  f;eei^r,<  tcn  Werthe  qnadratiacU  ZU  machen  und  so 
Htst-lit.  Abttalg.  d.  Zwuolir.  L  Math.  u.  nij».  XXULJ,  &.  18 


Digitized  by  Google 


166  HiBtorisch  -  literarische  Abtheiinng. 

statt  der  Unbekannten  lelbst  eist  eine  einfache  Fnnetion  derselben  — 
wie  das  ja  in  yielen  Fallen  sogar  nothwendig  ist  —  an  ttestimmen. 

Mit  grossem  Oesehiek  bebandelt  erscheinen  weiter  die  §$  91  Agg., 
welche  von  den  arithmetiscben  Beiben  höherer  Ordnung  nnd  den  Com- 
plexionen  bandeln. 

Inwieweit  der  die  unendlichen  Reihen  behandelnde  Anhang  sich  dem 
bis  dahin  erledigten  Pensum  aninschliessen  berechtigt  ist,  haben  die 
Herren  Verfosser  in  der  knrsen  Binleitong  an  diesem  Anbange  selbst 
ausgesprochen. 

Es  ist  nicht  au  sweifeln,  dass  sich  dieser  Leitfaden,  einmal  bekannt, 
ausgedehnter  Wflrdignng  in  erfreuen  haben  wird. 

Kaiserslantorn.  Hugbl. 
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Oto  Mathematik  zu  Platon's  Zeiten  nnd  seine  Beilahungen  in  üur,  nach 
Platon'B  eigenen  Werken  nnd  den  Zeugnissen  älterer  Schriftsteller 
▼on  Dr.  Benedikt  Rotiilaup,  Lehrer  der  Mathematik  und  Physik 
an  der  königl.  Kreiareabcknle  in  München.  Manchen  1878.  74  8. 

Naebdem  Heraosgeber  nnd  Uebersetier  PlntoniMber  Werke  in  ▼iel- 
fachen  Anmerkungen  Uber  die  Bedentnng  einaelner  mathematiteb  klingen- 
der Stellen  aicb  rerbreiteten,  naebdem  inabeeondere  iwei  Stellen' in  dem 
„Staate^  nftd  dem  „Menon**  eine  ganse  Literatnr  benrorgemfen  haben, 
ohne  dass  allaeitige  Einigung  ttber  deren  Meinung  bat  ersielt  werden 
können,  wählte  1861  C.  Blaas  für  seine  Dectordissertation  die  gemein-  ' 
sekaAliche  Erörterung  aller  Stellen,  nicht  etwa  In  dem  Sinne,  dass  jede 
einzelne  benrtbeilt  und  commentirt  wfirde,  sondern  in  der  Absiebt,  Ihnen 
allen  die  Bedeutung  ihrea  Verfassers  für  die  Geschichte  der  Mathematik 
SU  entnehmen.  Was  vor  17  Jahren  Blass  in  der  Schrift  „De  Phione 
malkemalico^*  sich  als  Ziel  setzte,  hat  nun  wieder  der  Verfasser  der  uns 
vorliegenden  Monographie  aicb  sur  Aufgabe  gestellt.  Herr  Rothlanf  ist 
in  einiger  Besiehung  nicht  genügend  vorbereitet  an  die  Ausarbeitung  des 
Interessanten  Gegenstandes  gegangen.  Die  einsobligtge  Literatur  behemcht 
er  nicht  in  dem  Maasse ,  wie  man  es  wünschen  mUsste.  Er  kennt  s.  B. 
die  ebengenannte  Blass'sche  Dissertation,  wie  es  scheint,  ebenso  wenig, 
wie  eine  Abhandlung  von  Th.  Henri  Martin,  die  Platonische  Zahl 
betreffend  {Bevur  arrhcologigue  1857),  ebenso  wenig,  wie  das  vortreffliche 
Buch  Bretscbneid er's  über  die  vorenklidische  Geometrie,  ebenso  wenig, 
wie  das  Programm  für  1873  der  Studienanstalt  Uof  von  G«  Fried  lein, 
Beiträge  zur  Goischickte  der  Mathematik  III,  ebenso  wenig,  wie  die  histo- 
risch'mathematischen  Arbeiten  des  Referenten.  Von  allen  diesen  Schrif- 
ten ist  wenigstens  in  den  Anmerkungen,  wie  im  Texte  nirgends  die  Rede. 
Nur  Hanke I  hat  der  Verfasser  grfindlich  stndirt  und  benutzt,  und  neben 
Hankel  die  Werke  Plato's  selbst.  Unsere  bisherigen  Acusserungen 
enthalten  das,  was  snm  Tadel,  aber  auch  das,  was  aum  Lobe  der  Ab- 

Hilk411AMklf.d.MlMhff.tlbia.«.Sl9«.ZXni,S.  14 


Digitized  by  Google 


170  Hirtoriaeh-litarariiehe  Alitiiailiiiig. 


faAndliiDg  gereicht  Herr  BotbUuf  iat  leiner  Anfgabe  weit  mibefuige- 
ner  gegenttbergetreten,  ale  wenn  er  die  Oesemmtbeit  der  Verarbeiten 
gekennt  bitte,  welche  in  ihnlicber  Richtung  Torgenommen  worden  sind, 
nnd  dieser  Unbefangenheit  verdenken  wir  TieUeieht  manche  richtigere 
ErUtmng.  Wir  erwähnen  beispielsweise  die  Uebersetsnng  (8.  29)  der 
berttchtigten  Stelle  Ton  deir  ▼oUkommenen  Zahl.  Sie  weicht  Tollstindig 
von  der  durch  Martin  gegebenen  Uebersetanng  ab  nnd  fahrt  an  einer 
dnrehans  verschiedenen  Zshl.  Wir  sind  versucht,  in  der  B.*schen  Ueber^ 
setsung  den  richtigeren  Sinn  an  erkennen,  wenn  auch  die  Schwierigkeit 
der  Frage  eine  rasche  Entscheidung  ohne  grQndliche  eigene  üntersaehnn^ 
au  welcher  uns  gegenwirtig  die  Zeit  fehlt,  nicht  aulltsst.  In  der  Erkll- 
mng  eines  Sataes  stimmen  flbrigens  Martin  und  R.  ttberein,  die  daduvsh 
wohl  als  gesichert  erscheinen  dürfte.  „Die  Diagonale  eines  Quadrates 
mit  der  Seite  5'S  beisst  es,  „die  rational  ist  wenn  1,  irrational  wenn  2 
abgeht.'*  Die  Meinung  sei  die,  dass  2.5*  — 1  =  49  eine  QuadrataaU, 
2.5^  —  2» 48  keine  Quadratiahl  ist    Aus  dieser  Stelle  geht  aber  her^ 

vor,  dass  Plate  den  NSherungswerth  ^2ss  J-,  flber  welchen  wir  uns  8. 89 
der  hist.-Ut.  Abthlg.  dieses  Bandes  ausgesprochen  haben,  gekannt  haben 
kann,  dass  jedenfalls  awischen  der  dort  angefahrten  Proklusstelle  und 
pag.  546  des  Staates  ein  Zusammenhang  anxunehmen  ist.  Ob  Herr  Roth- 
lauf  (S.'25)  in  der  Erläuterung  einer  Stelle  des  Theaetet  pag.  147, 
wo  er  irrationale  Kubikwuneln  erkennen  will,  ebenso  gificklich  getroffen 
hat,  ist  uns  nicht  gans  wahrscheinlich,  und  auch  gegen  einige  andere 
Erkllrungen  (S.  51,  S.  52  Citat  6,  S.  64)  ist  uns  eine  Polemik  denkbar, 
auf  welche  wir  uns  aber  hier  nicht  einlassen  möchten.  Wir  wollen  viel* 
mehr  durch  diese  Aensserungen  nur  einestheils  leigen ,  dass  wir  die  Schrift 
mehr  als  nur  einmal,  oder  gar  als  nur  flttchtig  durchlesen  haben,  und 
anderntheils  dass 'wir  die  Schwierigkeit  mancher  behandelten  OegenstKnde 
vollauf  anerkennen.  Im  Allgemeinen  dürfte  der  Leser  durch  die  mand- 
gerechten  deutschen  Uebersetaungen  des  Verfassen  sehr  angenehm  berOhrt 
werden  und  der  ganaen  Schrift  den  doppelten  Eindruck  entnehmen,  dass 
Plate  in  der  That,  auch  wenn  nicht  Übermlssig  viele  Erfindungen  ihm 
unmittelbar  sugeschrieben  werden ,  eine  hohe  Rolle  in  der  Oeschichte  der 
griechischen  Mathematik  gespielt  hat  und  dass  Herr  Rothlauf  mit  den 
platonischen  Schriften  so  wohl  vertraut  ist,  dass  man  ihm  nur  dafür  dan- 
ken kann,  die  mühselige  Arbeit  dieser  Zusammenstellung  auf  sich  ge- 
nommen au  haben,  welche  den  meisten  mathematischen  Benutsern  sehen 
durch  den  Umstand  sympathischer  als  die  von  Blass  sein  wird,  dass 
Letsterer  sich  allenthalben  mit  dem  Abdrucke  des  griechischen  Testes 
begnügt  und  dadurch  ebenso,  wie  durch  die  lateinische  Sprache  der  gan- 
aen Abhandlung  sich  mehr  an  Philologen  gewandt  au  haben  scheint' 
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Di«  Zahlieiohen  und  Zahlensysteme  der  Oriechen  und  ihre  Logistik,  von 
Carl  Eibsbritzkt.  Beilage  zum  Jahresbericht  der  St.  Annen- 
Schnle  sn  St.  Petereburg  für  1877.   8^   43  S. 

Wir  haben  es  hier  mit  einer  antpmehslosen  Zmammbnitellnng  der 
landllnfigen  Kenntniase  yon  dem  Beehnen  der  Orieehen  an  thnui  wie 
der  Verfasser  sie  ans  den  von  ihm  benntsten  Schriften  von  Pott,  Kessel- 
mann  nnd  Friedlein  entnahm.  Eigenes  Qnellenstndinm  liegt  wohl 
nicht  vor.  Wesentliche  IrrChflmer  sind  nns  mit  Ausnahme  der  Behanp- 
tnng,  Ptolemaens  erst  habe  das  babylonische  Sezagesimalsystem  hei 
den  Griechen  eingeflihrt,  nicht  anfgestossen.  Camtor 


Deilm  Vita  e  delle  opert  di  Antonio  ürceo  detto  Codro^  studi  e 
rkerehe  di  Carlo  Malagola.   Bologna  1878.   XX,  597  S.  %\ 

Es  könnte  fast  sonderbar  erscheinen,  dne  Bespreehnng  dieses  Wer- 
kee  gerade  in  dieser  Zeitschrift  ▼orinnehmen.  Der  Mathematiker,  avch 
deijenige,  welcher  nebenbei  oder  sogar  mitVorliebe  geschichtlichen  For- 
schnngen  sich  hinglebt,  hat  das  Becht,  tod  jenem  bertthmten  Philologen 
der  iweiten  Hüfte  des  XV.  Jahrhunderts,  der  sich  nach  dem  Vorbilde 
eines  amen  Diditeis  ans  der  Zeit  des  Ki^sers  Domitian  den  Natalen 
Codrns  gab,  nicht  mehr  als  den  Namen  sn  kennen,  wenn  ihm  nicht 
anch  dieser  schon  fremd  ist.  Wir  dürften  daher  den  ohnedies  ziemlich 
knapp  zugemessenen  Ranm  dieser  historisch -literaribclion  Abtheilung,  wir 
dürften  die  Nachsicht  unserer  Leser  nicht  missbraucben ,  selbst  wenn  wir 
uns  competent  fühlten,  in  der  Geschichte,  des  Uumanimus,  zu  deren  glän- 
zenden Namen  Antonio  Urceo  gehörte,  ein  kritisches  Wort  zu  sprechen. 
Wenn  wir  trotz  dieses  uns  mannigfach  auferlegten  Verbotes  das  Werk 
des  Herrn  Malagola  dennoch  als  Ueberschrift  eines  Referates  wählen, 
so  gilt  unser  Bericht  nicht  dem  ganzen  umfangreichen  Werke,  sondern 
nur  einem,  dem  8.  Capitel,  dessen  Ueberschrift  unsere  Entschuldigung 
in  sich  trägt:  „Von  dem  Aufenthalte  des  Nicolaus  Copernicus 
in  Bologna."  Herr  Malagola  hat,  wio  sich  manche  unserer  Leser 
bei  diesen  Worten  erinnern  werden,  in  einem  Familienarchiv  in  Bologna 
vor  einigen  Jahren  die  Acten  der  deutschen  Nation  der  dortigen  Uni- 
versität anfgefoDden  nnd  in  denselben  den  Namen  des  grossen  Tborner 
Astronomen,  eine  Entdeckung,  welche  damals  bereits  viel  von  sich  reden 
machte,  weil  sie  dem  Streit  über  die  Nationalität,  welcher  die  Familie 
Koppernigk  angehörte,  mit  einem  Schlage  ein  Ende  machte.  Herr 
Malagola  hat  nun  gegenwärtig  seine  Actenuntersuchungen  abgeschlos- 
sen, ans  welchen  folgende  Funkte  mit  Bestimmtheit  hervorgehen: 

]Slicolau8  Kopperlingk  aus  Thorn  (das  ist  die  in  die  Bologneser 

Acten  flbeigegangene  Schreibart  des  Namens)  wnrde  in  Bologna  1496 
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diDgeseiehnet,  muUuiiaMlicli  gegen  Anfang  Oetober,  da  in  dieeem  Honet 
dae  UniTeraitttsjalir  eeinon  Anfang  nahm.  Genau  iwei  Jabie  epUer 
wurde  aneh  AndreAe  Kopperlingk  der  deuteehen  Nation  von  Bologna 
eingereiht.  Daraua  folgt,  das«  beide  Brüder  eich  in  Bologna  dem  Sta* 
dium  des  ^rchenrechti  widmeten,  da  Stndirende  anderer  Wiaseneehaftea 
der  Nation  nicht  angehören  konnten.  Den  Doetorgrad  der  Beehte  bat 
swar  Nieolaua  erworben,  aber  nieht  in  Bologna,  wahracheinlich  ans 
dem  Grunde  eine  andere  Hochschule  sur  ESrlangung  der  akademischen 
Würde  wühlend  t  weil  die  Kosten  in  Bologna  für  seine  Verhültnisae  un- 
erschwinglich hoch  waren.  Aus  seinem  Gehalte  als  Canonicus  von  Ffanen> 
bürg,  welchen  er  früheatena  aeit  1496  beaog,  acheint  er  auch  die  Studien 
seines  Bruders  Andreas  bestritten  an  haben,  und  so  begreift  es  sich, 
wenn  ein  Brief  des  Bernh>rd  Scultetus  an  Bischof  Lucas  Watsei- 
rode,  den  Oheim  der  beiden  Brüder,  Tom  21.  October  1499  die  jungen 
fjente  als  in  grosser  Geldnoth  befindlich  und  Ton  Schulden  gedrückt 
„seolarIvM  mor^*  schildert.  Wo  Nico  laus  sich  den  Doctorhut  erwarb, 
wusste  Herr  Malagola  noch  nicht.  Er  schlügt  nur  vor,  in  Born  und  ia 
Ferrara  weitere  Nachforschungen  ansustellen,  ein  Vorsehlag,  der,  wenn 
wir  gut  unterrichtet  sind,  inawischen  au  wichtigen  Ergebnissen  gefühlt 
hat  In  Bologna,  und  awar  unter  Antonio  Urceo,  begann  Nieolaus 
C.  seine  Studien  der  griechischen  Sprache  und  es  ist  gelungen ,  in  hohem 
Grade  wahrscheinlich  au  machen,  dass  er  dort  mit  den  Briefen  des 
Theophylaktos  Simokattes  bekannt  wurde,  deren  Uebersetaung  er 
1509  herausgab. 

Lehrer  oder  vielmehr  Freund  des  Copernicus  war  bekanntlich  der 
Astronom  Domenico  Maria  Novara,  mit  welchem  er  die  Beobachtung 
vom  9.  Mürs  1497  anstellte,  die  erste,  welche  Oberhaupt  in  den  Revola- 
tionen  vorkommt.  Auch  über  Novara  hat  Herr  Malagola  Neues  su 
Tage  gefiirdert,  insbesondere  dessen  Tod  in  der  dritten  Auguatwoche 
1504  festgestellt. 

Eine  lotste  Persönlichkeit,  von  welcher  der  Mathematiker  sich  freut, 
in  dem  genannten  Capitel  zu  lesen,  ist  Scipione  del  Ferro,  der  Er- 
finder der  Auflösung  der  kubischen  Gleichung.  Herr  Malagola  bringt 
Actenstücke  aum  Abdrucke,-  welche  beweisen,  dass  Scipione  del  Ferro 
1496  zum  ersten  Male  Vorlesungen  hielt,  dass  also  Copernicus,  wenn 
er  in  Bologna  Uberhaupt  mathematische  Vorlesungen  besuchte,  doch  wohl 
wahrscheinlicher  bei  den  älteren  Lehrern,  als  bei  dem  Neuling  gehört 
haben  dürfte.  Andere  Actenstücke  beweisen,  dass  del  Ferro  1526  in 
Venedig  war,  wo  er  am  29.  October  noch  verweilte.  Ein  letztes  Acten* 
stück  vom  16.  November  1526  spricht  von  dem  vor  wenigen  Tagen  er- 
folgten Tode  des  del  Ferro,  welcher  also  in  die  erste  oder  aweite 
Novemberwoche  1526  su  setsen  ist.  n...*^» 


Digitized  by  Google 


Recensionen.  173 


Karl  Friedrich  Gaass.  Zwölf  Oapitel  aus  seinem  Leben  von  Ludwig 
Habnsklmann,  Stadtarchivar  in  Branoschweig.  Leipzig,  bei 
üuncker  &  Humblot.  1878. 

Die  bnodertste  Wiederkehr  des  Gebartotages  dea  groasen  Astrono- 
men, ICathematiken  und  Physiken  hat  mit  ihrer  Feier  das  fnteresse  aneh 
an  den  kleinsten  Ereignissen  ans  dem  Leben  nnd  Wirken  des  Jnbilan 
In  erhShtem  Maasse  wach  genifen.  Der  Stadtarehiyar  Ton  Bravnschweig 
war  mehr,  als  irgend  ein  Anderer  daan  bemfen  ,  naeh  noch  unbekannten 
Einaelheiten  au  foreehen,  welche  die  FamilienTorhSltnisse  Ton  Gauss 
betreffen;  er  war  aneh  mehr,  als  ein  Anderer  in  der  Lage,  wirklich  Neues 
SU  finden,  denn  wenn  der  fertige  Gelehrte  Gauss  in  seinen  Sehriften, 
in  seinen  Briefweehseln,  In  dem  Gedlehtnisse  derer,  die  In  Güttingen 
noch  mit  ihm  verkehren  konnten,  deutlich  lebt,  so  ist  aber  das  Werden 
Ton  Gauss  die  lebende  Erinnerung  durch  die  Länge  der  Zeit,  die  in- 
iwisehen  verflossen,  ausgeschlossen,  und  Auflehnungen  waren  darüber 
nur  wenige  sur  allgemeinen  Kenntniss  gekommen.  Herr  Haeuselmann 
hat  in  den  Kirchenbüchern  u.  s.  w.  von  Branniichweig  nnd  den  nmliegen- 
den  Ortschaften  genaue  Sache  angestellt  und  das  Ergebniss  seiner  Unter- 
suchungen in  einer  Reihe  von  Zeitungsartikeln  im  „Braunschweiger  Tage- 
blatt" niedergelegt.  Es  war  ein  glücklicher  Gedanke,  diese  Artikel  in  einem 
Bändtlion  von  106  schön  ausgestatteten  Seiten  auch  dem  grösseren  Leser- 
kreise zu  bieten,  welcher  mit  jener  Zeitung  nicht  bekannt  zu  sein  pflegt.  Wie 
wir  schon  andeuteten,  hat  Herr  Haenselmann  insbesondere  über  die  Fa- 
milienverhältnisse von  Gauss  und  von  den  Personen  in  seiner  Heimath, 
die  zu  ihm  in  näherer  Beziehung  standen,  Auskunft  gesucht  und  gefun- 
den. Es  bestätigt  sich  vollkommen  die  schon  von.  S  artorius  von 
Woltershauson  hingeworfene  Vermuthung,  die  mütterliche  Familie  von 
G.  sei  es  mehr,  als  die  väterliche  gewesen,  in  welcher  die  Geisteskraft 
ihres  grössten  Sohnes  wurzelte.  Neues  Licht  ist  auch  auf  die  Zeit  der 
Brannschweiger  Gelebrtenthätigkeit  geworfen,  auf  die  Zeit,  während  wel- 
cher die  Disqiiisiiiones  arithmelicae  znm  Drucke  gelangten,  während  wel- 
cher die  Erwerbung  des  Doctorgrades  in  Helmstädt  fällt,  während  wel- 
cher die  Ceresbahn  berechnet  wurde.  Zum  ersten  Male  dürfte  wohl  hier 
bekannt  werden,  dass  der  Plan  gefasst  war,  eine  Sternwarte  in  Braun- 
schweig  fUr  G.  zn  errichten,  als  er  die  Berufung  nach  Petersburg  aus- 
schlug. Seine  Verheirathung  mit  Johanna  Osthoff  bildet  ein  anderes 
anmuthiges  Capitel  der  Haenselmann*schen  Veröffentlichung,  welches 
übrigens  frttber  als  die  anderen  bekannt  wurde  dadurch,  dass  es  auch 
in  der  Zeitschrift  „Im  neuen  Reiche**  anm  Abdruck  gelangte,  aus  welcher 
wir  selbst  den  Brief,  in  dem  G.  um  die  Hand  der  Geliebten  anhielt,  in 
einem  Artikel  der  »,Allg.  Zeitung*'  beoutaen  konnten.  Bndlich  gehören 
auch  briefliche  Hittheilungen  von  G.  aus  Oöttingen,*  an  seine  Freunde 


DIgilized  by  Google 


174  Hittofiteh-litoniiMlie  AVthdliuig. 

in  der  Heimath  geriehtet,  zu  den  fesselnden  Theilen  der  wohlgelnngenen 
Schrift,  welche  wir  aufrichtig  und  warm  empfehlen  mSelitmi.  Q^||,|,Qg^ 


Henmui  OfiunAan,  sein  Leben  und  seine  Werke.  Von  Victor  Schlmru 
Leipsig,  bei  F.  A.  Broekbane.   1878.   VUI,  82  8. 

Der  Verfaseer  beginnt  sein  Vorwort  mit  dem  Satse:  „Die  folgenden 
Blltter  sollen  keine  allseitig  erschöpfende  Darstellung  des  Lebens  und 
Wirkens  von  Hermnnn  O  rase  mann  geben,  sondern  dasselbe  In  seines 
Hauptattgen  rerfolgen  vnd  alles  Dasjenige  nmfiusen,  was  fttrdiewisMn- 
seb^Uiche  Welt  von  Interesse  sein  kann."  Hat  Herr  Sehlegel  nna 
diese  Absieht,  welche  ihn  leitete,  erftillt?  In  manehar  Beniehung  mSch- 
ten  wir  die  Frage  bejahen ,  in  anderer  wieder  Yemeinen.  Zn  den  Hanpt* 
xügen  des  Wirkens  eines  Gelehrten  gehören  unbedingt  die  Gmndgedsa- 
ken  seiner  Schriften,  nnd  diese  suchen  wir  Tergeblieh  in  der  Tor  aas 
liegenden  Darstellnng.  Wir  hören  wiederholt,  dass  G.  ein«  gana  neoe 
Lehre  geschaffen,  dass  sie  leider  nach  immer  nicht  rar  allgemeinen  Keani* 
niss  gediehen  sei,  dass  aus  ihr  ahi  Folgerung  die  wichtigsten  Sitae  im- 
demer  Algebra  nnd  Geometrie  sbh  ableiten  lassen  —  aber  worin  dis 
Lehre  eigentlich  bestehe,  das  erfahren  wir  nicht»  Gerade  Herr  Schlegel 
Wim  aber  gewiss  der  Hann  gewesen,  der  eine  Andeutung,  und  ssi  si 
▼on  gedrSngtester  Klirse,  bitte  gebeaT  mflssep,  Herr  Schlegel,  der  auibr 
ab  jeder  Andere  in  Grassmann*s  Geist  eingedrungen  Ist  und  desMa 
Schriften,  man  möchte  fast  sagen,  in  die  Sprache  gewohnter  Unthematik 
au  llbeisetsen  wusste.  Dieser  allgemeinen  Bemftngelung  mttssen  wir  em 
ebenso  allgemdn^  Lob  gegenllberstellen.  Wenn  uns  auch  nicht  gesagt 
wird,  was  die  Ansdehnnngslebre  sei,  so  wird  uns  dafür  in  so  warmsr, 
begeisterter  Weise  deren  Trefflichkeit  geschildert,  dass  gewiss  kein  Lessr 
dieser  Brochure  es  vemacblissigen  wird,  sich  nachtrSglicb,  so  gensn  ei 
Immer  gelingen  wiU,  mit  den  G.*sehen  Schriften  bekannt  au  machen,  and 
auch  dieses  bewirkt  ra  haben,  ist  ein  Verdienst  eines  Biographen.  Vea 
Einaelheiten,  die  uns  besonders  aufgefallen  sind,  möchten  wir  auf  die 
Darstellung  der  Beaiehungen  Hermann  Hankers  an  G.  (S.  53)  nad 
auf  die  des  eigenthllmlichen  Benehmens  von  Oauchy  (S.  38)  aufinexk' 
snm  machen.  De  Saint-Venant  Teröffentlichte  1845  in  den  Cms^ 
rmäna  der  Pariser  Akademie  eine  geometrische  Hultiplicution  der  Strecken, 
welche  mit  der  Ton  G.  In  der  Ausdehnungslebre  Ton  1844  ▼orgetrsgeaea 
weseotBch  identisch  war.  An  der  Selbststindigkeit  des  fransösisshea 
Gelehrten  Ist  nicht  einen  Augenblick  au  aweifdn.  Einen  Zwelüil  hatte 
auch  G.  nicht,  schickte  jedoch  awei  Exemplare  seines  Buches  an  Cauehy 
mit  der  Bitte,  eines  derselben  De  Saint-Venant  aurawenden.  Cauchy 
yergass  die  Besorgung,  wie  es  scheint,  was  ihn  aber  nicht  bindeits, 
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sieben  Jahre  später  (CompUs  rendus  XXXVl)  eine  Metbode  ctor  AvflOtang 
algebraischer  Gleichnngen  mit  Hilfe  der  clefs  algäbriqueM  wm.  ▼orOfPent- 
liehen,  die  mit  einseinen  Theilen  des  Q/scben  Buchet  die  enttehiedenste 
Aehnliehkeit  besitzt  Genannt  war  aber  G.  nicht  in  Cauehj*!  Anf- 
eätsen.  G.  reclamirte  bei  der  Pariser  Akademie.  Seine  Verwahmng 
wurde  einer  Gommission  ttberwieaen  und  ein  Berieht  dieser  Gommission 
ist  niemals  erschienen. '  Cantob 


Kepler  nb  Beflmaior  d«r  AfIroiMmie»  ron  Bonnar  Billwillbr.  Nen- 
jabrsblatt,  herausgegeben  von  der  Natnrf ersehenden  Gesellschaft 
an  Ztfrieh  auf  das  Jahr  1878.  4^  24  S.  mit  einer  Fignrentafel. 
Der  Verfasser  dieser  kleinen  Abhandlnng,  Adjunct  der  Sternwarte 
und  Vorstand  der  meteorologischen  Centralanstalt  in  Zürich,  den  Histo» 
rikern  der  exacten  Wissenschaften  seither  namentlich  durch  die  anerken- 
nenden Worte  empfohlen,  welche  Professor  Rudolf  Wolf  ihm  in  der 
Vorrede  zur  Geschichte  der  Astronomie  als  seinem  Mitarbeiter  widmet, 
hat  nunmehr  auch  ein  eigenes  geschichtliches  Schriftchen  veröffentlicht. 
Ueber  Kepler  war  zwar  schon  Vieles  und  Gutes  geschrieben.  Es  giebt 
eine  ganze  Kepler -Literatur,  unter  welcher  die  Einleitungen  nnd  sah!« 
reioben  Anmerknngen,  mit  welchen  Frisch  die  von  ihm  besorgte  Ge- 
sammtausgabe  Ton  K  ep  1er' s  Werken  bereicherte,  eine  rühmlichste  Stel- 
lung einnehmen.  Andere  Schriften  sind  Tolksthümlicher  abgefasst  und 
seigen  in  devtsebem  schönen  Sprachgewande  soviel  als  möglieh  ohne 
Benutinng  mathematischer  Knnstansdrfleke  nicht  blos,  was  Kepler  rar 
Beform  der  Stemknnde  geleistet,  sondern  wie  er  et  geleistet  hat  So 
hat  insbesondere  Ernst  Friedrich  Apelt  in  seinem  Bnehe  Ton 
1849:  „Johann  Kepler*s  astrononüsche  Weltansicht*',  seinen  Hel- 
den als  Yereiniger  iweier  gar  verschiedenen  Geistesgaben  hinsnstellen 
gewnsst,  als  nnermUdliehen  Bechner,  als  phmntasievollen  Propheten  der 
Natnrforschnng.  Es  war  an  diesem  Zwecke  notbFondig,  alle  Jene  Bech- 
nnngen  als  im  Dienste  der  Idee  stehend  erkennen  sn  lassen  nnd  den 
Mathematiker  Kepler,  so  nngehenre  Anrechte  er  anf  ewiges  Gedlehtniss 
sich  erwarb,  einen  Angenblick  ttber  den  Physiker  Kepler  in  vergessen. 
Herr  Billwiller  ist  mit  Glflck  in  Apelt*s  Fnsstapfen  getreten,  nnd 
je  weniger  das  genannte  Bach  von  1849  gekannt  sn  sein  seheint  (anch 
Beferent  wnrde  anf  dasselbe  erst  anfinerksam  gemacht,  nachdem  er  die 
Billwiller^sche  Abhandlung  längst  gelesen  hatte),  um  so  fitere  Ver- 
breitung verdient  das  Nenjabrsblatt  der  Züricher  Natnrforschenden  (Ge- 
sellschaft. Cautob, 
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Oetohiohte  der  Hageltheorien,  von  Oberlehrer  Dr.  T>i.  Baurmeister. 
Programm  des  konigl.  Gymnasiums  za  Glttckstadt  für  1877.  4^. 

39  S. 

Wir  befürchten  nicht,  den  Widersprncli  der  Fachmänner  hervorzu- 
rufen, wenn  wir  unter  den  Naturwissenschaften  die  Meteorologie  als  die 
noch  unfertigste  bezeichnen,  in  welcher  man  noch  keineswegs  festen 
Boden  gewonnen  hat.  Noch  immer  handelt  es  sich  in  ihr  der  Haupt- 
sache nach  um  Ansammlung  von  Thatsachen,  und  diejenigen  meteorolo- 
gischen (resetze,  welche  wirklich  als  Gesetze  sich  bewahrheitet  haben  und 
nicht  durch  die  Erfahrungen  des  nächsten  Jahrzehnt  nach  ihrer  Aufstel- 
lung widerlegt  worden  sind,  müssen  doch  nur  als  Aussprüche  von  Er- 
scheinung8grnppen  verstanden  werden,  während  sie  eine  Theorie  der 
Entstehung  dieser  Erscheinungen  kaum  in  beschränktestem  und  bestrit- 
tenstem  Sinne  lieferten.  Unter  den  meteorologischen  Theorien  ist  aber 
die  des  Hagels  selbst  wieder  eine  der  unsichersten.  Es  hagelten  solche 
Theorien,  möchten  wir  kalauern,  und  wenn  zur  Bildung  einer  richtigen 
Anschauung  es  vor  allen  Dingen  nothwendig  ist,  die  falschen  zu  kennen, 
sei  ea,  um  nicht  in  alte  IrrthUmer  neu  zu  verfallen,  sei  es,  um  sich  be- 
wnsst  zu  bleiben,  welche  Erscheinungen  durch  die  Theorie  erklKrt  wer- 
den müssen,  so  hat  Herr  BaurnieiBtcr  entschieden  eine  verdienstliche 
Arbeit  unternommen,  indem  er  in  dem  uns  vorliegenden  Programm  zuerst 
das  zusammenstellte,  was  man  von  Eigenschaften  des  Hagels,  von  den 
Hagelwetter  begleitenden  atmosphärischen  Störungen  weiss,  und  hierauf 
eine  Uebersicht  der  einander  vielfach  entgegengesetzten  Entstehungs- 
meinungen des  Hagels  knüpfte.  Zum  Schluss  kommt  er  wieder  auf  die 
in  der  ersten  Abtheilung  besprochenen  Dingo  insofern  zurück,  als  er 
das  Beobachtungsmaterial  für  vorlaulig  noch  zu  gering  oder  doch  zu  un- 
geordnet erklärt,  um  eine  gründliche  kritische  Beurtheilnng  der  verschie- 
denartigen Theorien  zu  ermöglichen.  Er  bittet,  ihm  zu  diesem  Zwecke 
jede  Interesse  erregende  Erfahrung  über  Hagelfälle,  Über  die  Wolken- 
•  formen,  die  Windrichtungen  während  des  Verlaufes,  über  die  Luftelek- 
tricität  hei  Hagelwettern,  über  deren  topographische  Verbreitung  u.  s.  w. 
zukommen  zu  lassen.  Wir  glauben  dem  Verfasser  uns  freundlich  zu  er- 
weisen,  wenn  wir  zur  Verbreitung  seines  Wunsches  durch  dieses  kurze 
Baferat  nach  Kräften  beizutragen  suchen.  Camtor 


Alfolmi^lM  Auljiii,  Ton  Kabl  Hattbndorfp.  Hit  11  HoliiehmtlMi. 
XII,  298  8.   HuinoTer,  Carl  Bttmpler.  1877. 
Eitleres  hilrodueUo  in  analysis  in/inUerum  enohien  1748,  Caiiehj*«* 
Amüyie  (dgibnqM  1821.    Das  erstgenannte  Weik  gab  der  Hanptnehe 
nach  den  Inhalt,  da«  sweite  die  Form  nnd  den  Namen  fttr  ein  Gebiet 
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mathematischer  Forschung,  dessen  genune  Begrenzung  schwierig,  wenn 
nicht  unmöglich  ist.  Vorlesungen  über  algebraische  Analysis  und  Bücher 
über  dieselbe  werden  in  einigen  Ilaupttheilen  sich  natürlich  stets  gleichen. 
Ueberall  wird  man  clio  Lehre  von  den  Reihen,  ihrer  Convergenz  und 
Divergenz  vorgetragen  linden,  tiberall  die  wichtigsten  Beispiele  solcher 
Reihen,  deren  Entwickelung  selbst  einen  Theil  der  algebraischen  Ana- 
lysis ausmacht.  Aber  andere  Untersuchnngsgegenstände  werden  bei  dem 
einen  Schriftsteller  vorkommen,  bei  dem  andern  fehlen,  ohne  dass  man 
dem  Pjinen  daraus  ein  Lob,  dem  Andern  einen  Tadel  begründen  könnte, 
80  verschwimraend  sind  die  Grenzen.  Gerade  diepe  Unbestimmtheit  und 
die  mit  ihr  gleichlaufende  Verschiedenheit  der  Entwickelnngsmethoden, 
welche  heutzutage  freilich  in  einzelnen  Punkten  stets  als  die  Methoden 
Cauchy's  erkannt  werden,  aber  in  anderen  Einzelheiten  wieder  einen 
weiten  Spielraum  zulassen,  in  welchem  persönlicher  Scharfsinn  sich  tum- 
meln kann,  bilden  das  Interessante  an  den  verhältnissmSssig  vielen  Schrif- 
ten über  algebraische  Analysis,  welche  der  Buchhandel  dem  Leser  zur 
Auswahl  stellt.  Herr  Hatte  n  d  o  r  ff  hat  in  dem  uns  vorliegenden  Bande 
diejenigen  Gegenstände  behandelt,  welche  er  der  algebraischen  Analysis 
zurechnet,  und  in  der  Weise,  wie  er  sie  an  dem  Polytechnikum  in 
Aachen  vorzutragen  pflegt.  Seine  Beweisführungen  sind  oftmals  ihm 
eigenthümlich  und  dem  Verlangen  nach  Strenge,  soweit  wir  sehen  kön- 
nen, entsprechend.  Fehler,  wie  solche  in  §63,  Formel  11  und  12  vor- 
kommen ,  wo  in  den  letzten  Gliedern  rechts  vom  Gleichheitszeichen  der 
Factor  \  weggelassen  ist,  hätten  freilich  vermieden  werden  müssen.  Die 
scharfe  Sonderung  in  zwei  Hauptabtheilungen,  deren  erste  der  Analysis 
der  reellen  Zahlen,  die  zweite  der  Analysis  der  complexen  Zahlen  ge- 
widmet ist,  dürfte  sich  als  sehr  zweckmässig  erweisen,  wenn  gleich  eine 
ähnliche  Vertheilung  der  Gegenstände  nur  ohne  Aufführung  einer  beson- 
deren Scheidewand,  wenn  wir  so  sagen  dürfen,  fast  in  allen  Werken 
über  algebraische  Analysis  sich  eingebürgert  bat.  Die  Form  ist  gerade 
hier  wichtiger,  als  man  oft  meint.  Cahtob. 


Die  Baitiaimiuig  ud  Avigleiohiing  der  ani  Boobaohtongen  abgeleitetift 
Wehffiftlieiiilifthfceiten.  Von  Wilbblm  Lazarus  in  Hamburg.  4^. 
21  S«  SeparaUbdniek  eiii  dem  Berichte  der  Mathematischen  Oe- 
sellselimft  In  Hamburg  1878. 

Der  Verfasser  dieser  kleinen  Schrift,  welcher  auf  dem  Versicherungs- 
gebietc  sich  längst  einen  Namen  gemacht  hat,  sucht  hier  ein  Problem 
der  Lösung  näher  zu  bringen,  dessen  Schwierigkeit  schon  lange  von  den 
betreffenden  Technikern  empfunden  wird.  Bekannt  sind  seit  Jahren  die 
Metboden,  durch  welche  man  aas  einem  |^gebeuen  Beobachtnogsmaterial 
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eine  Sterblichkeitstafel  hensnstellen  hat,  and  «renn  anch  in  der  äussereD 
Anordnung  der  Rechnnng  Verschiedenheiten  möglich  sind,  so  bleibt  doch 
die  theoretische  Grundlage  derselben  unabänderlich  und  eine  und  die-, 
8nlbo.    Nun  hat  sich  aber  in  den  bisher  zur  Ausführung  gekommenen 

Italien  rcfrelmässig  die  Erscheinung  darjreboten,  dass  die  ans  einer  sol- 
chen Rechnung  hervorgegangenen  Werthe  der  Sterbenswahrscheinlichkei- 
ten  ((].  Ii.  der  Wahrscheinlichkeiten,  binnen  .lahrpsfrist  zu  sterben)  für  die 
succcßsivcn  Lebensalter  keineswegs  eine  besonders  regelmässige  Reihe 
bildeten,  sondern  in  ihren  Difterenzeu  Sprünge  zeigten,  die  mau  nicht 
als  in  der  Natur  der  iSache  begründet  anerkennen  konnte.  So  wenn  z.  B. 
eine  Rechnung  ergab,  dass  (wir  nehmen  den  Fall  ans  der  Wirklichkeit) 
die  Sterbentwabrscheinlichkeit 

einer  24 jährigen  Person  =0,01012, 

„    25'  „  =0,00268, 

„     26  „  =0,00788 

sein  soll,  mnsste  man  gewiss  stutzig  werden;  denn  es  ist  von  vornherein 
gar  kein  Grund  abzusehen,  weshalb  dem  Lebensalter  von  25  Jahren  eine 
so  sehr  viel  kleinere  Sterblichkeit  zukommen  sollte,  als  den  beiderseits 
benach])arten  Lebensaltern  von  24  und  26  Jahren,  während  man  im 
Gegenlheil  alle  drei  nalie,  d.  Ii.  bis  auf  geringe  Difl'erenzen,  gleich  gross 
hätte  erwarten  sollen.  Man  mnsste  ofllenbar  in  jedem  Falle,  wo  solche 
Irregularitäten  eintraten,  zu  der  Annahme  gelangen,  dass  die  Zahl  der 
Beobachtungen  noch  nicht  gross  genug  gewesen  sei,  um  das  Gesetz  der 
grossen  Zahlen  zu  einer  vollen  sichtbaren  Wirkung  kommen  zu  lassen. 
Da  man  es  aber  nicht  immer  in  seiner  (iewalt  hat,  das  Beobachtungs- 
material beliebig  zu  vergrössern,  so  entstand  daneben  noch  immer  die 
Frage,  ob  sich  nicht  ein  Ausgleichungsverfahren  angeben  lasse,  um  die 
auch  aus  einem  geringeren  Beobachtungsmaterial  hervorgegangenen  Werthe 
der  successiven  Sterbenswahrscheinlichkeiten  in  eine  annehmlichere  und 
befriedigendere  Reihe  umzuwandeln,  und  dieses  eben  ist  das  oben  be- 
zeichnete Problem,  welches  bis  jetzt  eine  genügende  Lösung  nicht  ge- 
funden liat. 

Die  erste  HJilfte  der  vorliegenden  Schrift  beschäftigt  sich  mit  den 
beiden  Fundamentalaufgaben:  Aua  einer  gegebenen  Sterbenswahrschein- 
lichkeit den  wahrscheinlichsten  Werth  der  binnen  Jahresfrist  Sterbeuden 
und  dessen  mittleren  Fehler  —  und  umgekehrt  aus  einem  gegebenen 
Beobacbtungsmatcrial  den  wahrscheinlichsten  W^erth  der  Sterbenswabr- 
scheinlichkeit  und  dessen  mittleren  Fehler  zu  finden.  Sie  bewegt  sich 
damit  auf  bekanntem  Boden;  denn  diese  Untersuchungen  sind  bereits 
anderweit  gegeben ,  sie  kommen  zuletzt  auf  Entwickelungon  hinaus,  welche 
La  place  in  der  Theorie  atialytique  des  prohuhililcs  angestellt  hat,  der  nur 
den  Begriff  des  mittleren  Fehlers,'  welchen  erst  Gauss  aufgestellt  hat, 
noch  nicht  hatte.  Der  Verfasser  reproducirt  diese  üntersuchungeu  in  einer 
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dtticlians  aospnelienden  Weise  und  gebntneht  dieselben  eU  Unterlege  fUr 
die  weiter  daran  zu  knüpfenden  Folgerungen. 

üebergehend  sn  dem  eigentliehen  Zwecke  der  Sehrift,  stellt  der  Ver- 
faiMT  nnn  snnielist  die  Forderung  anf,  deas,  wenn  von  einer  Anagleieh* 
nog  der  aiie  einem  gegebenen  Beobaehtnngfmeterial  henrorgegengenen 
und  an  aieli  Ton  einander  nnabbXngigen  Sterbenewabnebeinliebketten  die 
Bade  sein  soll»  dasn  vor  allen  Dingen  das  Vorbandeniein  gewiner  Be- 
dingungen ndibig  werde,  die  diese  Bterbenawahiecbeinliebkeiten  nnter 
einander  yerknilpfen.  Wo  solche  Bedingungen  feblen,  da  sei  kein  Qmnd 
vorhanden,  etwa  ▼orkommende  UnregelmSssigkeiten  su  beanstanden  und 
die  geftindenen  Werthe  su  Terlndem«  Diese  Forderung  erseheint  so 
selbstrerstindlieh,  dass  wir  dabei  nicht  Terwcilen  wollen.  Weiter  ftthrt 
er  aus,  dass  die  gedachten  Werthe  am  ▼oUstXndigsten  unter  einander 
verknüpft  erseheinen,  wenn  die  Sterbenswahrseheinlichkeit  als  eine  der 
Form  nach  bekannte  Funetion  des  Lebensalters  definirt  wird,  und  auf 
dieser  Gknndlage  liefert  er  sodann  eine  Entwickelnng,  die  aar  Bestim- 
mung der  unbekannten  Constanten  der  gedachten  Function  schliesslich 
bei  dem  bekannten  Gleichungensystem  der  Methode  der  kleinsten  Qua- 
drate anlangt.  Dieser  Erfolg  war  offenbar  vorauszusehen;  denn  wer  sähe 
nicht,  dass  hier  unmittelbar  eine  Aufgabe  der  Metliode  der  kleinsten 
Quadrate  vorliegt?  Gegeben  sind  gewisse  Werthe  (hier  Sterbenswahr- 
scheinlichkeiten) mit  ihren  Oewicbten  (hier  mittleren  Fehlern),  diese 
Werthe  sollen  einer  gewissen  Function  mit  vorläufig  unbekannten  Con- 
stanten Genüge  leisten:  das  ist  doch  otYenbar  nichts  Anderes,  als  eine 
Aufgabe,  welche  der  Methode  der  kleinsten  Quadrate  unterliegt.  Diese 
ganze  Entwickelung  des  Verfassers  wäre  also  im  Grunde  überflüssig  ge- 
wesen; sie  enthält  in  der  That  die  Begründung  der  Methode  der  klein- 
sten Quadrate,  soweit  solche  für  diesen  specielleu  Fall  in  Betracht 
kommt,  implicite  in  sich.  Auffallend  ist  uns  dabei  nur  gewesen,  dass 
der  Verfasser  seine  Entwickelung  höher  stellt,  als  wenn  er  unmittelbar 
die  Metbode  der  kleinsten  Quadrate  angewandt  hätte.  Er  erklftrt,  seine 
Endgleichungen  gefunden  zu  bähen ,  „ohne  von  irgend  einer  Hypothese 
Gebrauch  zu  machen,  wie  das  die  Methode  der  kleinsten  Quadrate  nicht 
vermeiden  kann".  Hier  liegt  wohl  ein  Missverständniss  zum  Grunde. 
Die  Methode  der  kleinsten  Quadrate  (in  der  älteren  Darstellung  dersel- 
ben, wie  sie  Gauss  in  der  Tkeoria  malus  corp.  coel.  gegeben  hat)  beruht 
allerdings  auf  der  Hypothese,  dass,  um  die  Saehe  kurz  aossudrUeken, 
die  Wahrscheinltehkeit  des  Fehlers  m  der  Funetion  0^**^  proportional 
•ei.  Nun  hat  aber  der  Verfasser  selbst  bewiesen,  dass  diese  Bedingung 
im  Torliegenden  Falle  erfUlt  ist,  also  findet  hier  doch  offenbar  bei  An- 
wendung der  Methode  der  kleinsten  Quadrate  eine  Hypothese  nicht  mehr 
statt,  die  Hypothese  ist  Wirklichkeit  geworden  und  Alles  ist  in  Ordnung. 
Das  von  dem  Verfasser  nebenher  noch  angeführte  Argument,  dass  die 
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Gewichte  der  zn  findenden  Wahrscheinlichkeiten  noch  von  den  anbekann- 
ten Werthen  derselben  abhängig  seien,  ist  dabei  von  keinem  Belang  und 
findet  durch  Anwendung  der  Methode  von  selbst  seine  Erledigung. 

Wenn  nach  dem  Gesagten  ffir  unser  in  Rede  stehendes  Problem  die 
Forderung  gestellt  wird,  die  Sterbenswahrsclieinlichkeit  als  eine  der  Form 
nach  bekannte  Function  des  Lebensalters  auszudrücken,  so  muss  freilich 
weiter  hinzugefügt  werden,  dass  eine  solche  Function  leider  zur  Zeit 
nicht  exifitirt.  Alle  die  zahlreichen  bisher  unternommenen  Versiiclie,  die 
Sterbliclikeit  in  ihrer  Abhüngigkeit  vom  Lebensalter  durch  eine  Function 
darzustellen,  müssen  durchaus  als  gescheitert  angesehen  werden ,  und  der 
glückliche  Augenblick,  welcher  den  grossen  Kepler  bei  seiner  Unter- 
suchung der  Marsbeobachtungen  auf  die  Ellipse  führte,  ist  für  unsem 
Fall  noch  nicht  dagewesen.  Wohl  hat  uns  die  Schrift  den  Eindruck  ge- 
macht, als  ob  der  Verfasser  vielleicht  eine  solche  Function  in  priin  habe. 
So  lange  diese  aber  nicht  bekannt  ist,  kommen  wir  in  der  That  nicht 
weiter  und  bleiben  nur  auf  die  blosse  Andeutung  des  einzuschlagenden 
Weges  beschränkt.  Nichtsdestoweniger  aber  mfi.ssen  wir  der  Schritt  .las 
grosse  Verdienst  zusprechen,  dass  sie  zur  Klarung  der  in  Rede  stehen- 
den Fragen  einen  wesentlichen  Beitrag  liefert  und  deshalb  dem  künftigen 
Fortschreiten  auf  diesem  Gebiete  erspriesbliche  Dienste  leisten  wird. 

Hannover.  Tu.  Wittstbim. 


La  teoria  delie  ombre  e  del  ehiaroieuro,  ad  uto  detta  unwenäk, 
d^e  seuole  ttapplicathne  per  gli  Ingegneri^  d^ie  aeeademie  m^ari^ 
degli  inHUuti  lecnici,  degli  Ingegneri,  arehU^  e  detif/iiaiari  deWIng. 
Domenieo  Tetiari.    Torino  1878.    Fatcieolo  /. 

Der  Verfasser,  Professor  der  Anwendungen  der  darstellenden  Geo- 
metrie an  dem  königl.  italieni-schcn  Museum  der  Industrie  in  Turin,  sagt 
in  der  Ankündigung,  das.s  Italien  schon  seit  vielen  Jahren  keine  Ori- 
ginalarbeit über  die  Anwendungen  der  darstellenden  Geometrie  hervor- 
gebracht habe  und  dass  es  nun  für  dasselbe  Zeit  sei,  auch  in  diesen 
Wissenschaften  in  den  edeln  Wettstreit  mit  den  übrigen  civilisirtesten 
Nationen  einzutreten.  Die  Regierung  habe  in  allen  Ingenieurschulen  des 
Königreichs  einen  Lehrstuhl  für  tlas  bezeichnete  (icbiet  errichtet;  es  fehle 
aber  an  Lehrbüchern,  die  aut  der  Höhe  der  Zeit  ständen,  und  der  Ver- 
fasser fühle  sich  angeregt,  nach  seinen  Kräften  diese  beklagenawertbe 
Lücke  auszufüllen.  So  legt  er  jetzt  die  erste  des  auf  zwei  Lieferungen 
berechneten  Werkes  über  die  Anwendung  auf  die  Beleuchtungslehre  vor. 

Die  darstellende  Geometrie,  als  besonderer  Wissenszweig  von  Monge 
gleichzeitig  mit  der  polytechnischen  Schule  (1794)  in  Paris  ins  Leben 
gernfen ,  ist  in  ihrer  Entwickelung  an  diese  Anstalten  geknüpft.  Zneist 
allein  von  Frankreich  gepflegt,  wurde  sie  seit  dem  etwas  mehr  «Is  50jlbri- 
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gen  Besteben  der  polytecbnisclien  Schulen  in  Deutschland  auch  bei  ans 
gefordert,  während  Itiilien  er8t  in  neuerer  Zeit  derartige  Schulen  und 
zugleich  Albeiter  in  der  darstellenden  Geometrie  (Bollavitis)  erhielt, 
England  aber  ohne  solche  Anstalten  auch  dieses  Wissensgebiet  noch  nicht 
pflegte.  Wir  können  mit  Freuden  die  hochbegabte  italienische  Nation 
auf  dem  Felde  dieser  Arbeit  begrüssen. 

Das  vorliegende  Lehrbuch,  soweit  es  bis  jetzt  erschienen  ist,  ent- 
halt eine  klare  Darstellung  des  behandelten  Stoßes  mit  Berücksichtigung 
der  neueren  Forschungen,  ohne  gerade  selbst  Neues  zuzufügen.  Die 
benutzten  Sätze  der  darstellenden  Geometrie  sind  nochmals  auseinander- 
gesetzt, wie  es  bei  einem  Docenten  begreiflich  ist,  der  nur  die  Anwen- 
dungen dieser  Wissenschaft  zu  lehren  hat.  Die  Darstellung  ist  etwas 
breit,  was  besonders  im  Gegensatze  zn  der  in  deutschen  Werken  an- 
gestrebten Kttrse  auffilllt.  Möglichste  Kürze  wirkt  angenehm  und  er- 
weckend, so  lange  sie  nicht,  besonders  durch  Hereinschachteln  lA  vielen 
Stoffes  in  einen  einzigen  Sats  ein  wiederholtes  Lesen  nothwendig  macht 
und  dadnrcb  wieder  einen  grösseren  Zeitanfwand  yerlangt.  Das  vor- 
liegende Werk  aber  könnte  dnrch  Kürzung,  besonders  in  der  so  leicht 
ermüdend  wirkenden  Beschreibung  der  Construetionen,  wesentlich  ge- 
winnen. Die  klare  und  geordnete  Darstellnng  der  Terschiedenen  Metho- 
den ist  dagegen  sehr  ansnerkennen. 

Geben  wir  nun  eine  Uebersicht  des  Inhaltes.  Im  ersten  Oapitel  wer- 
den die  allgemeinen  Begriffe  des  Liehtstrahlenbttschels,  der  beleneh- 
ieten  nnd  beschatteten  Oberflichenthelle  eines  Körpers,  des  Eigen-  und 
Schlagschattens,  der  Licht-  nnd  Schattengrense  (separatrice),  des  Schat- 
tenkegels und  Cylinders,  des  vollen  und  Halbschattens  n.  s.  w.  gegeben 
und  die  Parallelbeleuchtung  als  die  vorzugsweise  in  behandelnde  be- 
■eichnet.  Der  erste  Theil  soll  von  den  Grenalinien  der  Beleuchtung, 
der  zweite,  noch  nicht  erschienene,  von  den  Abstufungen  der  Beleuch- 
tung handeln.  Das  iweite  Gapitel  handelt  von  dem  Schatten  der 
Punkte  auf  die  Pfojectionsebenen,  anf  eine  beliebige  Ebene,  auf  ein 
Polyeder,  auf  einen  Kegel  und  Cylinder,  anf  eine  Kugel  nnd  auf  eine 
beliebige  UmdrehungsHäche.  Im  dritten  Capitel  über  den  Schatten 
von  Geraden  wird  dieser  einerseits  als  der  nützliche  Theil  des  Schnit- 
te« der  durch  die  Gerade  gehenden  Schattenebene  mit  der  Obertiäche  des 
beschatteten  Körpers,  andererseits  als  der  Ort  der  Schatten  aller  Punkte 
der  Geraden  bezeichnet.  Es  wird  dann  der  Schatten  der  Geraden  auf 
die  I'rojectlonscbenen ,  auf  eine  beliebige  h^bene,  auf  ein  Polyeder,  eine 
Treppe,  auf  eine  Kegelfläche,  auf  eine  Kugel,  auf  eine  beliebige  Um- 
drehungsfläche bestimmt  und  stets  eine  Tangente  des  Schattens  construirt. 
Im  vierten  Oapitel  über  den  Schatten  von  Polygonen  und  Cur- 
ven  wird  zuerst  der  Schatten  eines  ebenen  Polygons  auf  die  Projections- 
ebenen  bestimmt  und  ihre  Affinität  unter  einander,  sowie  die  eines  jeden 
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mit  der  gleichnamigeB  Projeetion  des  Polygons  BMbgewicsen.  Dmh  wird 
der  Sefaatten  einer'  Corve  mid  aeine  Tangente  eonstniirt,  inibeeonden 
einef  Kreises  aof  die  ProjeetioBsebenen  nnter  Bettimmnng  der  Azen  der 
Scliattenellipse,  der  Selietten  einer  ebenen  Curre  auf  eine  Projeetioos* 
*  ebene  nnter  Bennlanng  der  Affinität,  nnd  snletit  der  Sebatten  einer 
eylindriseben  Scbranbenlinie  anf  eine  an  ibrer  Aze  senkrecbte  Ebene, 
welcber  sieb  als  eine  ▼erUngerte,  oder  eine  gemeine,  oder  eine  ▼efkOisto 
Oykloide  ergiebt.  Im  fünften  Capitel  Uber  den  Sebatten  der  Po* 
lyeder  wird  deren  Liebt*  nnd  Seliattengrenae  obne  Häfe  dee  Seblag- 
sebattens,  sondern  mittelst  der  Selmittfignren  mit  projicirenden  Ebenea 
von  Liebtstrablen  bestimmt.  Es  werden  dann  die  Scliatten  anf  die  Pro* 
jeetionsebenen  oonitmirt  von  einem  regehnMssigen  Dodekaeder,  einen 
Prisma,  einer  Pyramide  nnd  von  diesen  beiden  auf  einander,  von  einer 
Treppenwand  anf  eine  Treppe,  einem  Sebomstein  anf  etn  Daeb  und  von 
einer  Deckplatte  anf  einen  Ojrlinder,  wobei  die  Metbode  der  Hllfsebenea 
dnreb  die  Liebtstrablen,  der  Profilebenen  nnd  der  Sebattenbeetimmnag 
von  einer  Linie  anf  eine  Linie  vermittelst  der  Seblagsebatten  beider  an- 
gewendet sind. 

Im  seebsten  CSapitel  ttber  den  Sebatten  krnmmer  FlXeben  in 
Allgemeinen  werden  fttnf  Metboden  an  seiner  Bettimmnng  nntersebie- 
den:  die  der  scbneidenden  (dnreb  die  Licbtatrablen  gelegten)  HUfsebenea, 
die  der  berfibrenden  (dnreb  den  lencbtenden  Punkt  gebenden)  Ebenen, 
die  der  eingebfillten  FlAeben  (deren  Liebt-  nnd  Sebattengrenie  die  Chs* 
rakteristik  in  Punkten  der  gesnebten  Liebt-  nnd  Sebattengrenae  scbnei- 
det),  die  der  Scblageebatten  der  Ersengenden  der  krummen  Fliehe  (deiea 
iänbflilende  die  Seblagsebattengrenae  ist),  die  anf  Ibre  anm  Yorans  be-  . 
kannte  Gestalt  gegrfindete  (Kegelsebnitt  bei  Fliehen  aweiter  Ordnung)* 
Zur  Bestimmung  der  Tangente  der  Eigenscbattengrenae  in  einem  ibrer 
Punkte  ist  dann  der  Sata  Dnpin*s  ttber  die  Indieatriz  angeführt,  in  wel* 
eher  der  Liebtstrabl  und  jene  Taogente  eonjugtrte  Durchmesser  bilden. 
Zuletat  sind  einige  Hilfssfttae  Aber  die  Schnittlinie  aweier  Fliehen  aweiler 
Ordnung  und  Ihr  mVgliehes  Zerfallen  In  swei  Kegelschnitte  angeführt 
Das  siebente  Capitel  Aber  den  Sebatten  von  abwickelbaren  Fli- 
ehen behandelt  den  Schatten  eines  Cylinders  und  einea  Kogels,  voll 
oder  hohl,  nnd  unter  verschiedenen  Annabmen  auf  die  Projeetionsebenea 
und  von  solchen  KSrpem  auf  einander,  sowie  den  Sebatten  einer  Biscb» 
ung,  welche  durch  eine  Fliehe  von  gletchfürmiger  Neigung  gebildet  iit 
Im  achten  Capitel  ttber  den  Schatten  der  Kugel  und  des  BUip* 
soids  werden  deren  Schattengrenaen  von  bekannter  Gestalt  anf  veraebie* 
dene  einfache  Weisen  constmirt;  es  wir^  der  Schatten  einer  Kugel  auf 
einen  Kegel,  deirjenige  in  einer  kugelförmigen  Nische  und  in  einer  kuge^ 
fürmlgen,  mit  einer  cylindrisehen  Oeffiinng  versehenen  Kuppel  bestinunt, 
jedesmal  mit  Beachtung  der  ausgeaeichneten  Punkte.  Im  neuntim  Ospllel 
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über  den  Sehatten  ron  ümdrebtmgsfläehen  wird  die  Methode 
der  eingehülltes  Fliehen  angewendet,  and  swar  die  der  eiBgehtfUten 
Kegel,  Oy  linder  und  Kugeln  auf  daa  Umdrehnngielllpaoid,  das  da- 
aehalige  Hyperboloid  and  dai  Paraboloid.  Sodann  wird  der  Sehatten 
einer  Fliehe  mit  nnr  durch  Zeiehnnng  gegebenem  Meridiane  rennittelat 
der  Schlagrchatten  der  Parallelkreise  bestimmt  Darauf  wird  der  Sata 
von  Dunesme  bewiesen,  dass  die  Orense  des  Sehlagschattens  einer 
ümdrehungsflkeke  auf  eine  lur  ümdrehungsaze  senkrechte  Bbene  sur 
Evolute  hat  den  Umriss  des  Sehlagschattens  eines  Conotds,  ersengt  Ton 
einer  Geraden,  welche  auf  der  Aze  und  auf  der  EigensehaiteDgrense  der 
Umdrehungsfliehe  hinglritet  und  immer  senkrecht  auf  der  Axe  bleibt 
Sodann  wird  die  Eigenschattengrense  eines  Kreisringes  durch  Verschie' 
bung  seiner  Meridiane  in  den  Mittelpunkt  der  Fläche,  wo  sie  eine  Kugel 
mit  ihrer  Sehattengrenie  bilden,  bestimmt 

Hier  endigt  der  erschienene  Tbeil  des  Werices,  dessen  Fortsetsung 
man  mit  Vergnügen  entgegensehen  darf.  Chr.  Wienbk. 


MathMBittiaeha  Madallie,  ausgefshrt  Im  mathem.  Institut  des  königl.  Poly- 
technikums  an  München«  Abth.  I  unter  Leitung  tou  Prof.  Dr. 
Kliiu,  Abth.  II  unter  Leitung  Ton  Prof.  Dr.  Buill.  Verlag  tob 
L.  Brill,  Darmstadt 

Auf  die  erste  Serie  geometrischer  Gypsmoddle,  welche  wir  in  dieser 
Zeltschrift,  Jahrg.  XXII  besprochen  haben,  ist  rasch  eine  iweite  Serie 
gefolgt  Im  Zusammenhalt  mit  neueren  Literatnrerschdnungen  und  mit 
dem  Umstände,  dass  auch  im  Auslande  in  neuester  Zeit  eine  Reihe  von 
Modellen,  tou  abwickelbaren  Fliehen  etc.  enchienen  sind,  dürfen  wir 
hieraus  schliessen,  dass  nach  einer  längeren  Periode  abstract»  geometri- 
scher Betrachtung  nun  das  Bedürftiiss  nach  Veranschaulichung,  sowohl 
in  der  Forschung,  als  im  Unterricht,  stark  im  Wachsen  begriffen  ist.  Die 
neue  Sammlung  beweist  wieder  durch  die  Auswahl  ihrer  Oljjecte,  mit 
denen  sie  in  sehr  Tenchiedene  Gebiete  neuerer  Forschung  eingreift,  den 
wissenschaftlichen  Standpunkt  des  Unternehmens.  Ich  bespreche  zuerst 
die  aweite  Abtheilung,  welche  sich  an  die  frühere  Serie  aaschliesst 
IX.  Rotationsfläche  von  constantem  negatlTcm  Krüm- 

mungsmass,  Kegeltypus.  Von  J.  Bacharach. 
X.  Desgl.,  Hyperboloidtjpus.  Von  W.  Dyck. 
Aus  der  Identität  der  Geometrie  auf  einer  Fläche  constanter  Krüm- 
mung mit  der  nichteuklidischen  Geometrie  flieset  das  Interesse  an  deren 
Gestalt  und  den  geodätischen  Linien  derselben.  Von  Rotationsflächen 
mit  constantem  negativem  Krümmungsmass  giebt  es  drei  Typen ,  je  nach- 
dem die  Meridianeurven  die  Axe  im  Unendlichen,  im  Endlichen*  oder 
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gestolU,  den  «weiten  nod  dritten  Fall  geben  IX  und  X.  Herr  Dyck 
liefert  in  der  Erklärung  zugleich  eine  eingehende  Behandlung  de«  cWn 
erwähnten  Zasanimenhangs  für  diese  beiden  Flächen  und  die  luemu  fol* 
gende  Construction  der  geodätischen  Linien. 

Vlll.  Die  geod  Ät  isc hen  Lin  i  en  der  Kotations  flächen  coMtiU^ 
ter  mittlerer  K  r  ii  in  m  ii  n  g.    Von  A.  v.  Braunmübl, 
Es  werden  die  drei  von  einander  verschiedenen  Typen  milgetheilt: 
das  Unduloid,  Nodoid  und  Catenoid,  je  nachdem  die  Mendiancarven 
wellenförmig  sind,  einen  Knotenpunkt  besitzen  oder,  ira  Grenzfall,  Ket- 
tenlinien sind  (Figuren,  die  bekanntlicb  in  den  Plateau'schea  Yei* 
Sachen  auftreten). 

XI.  Die  Bahn  eines  schweren  Punktes  auf  der  Kugelober- 
fläche.   Von  L.  Schleierinacher.     Es  ist  der  Fall  einex  in 
sich  zurücklaufenden  Bahncurve  verzeichnet. 
Während  diese  Modelle  alle  wesentlich  auf  der  Discussion  elliptischer 
Functionen  beruhen,  wird  in  den  folgenden  der  ersten  Abtheilang  das 
Interesse  für  das  Gestaltliche  überwiegend. 

VI.  Drei  Modelle  der  Kummer'schen  Fläche.    Von  K.  liobn. 
Von  dieser  Fläche  vierter  Ordnung,  mit  16  Knotenpunkten  und  16 
längs  Kegelschnitten  berührenden  Ebenen,  werden  hier  die  drei  Fälle 
mit  16,  8,  bez.  4  reellen  Knotenpunkten  (toh  denen  der  erste  Fall  früher 
schon  durch  Klein  veröffentlicht  woiden  ist)  dargcatellt,  bez.  aus  8,  4 
und  2  Theileu  bestehend.    Die  Flächen  sind  durch  vorherige  geeignete 
Construction  sämmtlicher  BerUhrungskegeLschnitte  hergestellt.    Das  Sta- 
dium dieser  Flächen  erlangt  jetzt  auch  vom  Standjiunkte  der  Analysis 
a»7ms  Wichtigkeit,  indem  auf  ihnen  und  der  F r  e s n  el '  sehen  W^cllenflächc 
die  algebraischen  Ir  unctioueu  vom  Geschlecht  2  zur  Darstellaog  gebracht 
werden  können. 

VII.  Fläche    dritter   Ordnung    mit  vier  reellen  conischen 
Knotenpunkten  nebst  liaupttangentencurven.     Von  J« 
Bacharach.    Es  ist  die  Fläche,  aus  welcher  Klein  die  Gestal'- 
ten  der  allgemeinen  Fläche  dritter  Ordnung  durch  Defornuitioil 
ableitet  (Math.  Ann.  VI),  eine  Fläche  mit  algebraischen  Hanpt> 
tangentencurven ,  die  je  drei  Spitzen  haben. 
Ich  erwähne  noch  die  Sorgfalt  in  der  AosfUhmng  dieser  Hodell«* 
Fttr  die  etwaige  Fortsetzung  sei  der  Wunsch  ansgesprochen ,  das«  die 
Temchiedenen  Formen  der  Knotenpunkte  einer  Flieh«  tOiMDmeiisestellt 
und  in  grösserem  MasssUbe  fllr  sich  ausgeführt  werden  ml^pen. 

Erlangen.  U.  NoiTU£Et. 
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Quatre  modilei  reprhenlani  des  sutfacet  d^pehpfiabtes  apee  dei  r0nteigite- 
ments  tw  la  eontfructUm  des  modHes  el  sw  les  singul*trU4s  qu'its 
representenif  par  V.  Malihe-Bruun  ei  C,  Crone,  Avee  gutigues 
remarques  sttr  les  surfacei  däveloppabtes  et  sur  FuHlÜd  des  modiles; 
par  M,  le  Ihr.  ff,  G,  Zeuthen,   Leipiig,  Bernhard  Hemuuin.  1877. 

Diese  vier  Modelle  sind  einfaeh  aus  Carton  gefertigt  and  stellen 
abwickelbare  Fläcljen,  auf  die  Ebene  abgewickelt,  vor,  die  selbst  durch 
eine  leichte  Verscliiebuug  der  Blätter  daraus  hervorgehen.  Die  Idee  der 
Cüiihtruction  ist  zwar  nicht  neu:  in  Salmon's  Raumgeometrie  (Fied- 
ler's  2.  Ausgabe,  Theil  II  S.  624)  ist  das  erste  der  vorliegenden  Modelle 
beschrieben,  das  aus  zwei  gleichen  Kreisringeu  besteht,  die  congruent 
aul'einandergelegt,  lÄnp;s  des  Innern  Kaiule.s  zusammengeheftet  und  nach 
einem  gemeinsamen  Radius  aufgeschnitten  sind.  Aber  diese  Idee  ist,  auf 
Herrn  Zenthen's  Anre^'unj;,  durch  Zufiigung  von  Durchsetzungen  der 
beiden  Blätter,  also  Doppelcurven ,  lerner  durch  singuläre  Stellen  der 
Rückkehrkante ,  besonders  Cuspidalpunkte ,  dann  durch  Aufzeichnen  des 
Verlaufs  der  Curven  in  der  Nähe  der  singulären  Stelh  ti,  erweitert  und 
handlich  ausgeführt.  Diese  nur  schematische  Durchfüliruug  genügt  völ- 
lig, um  von  Terwickelten  gestaltlichen  Verbältnissen,  wie  sie  in  den  sin- 
gnlären  Stellen  Yon  abwickelbaren  Flächen  nnd  Ton  Flächen  überhaupt 
auftreten,  eine  anschauliche  Vorstellung  zn  geben.  Die  beigegebenen 
Erklärangen  Uber  die  Constrnction  solcher  Modelle  kommen  dem  Stndinm 
bequem  entgegen  und  anch  die  Forschung  ist,  in  Anbetracht  der  nur 
allmäligen  Verallgemein erung,  welehe  die  Theorien  der  Fläch ensingnla- 
ritlten,  der  Reciprocalfläche,  der  zweibiftttrigen  Ebene  ete.  erfahren  haben, 
fOr  solehe  emfache  Hilftmittel  dankbar. 

Erlangen.  M.  Nobvbbb. 


Heuere  Geometrie  für  die  oberen  Classen  der  Realschulen  und  Gymna- 
•ien.  Von  Dr.  H.  L.  Rottok,  Bector  am  Realgymnasium  in  Rends- 
burg. Schleswig,  Julius  Bergas.  1877.  «2  S.  8^  Preis  1  Mk.  50  Pf. 

Wir  können  nieht  nmhin,  das  Erseheinen  eines  Lehrbuches  Ton 
Tendens  und  Inhalt,  wie  das  vorliegende,  freudig  sn  begrflssen  und  das- 
selbe als  eine  willkommene  Zugabe  au  den  besten  das  Interesse  der  rei- 
feren  Schiller  besonders  erweckenden  und  den  Unterricht  in  der  Geo* 
raetrie  belebenden  Lehrmitteln  ansuerkennen.  Das  Bedfirfbiss  unserer 
Zeit,  sowie  die  durch  die  Einführung  der  sogenannten  neueren  Geometrie 
erfahrungsmSssig  im  Unterricht  ersielten  Erfolge  haben  Veranlassung  ge- 
geben sur  Abfassung  mehrerer  solcher  elementar -geometrischer  Lehr- 
bfieher,  welche  theils  in  besonderen  Abschnitten,  wie  das  Lehrbuch  der 
ebenen  Geometrie  tou  Heis  und  Eschweiler,  und  der  rortrelfliche 

HlA41fc.AHUc.dMtatte.£  Halb.  m.  Flui.  X3UII,S.  Ift 
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Leitfaden  der  ebenen  Geometrie  von  Hub.  Müller,  theils  monographiBcfa, 
wie  die  neuere  Geometrie  von  Schmitt,  diese  Disciplin  abgehandelt  haben. 
Zu  der  letzteren  Art  gehört  auch  das  vorliegende  Lehrbuch.  Was  dee- 
selbe  jedoch  vor  den  übrigen  bekannten  Lehrbüchern  dieser  Art  besondeit 
nnszeichnetf  ist  die  demselben  eigenthttmliche ,  auch  in  dem  frtther  von 
dem  Verfasser  herausgegebenen  Leitfaden  der  ebenen  Geometrie  erprobte 
Klarheit  der  Darstellung  nnd  der  Kürse  der  Beweisführung.  Man  findet 
hier  in  wohlerwogener  Berücksichtigung  des  durch  die  übrigen  geometri* 
sehen  Disciplinen  immerhin  sehr  beschränkten  Zeitmasses,  auf  einem  Raum 
von  nur  62  Octavseiten  eine  erstaunliche  Fülle  des  Inhalts.  Dennoch 
reihen  sich  die  Sätze  der  einzelnen  Abschnitte  so  leicht  und  fliessend  in 
einem  durchaus  elementaren  Gewände  aneinander,  dass  in  Hinsicht  auf 
flie  'IVndenz  des  Buches  den  Schülern  der  Prima  eines  Gymnasiums 
keineswegs  zuviel,  den  Realschülern  aber  immerhin  völlig  ausreichendes, 
zur  Vorbereitung  auf  den  Unterricht  in  der  analytischen  und  detcriptiven 
Geometrie  überaus  fruchtbringender  Lehrstoff  geboten  wird. 

Der  Inhalt  des  Buches,  in  acht  Abschnitten  veriheilt,  ist  knrs  fol- 
gender : 

Im  ersten  Abschnitte  werden  in  elf  Sätzen  die  Eigenschaften  der 
Transversalen  ebener  Polygone  abgehandelt.  Die  Theilungsverhältnisse 
beziehen  sich  theils  auf  die  Üurchschnittspunkte  einer  Geraden  mit  den 
PolygonHciten ,  theils  auf  Strahlenbüschel,  deren  Strahlen  nach  den  Ecken 
und  Seiten  des  Polygons  gehen.  Am  Schlüsse  des  Abschnittes  werden 
in  kurzen  Zügen  nnd  mit  eleganter  Begründung  jene  Sätze  für  die  sphä- 
rischen Polygone  erweitert.  Dasselbe  geschieht  auch  Jedesmal  am  £nde 
der  späteren  Abschnitte. 

Der  zweite  Abschnitt  behandelt  die  Eigenschnften  der  collinearen 
Punktreihen  nnd  Strahlenbüscbel ,  sowie  die  colUneare  Verwandtschaft  der 
Figuren. 

Im  dritten  Abschnitte  wird  der  Begriff  der  anharmonischen  Ver- 
hältnisse von  vier  Punkten  und  vier  Strahlen  erläutert,  darauf  die  sich 
ergebenden  Theoreme  auf  das  Tangentialproblem  der  Kegelschnitte  an- 
gewendet. 

Der  vierte  Abschnitt  hat  die  Lehre  von  den  harmonischen  Ver- 
hältnissen zum  Gegenstände.  Am  Schlüsse  desselben  werden  diejenigen 
Lehrsätze  hervorgehoben ,  welche  eine  Anwendung  auf  sphärische  Gebilde 
zulassen  und  welche  nicht. 

Der  fünfte  Abschnitt  handelt  von  den  Involutionen  (involutorischen 
Punktreihen  und  Strahlenbüscheln); 

der  sech.ste  Abschnitte  von  den  Polen  und  Polaren  am  Kreise. 

Im  siebenten  Abschnitte  werden,  in  26  Sätze  eingekleidet,  die 
Eigenschaften  der  Chordalen  oder  Potenzlinie  von  Kreisen  entwickelt. 
Der  besonderen  Aumuth  entsprechend,  die  uns  gerade  in  diesem  Capitel 
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der  neneran  Geometrie  anheimelt,  wird  diesem  Abecbnitt  ein  yerhSltniM- 
mllssig  grösserer  Ranm  sn  Thell.  Im  22.  Satse  kommt  aueli  eine  Mfixi* 
malbestimmnng  Tor  mittelst  Differentialcalcnls,  welche  in  einer  Gymnasial- 
prima  ohne  Nacbthefl  flbergaugen  oder  durch  eine  analytisch- geometrische 
Betraebtnngsweise  allenfalls  mundgerecht  gemacht  werden  kann. 

Im  achten  und  letzten  Abschnitte  werden  die  Aehulichkeitspnnkte 
von  Kreispaaren  betrachtet. 

Wir  gestehen  gern,  dass  wir  das  kleine  schfttzenswerthe  Buch  mit 
vielem  Interesse  durchgesehen  und  daraus  die  Ueberzeugung  gewonnen 
haben,  dass  sich  dasselbe  nicht  nur  als  Grundlage  für  den  Unterricht  in 
den  oberen  Classen  der  hölicren  Lehranstalten,  sondern  auch  als  ein 
Hilfsmittel  für  den  Selbstunterricht  ans{j;o'/eichuet  bewähren  wird.  Wir 
zweifeln  nicht,  dass  das  Buch  sich  rasch  Freunde  erwerben  wird,  und 
wünschen,  dass  es  dem  Verfasser  vergönnt  sein  möge,  bald  eine  aeae 
Auflage  seines  Buches  bearbeiten  zu  können. 

Rostock  I.  M.,  16.  October  1877.  Prof.  L.  Matthibsmh. 


Lehxbnch  der  Geometrie  im  Umfange  des  vollen  GymnasialcursuR.  Be- 
arbeitet von  A.  WonLGKMüTH,    Libau,  Zimmermann.  1877. 

Vorstehendes  Lehrbuch  umfasst  seinem  Titel  entsprechend  Plani- 
metrie, ebene  Trigonometrie,  Stereometrie  und  sphärische  Trigonometrie. 
Oegen  die  Anordnung  in  den  einzelnen  angeführten  Sparten  ist  Nicht! 
an  erinnern;  was  jedoch  die  Anlage  selbst  betrifft,  so  läset  diese  inso* 
fem  zu  wünschen  übrig,  als  das  Lehrbuch  ausger  Erklärungen  und  Lebr- 
sfttaen  kaum  etwas  den  neueren  Lehrbüchern  Entsprechendes  aufweist, 
das  wie  jene  den  Unterricht  in  dieser  Disciplin  über  den  Vorwurf  zn 
erheben  vermöchte,  als  wSre  die  Mathematik  ein  recht  trockenes  Stadium. 
Wir  sweifeln  nicht,  daü  der  Herr  Verfasser  durch  mflndUcbe  Ergftn- 
sangen  den  geometrischen  Unterricht  an  beleben  wissen  wird;  ob  aber 
Jeder  aadere  Lehrer  sich  daau  veratehen  mOehte,  unter  Zugmndelegnng 
dieeea  Lehrbuches  das  Fehlende  anpassend  rar  Vorliige  erginaen  au  sol- 
len, oder  ob  er  nicht  lieber  von  ▼omherein  gleich  au  einem  jener  Lehr- 
bfleher  greift,  welche  dem  Unterricht  Leben  au  Terleihen  und  Interease 
für  denselben  an  wecken  geeignet  sind,  mdchte  bei  dem  Jetsigen  Stande 
der  Lehrmethode  unschwer  au  entscheiden  sein.  Es  ist  darum  sn  wün- 
schen, dass  nicht  jeder  Lehrer  sich  Teraalasst  fühle,  ein  Lehrbuch  nach 
aeinem  Gedankengange  ausammenaustellen,  wohl  aber  sich  nach  einem 
bewährten  Buche  unumsehen  und  diesem  sich  an  aceoiiiodiren.  Gelegen- 
hmt  au  Exeursfonen  wird  ihm  auch  dabei  nicht  versagt  sein. 

Kaiserslautern.  Uuüel.   (f  3.  August  1878.) 

16* 
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Compendinin  der  elektrischen  Telegraphie  von  L.  Weidenbach,  Tele- 
grapheninspector  der  Köln  -  Mindenor  Eigenbahngespllscbaft.  gr.  S*'. 
486  S.,  mit  169  Holzecbui.ten  im  Text  und  47  Tafeln.  Wieg- 
baden 1877,  Verlag  von  M.  Bi»chkop£f.    Ladenpreia  15  Mk. 

'  Das  Tontebend  genannto  Wetle  Terdient  schon  am  deswillen  eine 
eingehendere  Dnrebsieht  und  Beaebtnng,  weil  sein  Verfasser  in  mebr  als 
einer  Bealehnng  nene  Bahnen  wandelt.  Als  Einleitnng  (erster  Absebnitt) 
ist  eine  allgemeine  Statistik  nnd  Vergleiehnng  der  Teiscbiedenen  Arten 
Ton  Telegraphen  Toransgeschickt  nnd  eine  ehronologisehe  Ueberricht  der 
anf  die  Telegraphie  Besng  habenden  Erfindungen.  Die  letzte  folgt  einem 
bereits  1857  erschienenen  Werkeben  von  Poppe  nnd  bedarf  an  manchen 
Btellen  der  YerTollstindignDg  oder  Berichtigung.  Der  zweite  nnd  dritte 
Abschnitt  (8.  21-'34)  skizziren  das  Wesentlichste  flber  Elektrolyse  und 
die  elektromagnetischen  Messapparate.  Mit  dem  vierten  und  fttnften  Al»- 
schnitte  (Abhängigkeit  der  Stromstärke  Ton  dem  darchflossenen  Leiter, 
S.  34  ~  71;  Stromverzweignngen  in  linearen  Leitern,  S.  71 — ISO)  beginnt 
der  Verfasser  zu  zeigen,  wie  grossen  Werth  er  anf  mathematische  Unter- 
suchungen bei  Beantwortung  technischer  Fragen  aus  dem  Gebiete  der 
Telegraphie  legt.  Auf  S.  42  und  43  giebt  er  die  Formeln  für  den  Wider- 
stand zweier  Leiter  von  gesotzmHssig  veränderlichem  Widerstand}  nSm- 
lieh  aweier  F&llc,  welche  vielfach  in  galvanischen  Elementen  vorkom- 
men; hier  hfttte  ich  im  Interesse  Derjenigen,  welche  das  Werk  zu  ihrer 
Fortbildung  benutzen  wollen,  die  Angabe  der  Differentialgleichungen 
gewttnseht,  von  welchen  die  Rechnung  ausgeht,  oder  doch  eine  Andeu- 
tung flber  die  Herleitnng,  vielleicht  selbst  über  die  Integration  dieser 
Gleichungen.  Von  den  Stromverzweignngen  finden  sichr  namentlich  die 
Oruppirung  einer  {rrössereu-  Anzahl  von  Elementen  und  die  Verwondung 
gemeinschaftlicher  Batterien  sehr  eingehend  und  vielseitig  bebandelt.  Anf 
S.  66,  bei  Beantwortung  der  Frage:  „welche  Oruppirung  der  Elemente 
gestattet,  eine  verlangte  Stromst&rke  mit  der  geringsten  Ansahl  von  Ele> 
menten  au  erreichen  V"  hätte  noch  nachgewiesen  werden  n<^n,  dass 
diese  Anzahl  iV  immer  der  Ansahl  m  der  in  einer  Gruppe  parallel  ge- 
schalteten Elemente  proportional  ist,  also  am  allerkleinsten  ansflLUt, 
wenn  mr=l  ist;  es  wftre  dies  zu  beachten,  wenn  über  die  Wahl  der  im 
einaelnen  Falle  zu  verwendenden  Elemente  die  Entscheidung  zu  treffen  ist. 

Nachdem  im  sechsten  Abschnitte  (S.  180  —  211)  die  Metboden  zur 
Messung  der  Widerstände  nnd  der  elektromotorischen  Kraft,  im  siebenten 
Abschnitte  (S.  211  —  228)  die  Vertheilung  der  Elektricität  im  Schliessungs- 
kreise besprochen  und  bei  letzterer  Gelegenheit  die  Ladungserscheinungen 
erörtert  worden  sind,  wendet  sich  der  achte  Abschnitt  (S.  228-  200)  znr 
Fehlerhrstimrann^'  in  oberirdischen  Telegrapbenleitnngen  und  in  Kabeln, 
welche  an  vielen  Beispielen  erlttatert  wird.   Der  neunte  Abschnitt  (Seite 
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290 — 332)  bringt  im  AnsebluM  an  die  (}esetse  dei  Eiektronmgnetinnns 
nnd  der  Indnetion  Andentnngen  Uber  die  Conetrnetion  der  Elektromagnete 
fttr  rereebiedene  BetriebsrerbSltniwe.  Der  letete  (sehnte)  Abiebnitt  (Seite 
322 — 413)  entbftlt  einige  Angeben  fiber  den  Ben  der  TelegrapbenÜnien 
nnd  den  Gebraneb  der  flbliebsten  Telegrapbenepparmte.  Den  Beblnis 
bilden  knne  Bemerkungen  nnd  Erlintemngen  sn  den  sablreichen  Stein- 
dmektafeln,  anf  denen  tbeils  die  in  der  Telegrapliic  gebrSacblieben 
Hanpt-  nnd  Nebenapparate,  tbeils  nnd  vorwiegend  die  Vexbindung  der- 
selben nnter  sinander  in  den  Tersebiedenen  Stationen  nnd  sn  den  ver- 
schiedenen BetriebsBweeken  dargestellt  sind.  Die  Schaltnngsskissen  sei- 
gen  vielfaeb  eine  sonst  niebt  gewdbntiebe  AnordnaDg,  welche  durch 
möglichste  Vermeidung  von  Schnittpunkten  zwischen  den  einzelnen  Strom- 
lanflinien  eine  grössere  Dentlichkeit  nnd  Durchsichtigkeit  bezweckt.  Tafel 
44  führt  eine  ganze  Reihe  von  Schaltungon  für  elektroma^etische  Wecker 
und  Klingeln  vor;  darunter  finde  ich  in  Fig.  64  eine  mir  neue,  anschei- 
nend der  Fig.  63  nachgebildete,  welche  indessen  insofern  mit  einem 
kleinen  Uebelstande  behaftet  ist,  als  die  Linienbatterie,  wenn  der  Taster 
nach  dem  Einschalten  der  Localbatterie  noch  niedergedrückt  gehalten 
wird,  durch  letztere  einen  zweiten  Schluss  findet,  und  ebenso  natürlich 
letztere  durch  die  Linienbatterie.  Auch  verschiedene  Gegenspreebsjsteme 
werden  der  Rechnung  unterworfen. 

Der  gedrängte  Ueberblick  über  den  Inhalt  von  Weidenbach*8 
Compendium  wird  zugleich  haben  durchfühlen  lassen ,  dass  dessen  Eigen- 
thümlichkeit  vor  Allem  darin  liegt,  dass  es  die  aufzuwerfenden  Fragen 
vorwiegend  an  der  Hand  der  Rechnung  zu  beantworten  sucht.  Die 
meisten  Fragen  führen  aber  auf  das  Ohm' sehe  nnd  Kirch  h  off  sehe 
Gesetz  zurück,  nnd  deshalb  bildet  das  Compendinm  zugleich  wohl  die 
vollständigste  und  ergebnissreichste  Dorcbführnng  dieser  Gesetze.  Selbst- 
verständlich macht  dabei  das  Compendium  nicht  nur  verbftltnissniässig 
hohe  Ansprüche  an  das  mathematische  Wissen  des  Lesers,  sondern  es 
aetst  bei  ihm  auch  Geschmack  an  mathematischen  Entwickelnngen  vor- 
ans.  Wenn  demnach  allerdings  das  Studium  dieses  Werkes  eine  gewisse 
Ansdaner  nnd  einen  gewissen  Anfwand  von  Arbeit  nnd  Kraft  fordert 
nnd  deshalb  snr  Zeit  anch  wobl  von  dem  Eänen  oder  dem  Andern  ohne 
Befriedigung  ans  der  Hand  gelegt  werden  dttrfto,  so  ist  doch  der  vom 
Verfasser  eingeschlagene  Weg  insofern  gewiss  der  richtige,  als  auch  die 
Telegrapbie,  wie  die  anderen  Ingenienrwissenscbaften,  nur  anf  matbe- 
matisebem  Boden  gut  gedeihen  kann. 

Papier,  Sats,  Dmek  nnd  sonstige  Ausstattung  des  Werkes  sind  su 
loben. 

Dresden,  Anfang  Januar  1878.  Ea»  ZaTsacBB. 
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AnleitTiiig  lam  Entwerfen  graphischer  Tafeln  und  zu  deren  Gebranch 
beim  Sclmellrechnen ,  sowie  beim  Schnellquotiren  mit  Aneroid  und 
Tachyineter  für  Ingenieure,  Topographen  und  Alpenfreunde.  Von 
Dr.  Oh.  Augüst  Vogler.  4''.  VIII,  196  Seiten  mit  6  Licht- 
drucktafeln und  vielen  in  den  Text  eingedruckten  Holzsclinitten. 
Berlin  1877.  Verlag  von  Emst  &  Korn  (Gropios'sche  Bach-  and 
Kunsthandlung). 

In  der  Gleichung  z  =  /'(x,  liegt  sowohl  der  algebraische  Ausdruck 
für  das  Ergebniss  der  Rechnung,  welche  zwei  veränderliche  Zahlen  in 
vorgeschriebener  Weise  mit  einander  verbindet,  als  auch  fiir  den  oftmals 
nur  empirisch  bekannten  Zusammenhang  einer  Erscheinung  mit  zwei  an- 
deren ihrer  Natur  nach  dem  Wechsel  unterworfenen  Grössen.  Ohne 
zwischen  diesen  beiden  Bedeutungen  selbst  zu  unterscheiden,  kann  man' 
nun  die  Gleichung  dnrch  graphische  Mittel  versinnlichen  und  die  gewon* 
nene  Zeichnung,  welche  zwar  punktweise  entstand,  aber  durch  Vereinigung 
der  nahen  Punkte  zu  fortlaufenden  Zügen  die  ursprünglich  mangelnde 
ContinuitSt  thatsächlich  einführte,  zur  Interpolation  auch  zwischenliegen- 
der Werthe  von  z  benutzen.  Das  ist  der  allgemeinste  Gedanke  der  gra- 
phischen Tafeln.  Er  gehört  dem  Verfasser  nicht  als  ein  neuer  an.  Ein 
besonderer  §  19  (S.  55  —63)  stellt  unter  der  Ueberschrift:  ,, Historisches" 
eine  ziemlich  umfassende  Keihe  früherer  Versuche  auf  dem  gleichen  Felde 
zasammen  und  gesteht  obendrein  die  muthraassliche  UnvolIstMndigkeit 
dieses  Verzeichnisses  zu.  Nicht  wenige  andere  Schriften,  deren  Erwähnung 
in  jenem  historischen  Paragraphen  unterblieb,  sind  in  den  verschiedenen 
Anmerkungen  zum  eigentlichen  Texte  genannt.  Herr  Vogler  scheint 
uns  trotzdem  keiner  überflüssigen  Mühe  sich  unterzogen  zu  haben,  als 
er  es  unternahm,  die  Lehre  von  der  Anfertigung  und  von  der  Benntzang 
der  graphischen  Tafeln  in  einem  zusammenhängenden  Buche  darzustelleui 
und  die  geradezu  musterhafte  Ausstattung  wird  gewiss  dazu  beitragen, 
dem  Werke  Freunde  zu  erwerben.  Sein  eigentliches  Publicum  sucht  der 
Verfasser  freilich  mit  Recht  unter  solchen  Berufsclassen ,  denen  eine  mit- 
anter  nicht  sehr  bedeutende  Annäherung  an  die  gewünschten  Ergebnisse 
genügen  darf.  Der  Eisenbahningouieur  bei  dem  Entwurf  einer  ersten 
Tracfi  z.  B.  wird,  wie  er  mit  Aneroid  und  Tachymeter  aufnimmt,  auch 
mit  Uilfo  graphischer  Mittel  die  Aufnahmen  berechnen  können.  Den 
Mathematiker  interessiren  vor  Allem  die  Gedanken ,  welche  bei  der  Anfer- 
tigung jener  Tafeln  in  Anwendung  kamen,  und  Betrachtungen  über  die  Ge- 
nauigkeitsgrenze,  welche  die  Benutzung  der  Tafeln  zu  erreichen  gestattet. 

Das  theoretisch  Nächstliegende  wäre,  2  =  /(a,  y)  als  Obertläche  za 
construiren.  Allein  die  Schwierigkeit  der  einigermassen  genauen  Her- 
stellung von  jyiodellen  solcher  Oberflächen  bei  nur  empirisch  gegebenen 
Pankten  derselben  verbindet  sich  hier  mit  der  Unmöglichkeit,  bei  der- 
artigen Gipsmodellen  etwa  das  zu  einem  bestimmten  Werthepaar  von  .c 
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«id  y  sQgefaOrigo  c  pnktwdb  in  den  Zirkel  na  Amen  nnd  eo  sn  meiMn. 
Man  liet  deher  folgende  Umformnng  TOTgenommen.  Statt  x  nnd  y  gleieh* 
leitig  sieh  Teilndeni  m  iMsen,  hnt  man  die  VerilndeniDg  anniehtt  der 
einen,  dann  der  andern  Variabein  zugetbeilt  Man  liat  alfo  etwa  y  der 
Bailie  nach  alt  Oonttaate  c^,  c^,  ...  Cn  aufgefaiil  nnd  dann  daa  Syitem 
der  Gleielinngen  t— f{x,c^),  z— /(x,  c^),  ...  «»/(d?,  c.)  beteaehtet 
Jede  dieaer  01eie3inagen  giebt  ab  Bild  eine  Carre,  deren  Abeeine 
deren  Ordinate  z  heUst,  und  der  jedesmalige  Parameter  e  (nrsprünglich 
die  Variable  y)  giebt  in  erlcennexif  auf  welcher  Cnrve  von  der  ganzen 
Corvenschaar  das  z  abzumessen  ist.  Schwierigkeit  bereitet  nur  die  im 
Allgemeinen  mühsame  Zeichnung  aller  dieser  Curven  z  =  f{x^c).  Aach 
hier  kann  nun  eine  Vereinfachung  eintreten,  deren  Gedanke  derselbe  ist, 
welchen  Gerhard  Mercator  bei  seiner  Landkartenzeichnung  verwer- 
thete.  Statt  der  Cnrve  z  =  f{x^c)  kann  eine  gerade  Linie  f=fl$  +  6 
zur  Berechnung  oder  Messung  des  ^  und  des  ihm  gleichen  z  benutzt 
werden,  wenn  nur  die  Ungleichförmigkeit  der  Veränderung  von  r,  die 
in  dem  Functionalzeichen  f  sich  ausdrückte,  durch  eine  ungleichförmige 
Veränderung  von  l  ersetzt  wird.  Die  Curvenschaar  wird  alsdann  zu  einer 
Schaar  von  Geraden ,  welche  mittelst  eines  Lineals  genau  richtig  gezeich- 
net werden  können,  und  nur  die  Endpunkte  der  mit  1,  2,  3,  ...  zu 
bezeichnenden  Abscissen  sind  nicht  Kquidistant,  sondern  für  sich  aoa  der 
Umkehinng  der  Gleichung  z  =  f{x,c)  als  ^^^(ZyC)  zu  berechnen. 

Die  Genauigkeit  der  Schicbtentafaln  — ■  an  nennt  Herr  Vogler  seine 
Zeichnungen  —  hat  der  Verfasser  in  einem  ganaen  Capitel  S.  63 — 83 
behandelt,  auf  welches  nnr  besonders  anftnerksam  gemacht  sein  mag,  da 
es  eine  ähnliche  abgekttrate  Andeutung,  wie  wir  sie  im  Obigen  flir  den 
Hauptgedanken  an  geben  Tersneht  haben,  nicht  an  gestatten  leheint. 

  Oavtob. 

Der  Winkel  als  Qnindlage  mathematiseher  Untersnohongen  von  Professor 
W.  Unveuzact.  Jahresbericht  der  höheren  Biirgersehnle  an  Wies- 
baden über  das  Sehnljahr  1877—78. 

Der  Verfasser  dieses  21  QnartMiteB  nmfassenden  ProgranuM  hat 
■eine  Leaer  gewöhnt,  anf  yerbiltnissmiMig  kleinem  Banme  eine  wahre 
Fülle  Ton  Gedanken  bald  entwickelt,  bald  nnr  angedeutet  an  finden,  nnd 
diese  Erwartung,  mit  welcher  auefa  wir  die  neueste  seiner  GeiateafrOchte 
anr  Hand  nahmen,  ist  nieht  getSnseht  worden.  Gleieh  den  ilteren  Ab- 
handlungen ist  aueh  die  uns  yorliegende  keineswegs  leicht;  sie  eignet 
aidi  nieht  au  flfiehtigem  Durehblftttem,  aber  sie  lohnt  naeh  unserem  Da- 
fttrfaaUen  die  Mllhe  eines  Studiums.  Herr  UnTeraagt  hat  ab  seine 
eigentliche  Aufgabe  darin  erfasst:  awel  Winkel  mit  Bflekslobi  auf  die 
Ebenen,  in  welchen  sie  sich  befinden,  auf  die  Scheitelpunkte,  welehe  sie 
besitzen,  auf  die  Drehangagiössen ,  der  die  Anfangsschenkel  unterworfen 
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werden,  durch  einander  sn  messen,  and  als  Ergebniss  dieser  Messung 
hat  sich  ihm  die  Quatemioo  dargestellt.  Er  bat  aber  neben  diesem 
Hanptresnltate  noch  interef^sante  Nebengewinne  in  erlangen  gewnsst.  Die 
Bmnerknng,  dass  zwei  nach  einander  vollzogene  Drehungen  als  Addi- 
tion solcher  Drehungen  anzusehen  sind,  liefert,  sofern  die  Drehung 
nm  Bwei  verschiedene  Punkte  etwa  einer  sich  drehenden  Geraden  erfolgt, 
das  erste  Beispiel  einer  nicht  coramutati  ven  Addition,  d.h.  es  ist 
a+fr  in  diesem  Falle  nicht  —h-\-n.  YAn  anderer  hübscher  Gedanke  führt 
zu  einem  eigenthtimlichen  Winkelcoordinatensjstem  in  der  Ebene,  welches 
dnrchavs  verschieden  ist  von  dem  sogenannten  Biangolafceordinaten- 
system,  mit  welchem  William  Walton  ((>»/<ir/.  Journ.  maihem.  L\\  47, 
London  1S6S)  sich  besch&ftigt  hat.  Das  UnTersagt'sche  System  be- 
steht nMmlich  aus  zwei  festen  Winkeln  «  nnd  ß.  Von  dem  zn  bestim- 
menden Punkte  M  werden  Verbindungsgerade  nach  den  Spitsen  J  und  B 
Jener  Winkel  gesogen«  welche  mit  deren  Schenkeln  die  nenen  Winkel 

nnd  «t^,  besiehsngsweise     und     bilden.  Die  Quotienten  -^^x, 

Cfj  rs 

können  nun  als  Coordinaten  von  M  angesehen  werden.  Wir  beschränken 
ans  auf  diese  geringfügigen  Andeutungen,  welche  nnr  ram  Stadium  der 
Abbandlang  den  Anstoss  geben  wollen.  Cahtor. 
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409.  ü*ber  die  linearen  Differentialgloichnnpen  rweiter  Ordnung,  welche  alge- 

braische Differentiale  besitzen,  und  eine  neue  Anwendung  der  Invarian- 
tentheorie.    Fuchs.    Crelle  LXXXI,  97.   [Tergl.  Nr.  65.J 
4101  Integration  verechiodener  Differentiulgleiohniig«!!  nreiter  OrdMUig.  Winok- 
1er.   Wien.  Akad.-Ber.  LXX,  149. 

411.  Integration  zweier  linMrfln  DifltatentimlglflidiiiDi^  Winokler.  WleD.Akad.- 

^er.  LXXI,  6. 

412.  Ueber  die  lut^pration  der  linearen  DiÜ'erentialgleichungen  sweiter  Ordnung. 

WiackUr.  Wien.  Akad.-Ber.  LXXV,  677. 

418.  Integrer  leqrrttoe  ^ +«./*(*) -yV(t)ssO,  §f +         + y. /*(*)= 0.  Mo- 

ret-Blane.  N.  ann.  math.  XXXV,  76  —  Oraindorge  ibid.  167. 

414.  The  finite  integrals  of  certAin  partial  differential  cquations  which  present 
themselvee  in  phyaical  inveetigations.   Karnshaw.  Phil.  Mag.  LIV,  218. 
416.  Ueber  das  P&ff'sche  Problem.   Frobeniai.  Grelle  LXXXII.*  210. 

416.  Zur  Theorie  der  Integration  eines  Syttems  von  n  linearen  partii  lleu  Hifferen- 

tialgleicbungen  erster  Ordnung  mit  zwei  unabhängigen  und  n  abhängi- 
ffen  Verftoderlicheo.   Hamburger.   Crelle  LXXXI,  243. 

417.  Zur  Integration  der  partiellen  Ditferentialgloiehuiigen  enter  Qrdnang.  Bolts- 

mann.   Wien.  Akad.-Ber.  LXXII,  471. 

418.  Sur  la  m^Äode  de  Monge  ponr  Pintdgration  des  ^quations  Unfaires  aux  dif* 

Wrences  partielles  (Tu  .«»'(Mnid  ordre.  I.  aguerre.  N.  ann.  matii.  XXXV,  49. 
VergL  Analytische  Geometrie  des  Uuumes  362.   Elliptische  Transcendeuten 
448.  Fonottonen  485. 


ElactidUt 

419.  Beitrag  zur  Theorie  der  Biegung  dus  KreiscYlindera.  Pochhammer.  Grelle 
LXXXI,  .S3. 

480.  Ueber  die  Fortpflan/.ungspeschwindigkeit  kleiner  Schwingungen  in  einem 
anbegrenzten  isotropen  Kruiscy linder.  Pochhammer.  CreUe  LXXXf, 
824. 

4SI.  Ueber  einen  das  elastiiche  Gleichgewioht  betreffenden  Sats.  Aroa.  CreUe 

LXXXIII,  184. 

489.  On  the  theory  of  an  imperfeetlj  bomogeneone  elastic  solid.  Niven.  Flui. 

Mag.  LIII,  241. 

423.  Zur  Theorie  der  elastischen  Nachwirkung.   Boltzmanu.    Wien.  Akad.-Ber. 
^        LXX,  876. 

Elektrodjmamik . 

424.  Ueber  die  Ableitung  eines  neuen  elektrodynamischen  Grundgesetzes.  Clan- 

8iu6.    Crelle  LXXXII,  8Ö. 
426.  Zur  Elektrodynamik.    Horm.  Grassmann.    Crelle  LXXXIII,  57. 
426.  Ueber  das  Cirassmann'ache  Gesetz  der  ponderomotorischeu  Kraft.  Clausiui. 

CfeeUe  LXXXIII,  868. 
487.  On  a  general  theorem  reepeeCing  deetrical  inflnenee.  Claniiae.  PhiL  Mag. 

LiV,  464. 

428.  Zur  Theorie  der  Elektrodynamik.    Lippich.   Wien.  Akad.-Ber.  LXXV,  2jtS. 

429.  On  the  formula  for  the  electromotive  K)rce  of  a  thermoelement.  Avenarius. 
rhil.  Mag.  Lüi,  lö6.  —  Lodge  ibid.  849.   [Vergl.  Bd.  XXII,  Nr.  332. J 

-8aTart*eehen  GewtMe.  Watemuth.  Wien.  Akad.-Ber. 


4S0l  Ableitung  des  Biet- 

L.XXI,  470. 

431.  Ueber  die  stationäre  Strömung  der  Elektricität  in  einer  Platte  bei  Verwendung 

geradliniger  Elektroden.    Margules.    Wien.  Akad.-Ber.  LXXV,  888. 

432.  On  action  at  a  distance  in  dielectrics.    Burbury.    Phil.  Mag.  LIV,  62. 

488.  Zur  Theorie  der  Wirkung  von  Cylinderspiralen  mit  variabler  Windung&zahl. 
Wall  entin.   Wien.  Akad.-Ber.  ÜuY,  188,  687. 
Vergl.  W&rmelebre  636,  686. 
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434.  L'ellipae  et  see  cercles  ogcnlateurs.  Astor.  N.  aon.  math.  XXXV,  607. 

4Sb.  ProbiifemeB  snr  Tellipse.  Ed.  Lacas.  N.  anc.  maHi.  XSXV,  5. 

4M.  Lee  foyera  de  toates  Ics  ellipees  qui  ont  leur  cercle  oscolateor  uaximum  com- 

mim  en  im  point  donnö  fixe  appartienneat  4  une  m^me  circonf^rence. 

Lnele  Leboeuf  N.  ann.  matii.  XXXV,  Tli^Tenin  ibid.  288. 

487.  CSrconference  lieu  des  foyera  d'ellipses  passaut  toutea  par  un  point  M  et  y 

a^nt  un  mdme  rayon  de  courbore.  Brocard.  N.  ann.  math.  XXXV, 

488.  Tliterteiie  Bur  dem  ellipMt  eonoMaAriquea.  Thnillier.  N^aim.  math.  XXXV, 

665. 

YergL  Hyperbel  498.  Xn»  684.  Nommltii  864,  565;  66«. 


489.  On  domie  nn  eUipsoide,  un  plan  et  un  point  dane  ce  plan.   On  demande  1« 
lieu  des  Bommots  des  cönes  circonscritB  k  l'ellipsoide,  et  dont  la  trace 
dans  le  plan  donne  admet  le  Doint  donne  pour  foyer.  Tourrettes. 
K.  ann.  math.  XXXV,  349.  ^  UOatj  ibid.  878. 
VergL  AttzaetioD  390  s^^i 

ElliptiBche  Tranio6Bdeiit«&. 

440.  Ganzzahlige  Multiplication  der  elliptischen  Functionen  in  Verbindung  mit  dem 

Sdilieesungsproblem.  U  az  Simon.  Grelle  LXXXI,  801. 

441.  Znr  Theorie  der  elliptischen  FimctioDeii.  Frobeaine  k  Stickelberger. 

CreUe  IiXXXlü,  175 

449.  Ueber  die  Theorie  der  eUiptiiehen  ICodnlftmdioneii.    Dedekind.  Grelle 

LXXXITI,  265. 

443.  Sur  quelques  propri^tds  des  integrales  des  equations  diff^rentielles,  auxqueiles 

Mtinbnt  dee  modales  de  p^riodidt^  des  int^^gralee  elliptiquee  dei  denz 
pn'miires  esp^ces.    Fuchs.    Grelle  LXXXITI,  13. 

444.  Sur  le  düveloppement  des  fonctions  eiliptiques  suivant  les  puiseances  crois- 

•antee  de  la  variable.  Hermite.  Grelle  LXXXI,  990. 
448.  Ddvelon^eBeut  de  la  fonotioB  u  suivant  les  poiasanoeB  de  m  dtant  doonde 

rdqnatioD  difilfoentielle  j^  =  yi-t-»u*+by^  et  1«  oonditioa  «=0  pomr 

x  =  0.    Moreau.    N.  ann.  math.  XXXV,  30. 

446.  Correction  of  two  numerical  errors  in  Sohncke's  paper  respecting  modular 

equatione  in  Grelle  XVI.   Gayley.   CreUe  LXXXI,  229. 

447.  Ueber  die  Bedactiou  dee  elMptiecheii  lutegnOe  /feAiMi«}*' 4«.  Thomae. 

Grelle  LXXXI,  8L 


448.  Piroduit  do  troi.s  Bommes  de  trois  carres  dgal  h  la  lomme  de  qoatve  earrtfi. 

Moret-Blanc  N.  ann.  math.  XXXV,  138. 

449.  Snlle  condirioui  per  la  deoomposizione  di  mia  forma  enbioa  temaria  in  tre 

fattori  linean.    Brioschi.    .XTiuali  mat.  Ser.  2,  VII.  189. 

460.  Sopra  un  punto  di  correlaaione  &a  le  forme  binarie  dei  quarto  grado  e  le 

temane  cnbiehe.  Brioecbi.  AnnaK  mat.  Ser.  9,  TU,  62. 

461.  8ldla  teoria  delle  forme  binarie  dcl  seBto  ordinc  e  la  ttieezione  delle  funzioni 

ipereiliücbe.    Clebsch,  con  note  ed  aggiunte  di  Brioschi.  Annali 
mat  Ser.  8,  VII,  89,  947. 
Yerg^  lüTaziantflntheorie  6orj 

Functionen. 

452.  Ueber  die  nichtpolareu  Discontiauitüteu.    Durige.   Wien.  Akad.-Ber.  LXXIU, 

173. 

453.  Beweis  eines  Riemann'schen  Satzes.    Prym.   CreUe  LXXXITI,  251. 

454.  Ueber  einen  von  Abel  aufgestellten,  die  algebraischen  Functionen  betreffen* 

den  LehrMti.   Stickelberger.   Grelle  LXXXII,  45. 
466.  Ueber^  ein  Princip  der  Darstellung  des  Verhaltens  mehrdeutiger  Functionen 
einer  couple.xen  Vahabeln,  insbesondere  der  Integrale  linearer  Ditt'ereu- 
tialgleichnngen  in  der  Umgebung  siagallteer  raikte.  Hambarger. 
CreUe  LXXilll,  186. 
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456.  Ein  Beitrag  zur  Theorie  der  FimcüoueD  vou  drei  Veränderlichen.  AUä.  Wien. 

Akad.>Ber.  LXXXII,  289. 

457.  Sur  la  fonotion  gdnöratrioe  de  Borchardt  Fo&  de  Brono.  Grelle  LXXXI, 

217. 

458.  üeber  Borchardt's  Function.    Kostka.    Grelle  LXXXII,  212. 

Vergl.  BerooulU'sche  Zahlen.  Cylinderfunctionen.  Elli])ti8che  Transcenden- 
ten.  Formen.  Gammafuuctionen.  Geometrie  (höhere  407,  468.  Oleich- 
uugen.  Kugdfunctioueu.  Thetafunctioncn.  Ultraeliiptische  Transoen- 
denten. 

«. 

Oammafnnctionen. 

459.  Zur  Theorie  der  Gammafunctionen.   Pryin.   Grelle  LXXXII,  165. 

Geodäsie. 

460.  Distanzmesser  mit  der  Basis  an  dem  Instmmente.   A.  Schell.   Wien.  Akad.- 

Ber.  LXXV,  146. 

461.  On  a  correction  to  obserred  latitudcs.   Glarke.  Phil.  Mag.  LIV,  302. 

Geometrie  (detcriptive). 

462.  Freie  schiefe  Trojection.   Peschka.   Wien.  Akad.-Ber.  LXXV,  917. 

468.  Nene  Constmction  der  PerspectiTcontonren  für  Oberfl&chen  sweiter  Ordnung. 

Ziperuovezky.    Wien.  Akad.-Ber.  LXXI,  33. 
464.  Ueber  die  Goiutxuction  der  Umhüllongsflächen  variabler  Kugeln.  Niemtschik. 
Wien.  Akad.-Ber.  LXXllI.  7. 
Yergl.  Kegelschnitte  508»  509.  Oberflftehen  sweiter  Ordnimg  677. 

OeSOMtVlS  (kÜMTS). 

466.  Tht^oric  des  indioes.  Fanve.  N.  ann.  math.  XXXV,  261,  S92,  889,  461,  481, 

629,  661. 

466.  I  oomplessi  e  1e  congruense  lineari  nella  geometria  projettiva.  d^Ovidie. 

Ann.ili  mat.  Ser.  2,  VII,  25.    [Verjfl.  Bd.  XXII,  Nr.  72.J 

467.  Die  Grundgcbilde  der  Liniengeometrie.    Frombeck.    Wien.  Akad.-Ber. 

LXXllI,  476. 

468.  Bemerkung«!  sor  Coordinatoitheorie.  Frombeck.  Wien.  Akad.-Ber. LXXIV, 

399. 

460.  Enveloppe  d'nue  droito  dont  les  deux  bouts  se  meuvent  avec  une  vitess«  tig^e 
sur  (l  ux  courbes  sitato  danslem6me  plan.  Toarnois.   N.  ann.  niaClL 

XXXV,  229. 

470.  Tranaforniation  d'une  courbe  par  ra^ons  vecteurs  reciproques.   Gentjr.  N. 

ann.  math.  XXXV,  558. 

471.  Generation  d'une  eubiqiie.    Dewulf.    N.  ann.  math  XXXV,  r»oO 

472.  Uebor  eine  geometrische  Verwandtschaft  in  Bezug  auf  Gurven  dritter  Ordnung 

und  dritter  aasse.  Zahradnik.  Wien.  Akad.-Ber.  LXXV,  487. 
478.  Stad!  anaiitici  solle  curre  del  ouarto  ordine.'  BrioscbL  Annali  mat.  Ser.S, 
VII,  202. 

474.  üeber  Banmcnnren  ▼ierter  Ordnung  mit  einem  Cuspidalponkte.  Wevr.  Wien. 

Akad.-Mer.  LXXT,  100 

475.  Ueber  die  Abbildung  einer  rationalen  Raumcurve  vierter  Ordnung  auf  einen 

Kegelschnitt.    Weyr.    Wien.  Akad.  Her.  LXXII,  686;  LXXllI,  203. 

476.  Ueber  die  projectivischc  Beziehung  zwinchen  den  singulären  Elementen  eiser 

cubificnen  Involution    Weyr.    Wien.  Akad.  Ber.  LXXIU,  654. 

477.  Uebtr  Haiimcurven  vierter  Ordnung  mit  einem  Doppelpunkte.   Wevr.  Wien. 

AK-.ul    lirr   I.XXV,  168. 

478.  Ueber  l'unkt.systcme  auf  rationalen  Haomeorren  vierter  Ordnung.  Weyr. 

Wien.  Akad.  her.  LXXV,  4.'>H. 

479.  Sur  les  courbes  planes  d*ordre  n  a  point  multiple  d'ordre  tx    1.  Niewen- 

glowaki.    N,  ami.  math.  XXX\  ,  Ijr,.    [V^ergl.  Bd.  XXII,  Nr.  76  ] 

480.  Goordonn^es  de  courbes  U'uu  degre  m  en  fouction  d'un  parametre.  Uermite. 

Grelle  LXXXII,  S4S. 

481.  Zur  Geometrie  ahnlicher  Systeme  mul  einer  Fläche  dritter  Ordnung.  Mos- 

hammer.    Wien.  Akad.-Ber.  LXXIV,  131. 

482.  Die  KrfimmuugBmittelpunktiilteche  des  elliptischen  Paraboloids.  Casparj. 

Grelle  LXXXI.  14«. 
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fltwiMnlitt  tarViflmutlk. 

488.  Lld^  de  la  cindmatique  remonte  &  Caruot  ei  non  plai  haut.   Ed.  Lnoas. 

N.  aon.  math.  XXXV,  92.  —  Ligaine  ibid.  499. 
484.  CommemonisioBe  cU  Jacopo  Steiner.  Oeiser.  AimsH  nat  8er.  S,  YII,  66. 
486.  Commemorazione  di  Bernaba  Tortolini.    Annali  mat.  Ser.  2,  VII,  68. 

Yergl.  Analytische  Geometrie  der  £bene  880.  Gleichungen  498.  Obefßiebeii 

676.  Trueetion  des  Winkele  617.  Zahlentheorie  646. 

• 

Oleidiimgren. 

486.  Neuer  Beweis  fSr  die  Unauflösbarkeit  der  CleiclioageB  TOn  hfiherem  ale  dem 

vierten  Grade.    Netto.    Grelle  LXXXIII,  86. 

487.  Ueber  die  BeBtimmun^  vou     miuetrischeu  Functionen  der  Wurzeln  einer  al- 

gebraischen Gleiöhoag  durch  deren  Goeffioienten.    Koetka.  CMle 

LXXXI,  281. 

4d8.  üeber  den  Ausdruck,  weicher  im  Falle  gleicher  Wurzeln  an  die  Stelle  der 
yandermonde*eohen  altmrnirenden  Function  tritt.    Franke.  CreUe 

LXXXIII,  65. 

489.  Sur  la  continoitö  des  racines  des  ^quations  alg^brinuea.  Eouauet.  N.  ann. 

nath.  XXXV.  164.  ^  i 

490.  Transformatiuns  differentcs  d'une  6qnation  du itcönd  degri.  II oret-Blanc* 

N.  ann.  math.  XXXV,  369. 
401.  Racine  d*UB0  6|9aation  cabiqne  expiim6e  en  fonotion  de  la  dilF4rence  dee  deoz 

autres  racines.   Moreau.   N.  anu.  math.  XXXV,  186. 
498.  Snr  une  mdthode  d*approiimation  de  Cordano.   Brooard.   K.  ann.  math. 

XXXV,  828. 

488*  Mdmoire  enr  r^lindnation  d*une  variable  entre  denz  ^quations  alg^briques  r4- 
iniprim^  des  oxorricoB  d'analyse  et  de  phyiiguft Math^matiqne.  Cauohy. 
ik.  ann.  math.  XXXV,  ;töö,  4^3. 
VorgL  BubititiitioiMn. 

Hydrodynamik. 

484.  Zur  Abhandlung  des  Herni  0.  E.  Meyer  über  innere  Beibang.  Boltimann. 
Grelle  LXXXI.  96.    rVerel.  Bd.  XXII,  Nr.  117.J 

486.  üeber  station&re  Flüi^Higkeitabewegungen  mit  Berfleknditigung  d6r  inneren 

Reibung.    Oberbeck.    Grelle  LXXXI,  62. 
496.  On  liquid  vortex-rings.   Trowbridge,   Phil.  Mag.  LIU, 

EyperbsL 

487.  Hvperbole  engendrtfe  an  moven  de  deuz  droitee  paraU^lee  et  d*nn  point. 

Biard.    N.  ann  math.  XXXV,  282. 

498.  Propri^te  des  ellipses  ayant  leur  centre  sur  une  hjrperbole  donn^e  et  toochant 

lee  asymptotee  de  eette  hyperbole.  Segne.  N.  ann.  math.  XXXV,  284. 
—  De'  Virac  ibid.  3*26. 

499.  üjrperboles  ^^oilat^res  paasant  parquatre  points  situ^  sur  une  circoufdreaca 

Barbarin.  N.  ann.  matb.  XXaV,  810. 
600.  Hyperbole  ^quilatäre  passant  par  quatre  pointi  donn4e  d*ane  eireonfi^renee. 

Griess.   N.  ann.  math.  XXXV,  277. 
501.  Lieu  des  centres  des  hyperboles  äquilatöres  tangeotes  ^  iwe  parabole  donn^e. 

De  Beaus^jour.    N.  ann.  math.  XXXV,  140.  —  Moreau  ibid  142. 
608.  Propri^t^:  d'bvperholori  equilat^res.   Wiieelink.  N.  ann.  math.  XXXV,  874. 
Vergl  Kreis  624.   Parabel  588,  589. 

1. 

Intsgration  (nnbestimmt«). 
606.  Ueber  die  unbestimmte  Integration  einer  Oattong  traneoendenter  Functionen. 

Wi uckler.   Wien.  Akad.-Ber.  LXX,  17. 
604.  Intomo  ad  una  classe  di  iutegrali  eiprimibili  con  loli  logiritmi.  Pinma. 

Annaii  mat.  Ser.  %  VU,  18. 

Invariantsntheorie. 

606.  Ueber  die  Discriminante  der  Jacobi'schen  Covariante  dreier  temären  quadra- 
tieeben  Formen.  Igel.  Wien.  Akad.-Ber.  LXXIV,  866;  LXXV,  830. 
I.  Sur  1o3  coordonn^es  penta^driquee.  Oambej.  K.  ann.  math.  XXXV,  616. 

Vergl.  Differentialgleichung  409. 

Hisi.-Ut  AbUilg.  d.  Z«iUohr.  f.  Math.  o.  Pb/«.  6.  16 


Digilized  by  Google 


202  Historisch -literarische  Abtheilung. 


Xeg«lMlinitU. 

607.  Ueber  das  Schliessnnprnproblem  bei  swei  KAgelachnitteii.  GandelfiDger. 

Grelle  LXXXIII,  i71. 
ftOB.  üdier  die  Construction  der  einander  eingeschriebenen  Linien  zweiter  Ordnung. 

Niemtachik.    Wien.  Akad.-Ber.  LXXI,  435.    [Vergl.  Bd.  XXI,  Nr.  ir,.] 

609.  Ueber  die  Axonbesiimmung  der  Kegelschnitte.    Pelz.    Wien.  Akad.-Ber 

LXXIIIj  379. 

610.  Ueber  die  Singularitäten  eines  Kegelschuitt-Netses  und  Qewebes.  IgeL  Wien. 

Akad.-Ber.  LXXV,  445. 

611.  Ueber  die  Sätze  von  Pascal  und  Brianchon  and  die  Conbtrnctioill  der  Kegd- 

schnittäliaien.    Koutny.    Wien  Akad.-Ber.  LXXI,  491. 

612.  Ueber  die  Tcrschiedenea  Formen  der  Bediugungagleichung,  welche  ausdrückt, 

dass  sechs  Punkte  auf  einem  Kegeliennitte  liegen.  Hnnyadj.  QnHk 
LXXXIII,  76. 

613.  Droite  glissant  sur  deux  droites  avec  une  vitesse  inegale  aux  deox  bonts  st 

enveloppe  d*une  ooniqne.  Brocard.   N.  ann.  maih.  XXXV,  22t. 

614.  Quadrilat^res  et  sections  couiqnee.   Ferrier.   N.  ann.  math.  XZJ^V,  LOS. 

[Vergl.  Bd.  XXII,  Nr.  409.] 

615.  La  eorde  des  contacts  des  coniqaes  possddani  un  mdme  fojer  avec  deux  tan» 

gcntes  donndes  passe  par  un  point  fixe.  Robert.  N.  ann.  math.  XXXV, 239. 
516.  Coniques  ayant  en  commun  un  fover  et  un  sommet  de  Taxe  focal.    De  La- 
maze.  N.  ann.  math.  XXX\,  177. 

617.  Lieu  des  poiots  de  contact  des  tangentes  parallisles      une  droite  douDÖe 

mendes  au  coninncs  inscrites  dans  un  quadrilatöre  donn^.  Matbien. 
N.  ann.  math.  XXXV,  368.  —  Moret-Blanc  ibid.  549. 

618.  Enveloppe  de  la  polaire  d*un  point  par  rapport  aux  coniques  inscrites  dans 

un  qoadrilat^re.  Mathieu.  N.  ann.  ma  th.  XXXV,  .%8.  —  J  aoo  b  ibid.  647. 

619.  Quelnnes  propri^ti*»  des  coniques  inscrites  on  eiroonieritee  an  goadrilettw. 

Mathieu.   N.  ann.  math.  XXXV,  354. 

620.  Lieu  des  centres  des  coniquea  touchant  nne  droite  en  un  point  deon^,  ettdlss 

qu'un  second  point  donne  soit,  par  rapport  ä  ces  coniquei,  lepölo  d'une 
autre  droite  aussi  donnt^e.   Berthomieu.   N.  ann.  math.  XxXV,  bb6. 
Yergl.  Determinanten  in  geometrischer  Anwendung  406.  Ellipse.  Oeotbetrie 
(höhere)  476.  Hyperbel.  Kreit.  Kranimmig69&  Nonnalen666.  PaiabeL 

Krsii 

591.  Envelopne  des  cordes  d'interaection  d  une  circonlurcnce  donnee  avec  les  cir- 
eonidrences  passant  par  un  point  fixe  et  ayant  leurs  centree  tor  la  pie* 
miere  circonfdrence.    Goulin.    N.  ann.  math.  XXXV,  2R1. 

622.  Inscnrc  dans  un  cercle  un  triangle  ABC,  dont  Tangie  A  est  connu,  et  dont 

loa  deux  (AU^AC  et  BG  sont  tangente  k  deux  eerdee  donn^  Wiste* 
liuk.    N  ann.  math.  XXXV,  372. 

623.  Enveloi  po  des  poiaires  d  un  point  lixe  par  rapport  ä  une  circonfärence  dönt 

le  ceutre  se  trouTe  aar  nne  antra  cirooofimnoe.  Onillel  N.  aon.  nialh. 
XXXV.  379. 

624.  Sur  le  cerclc  ayant  pour  centre  le  centre  d'one  ellipse  ou  d'une  hyperbole 

et  passant  par  lea  foyers  de  eette  oonrbe.   Sondat   N.  ann.  matt 

XXXV,  559 

625.  Rayons  des  deux  circonfdrences  tangentes  ä  trois  circonf^rences  donn^. 

Aubert  N.  ann.  math.  XXXV,  318. 

596.  Fonnulee  entre  los  rayons  des  cercles  inscrite  et  cirooneerit  4  nn  triangle. 

Barinien.    N.  aun.  math.  XXXV,  160  . 

597.  Th^oräme  sur  Icb  puissancee  d*nn  point  par  rapport  k  dee  örooiifiiienflM. 

Paul  &  Marechal.    N.  ann.  math.  XXXV,  286. 
Ver^l.^JDeterminanten  in  geouietribcher  Anwendung  405.   Hyperbel  499, 600. 

Krüounasg. 

628.  Sur  le  rayon  de  courbure  des  sections  coniques.  Gambey.  N.  ann.  math. 
XXXV,  169. 

5S9.  La  droite  qoi  bc  nieut  de  maniere  ä  rencontrer  a  chaque  instant  deux  courbes 
quelcouquee  äüU8  deux  anales  reBpectivemeut  egaux  touche  con tinaeile- 
meni  eon  enveloppe  au  point  ou  eile  est  ooup6e  par  la  droite  qui  Joint 
les  deox  centres  de  courbure.  Moret  Blane.  N.  ann.  math.  XXXYt  261. 
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6Sa  Zur  Theorie  des  OanmWieD  KrflmmniigiiiiaMei.  Alltf.  'Wien.  A1nd.-Ber. 

LXXIV,  9. 

631.  Beitrag  zu  4er  Theorie  der  Krümmung.   Lipschitz..  Crelie  LXXXI,  23ü. 
68t.  GtfntfraliBatioii  de  la  throne  dn  ravon  osonlatear  d^aoe  snrfiMe.  Lipschiii. 

Grolle  LXXXI.  2','r.     [Vergl.  ^^r.  216.] 
683.  Dätermlaer  eur  uue  suri'ace  de  rdTolutdon  une  ligno  teile  que,  en  chacon  de 
ses  poini«,  la  aection  normale  de  la  surface  qoi  passe  par  la  tangente  & 
la  courbe  ait  un  layon  de  oonrbaie  infini.   Moret-Blano.  Ii.  ann. 

math.  XXXV.  73. 
Vergl.  Ellipse  43G,  437. 

XryitallograpUe. 

634.  On  thc  conditions  of  perpendicolarity  in  a  parallelepipedal  ■▼•tem.  Smith. 

Phil.  Mag.  UV,  18. 

Kugelfnnetioneii . 

686i  üeber  eine  Erweiterunj.;  der  Lel)rt'  ^0I1  den  Kuj,'<'lfuuctionen  und  die  hierbei 
eotspringeudea  Entwickeluu^arteu  einer  Function  iu  unendliche  Reihen. 
Frombeck.   Wien.  Akad.>Ber.  LXX,  81. 

686.  Znsatz  zu  einer  Abluuidlang  über  Rugelfunctionen.  SobendeL  G^Ue 
T.XXXII,  15Ö.  [VergL  J3d.  XXU,  ^r.  168.J 


Ifagastismiu. 

687.  Ueber  die  Geeetse  der  mi^etisonen  nnd  elektriiehen  Krflile  in  magnetiiehen 

*  und  dielektrischen  Medien  und  ihre  Bezidrang  lor  Theorie  des  Iddltea. 

Stefan.   Wien.  Akad.-Ber.  LXX,  589. 

Mannigfaltigkeiten. 

638.  Elementary  theorems  relating  to  the  geometcy  of  a  space  of  three  dimeu- 

nons  and  of  uniform  positive  coiratore  in  the  fomlh  dimennon.  New- 
eomb.  Grelle  LXXXiIl,  293. 

Haxlma  und  Minima. 

639.  Ueber  das  grubbtc  Tetraeder  mit  Flächen  von  gegebenen  Inhalten.  Mer- 

tens.  Crelie  LXXXIII,  180. 
VergL  £iUpM  486.  Mechanik  64S.  Obeifl&ohen  66S. 

Meehanik. 

54U.  Sülle  forze  in  eqoilibrio.   R.  Sturm.   Annali  mat  Ser.  2,  VII,  217. 

641.  Ueber  die  Bewegangsgleichimgen  eines  Systems  von  Ponkten.  AUtf.  Wien. 

Akad.-Ber.  LXXlfl,  25 

642.  Bemerkungen  zu  dem  Princip  des  kleinsten  Zwanges.   Lipsohiti.  Grelle 

LXXXIII,  816. 

648.  Ofokonstration  nooTolle  dn  thterftme  de  Goriolis.   Bd.  Lucas.   N.  ann. 

math.  XXXV,  68. 

644.  Sur  leH  azes  d'inertie  d'un  Systeme  de  points  mat^riels  par  rapport  ä  ditfä- 
rents  noint«.    Durrande.    N.  ann.  math.  XXXV,  619. 

\>\b.  Kqiiilibre  ae  trois  til«  «  lahtiqueB.    Touretten.    N.  ann.  math.  XXXV,  H»6. 
54G.  Mouvement  d'uue  suirule  logarithmique.    Moret-Blanc.     N.  unn.  math. 
XXXV,  87. 

647.  Mouvement  sur  nne  Spirale  logarithmiqne.  Moret-Blanc.  N.  ann.  math. 

XXXV,  69. 

648.  Etudier  le  moorement  d*an  eertain  systöme.  Moret-Blane.  N.  ann.  math. 

XXXV,  63. 

649.  Mouvement  d'un  point  sur  la  surface  d'un  cylindre  droit  Moret-Blanc. 

N.  ann.  math.  XXXV,  77. 
660l  Ueber  die  Quelle  und  den  Betrag  der  durch  LoflbattoiiB  geleisteten  Arbeit. 
Popper.   Wien.  Akad.-Ber.LXXI,  809. 

661.  A  new  automatic  motion  for  the  spectroscope.  Baily.   Phil.  Mag.  LIV,  100. 

Vergl.  Akustik.  Astronomie.  Attraction.  Elasticität.  Elektrodynamik.  Ge- 
schichte der  Mathematik  483.  Hydrodynamik.  Magnetismus.  Moleca« 
larpbysik.    Optik.   Potential.   Schwerpunkt.  Wärmelehre. 

Molecalarphycik. 

662.  Weitere  Beürftge  zur  Moleculartheorie.  HandL  Wien.  Akad.-Ber.  LXXII, 

lOS.  [VexgL  Bd.  XX,  ^x,  888.J 
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I.  Lm  iegmente  dea  normales  en  denx  pointa  d'une  coniquo,  compris  entre  ce« 
poinU  et  im  axe  de  la  courbe,  sont  tu«  sous  le  m^me  aDgle  da  point  de 
ooDoooni  deg  tangentM  «n  cm  poiats.    Pelliisier.    N.  um.  maUk, 

XXXV,  334. 

664.  Lieu  des  points  des  normale«  ä  une  ellipM  qai  terminent  deti  »egmenta  ^o^ux 
an  d!emi*diamMie  oonjugu^  de  ceini  qui  passe  par  le  point  de  J*eUip«e 
dont  la  normale  est  en  discusaion.    Barth e    N.  ann.  math.  XXXV,  381. 

666.  Propriöt^B  de  4  normalet  d'one  eUipee.  Moret-Blanc  N.  ann.  math, 
XXXY,  4T4. 

566^  Lieu  des  pieds  des  normales  mendes  (Vm\  point  donntf  &  um  advie  d*elKpiei. 
Moret-Blanc.   N.  ann.  math.  XXXV,  170. 

56T.  lien  g^om^triqae  de  rinteraeotion  de  denx  normales  men^  h  la  parabole 
aux  deux  extr^niites  de  touteB  les  cordes  dont  les  projections  orthogo- 
nalea  snr  une  perpendiculaire  ä  l'axe  ont  one  meme  valenr.  Gamber. 
M  ann.  math.  XXXV,  144. 

U8.  Bemerkung  zu  derjenigen  Gleichung,  von  ^vt'lch(>r  die  Bestimmung  der  Nor- 
malen einer  FlAdie  «weiten  Grades  abhängt.  C  a  a  p  a  r  jr.  Crelie  LXXXIII,  72. 

ft69.  Die  Konulflftehen  der  Fliehen  sweiter  Ordnung  längs  ebener  Schnitte  dar^ 
■dben.  Kontny.  Wien.  iJad.-Ber.  LXXv,  851. 


Oberfl*cli«n 

560,  Ueber  Systeme  und  Gewebe  von  ulgebraiBcheu  Flächen.    Reye.  Crelie 
LXXXH,  1. 

661.  Die  reciproken  linearen  Fl&chensntome.  G.  T.  Bacheiich.  Wien.  Akad.- 

Ber.  LXXV,  623. 
661.  Ueber  Minimaiaäcbeil.  Kiepert    Grelle  LXXXI,  887. 

668.  Ueber  die  Bedingung,  unter  welcher  eine  Flächenfamilie  einem  orihogcaiakn 

Flächensystem  angehört.    Weingarten.    Crelie  1>XXX1I1,  1. 
664.  Ueber  die  reciproke  Verwandtschaft  von  i»'- -  Systemen  und  <t*-Geweben  und 

die  quadratischen  i*  *- Systeme  achter  Stufe.    Heye.    Grelle  LXXXII,  17.3. 
565.  Zur  Geometrie  der  Schraubeubeweguog  und  einer  Regelfläche  dritter  ürduun^f. 

Moshammer.   Wien.  Akad.-Ber.  LXXlil,  143. 
666.  Correzione  alla  memoria  intitolatu:  Quand'e  che  dalla  superticie  generale  di 

terz'  ordine  si  staccu  un  pezzo  rientraute?    Schlaefli.    AuuaJi  mat. 

Ser.  2,  Vll,  193.    [Vergl.  Bd.  XIX,  Nr.  3Ö3.] 
667*  Sulla  superficie  del  quinto  ordine  dottata  d'una  curva  doppia  del  quinto 

ordine.    Capurali.    Annali  mat.  Ser.  2,  VU,  149. 
6681.  Recherche«  des  surfaces  nue  I  on  pent  repräsenter  lur  an  pUuL  0.  Boniiet. 

Annali  mat.  öer.  2,  Vll,  61. 

669.  Paraboloides  hyperboliques  passant  par  deux  droites  donn^es.  Moret-Blanc 

N.  ann.  math.  XXXV,  514. 

670.  Propriät<$  de  deux  surfaces  gauchea  ayant  one  g^^ratrice  00mm une.  Moret- 

Blanc.   N.  ann.  math.  XXXV,  36. 
Vergl.  Abbildung.   Attraction  389.   Complanation.   Functionen  466.  Geo- 
Metrie  (höhere)  481,  482.   Krümmung  530,  631,  682, 668.  Thelalhnctieneii. 

Obsrflishea  sweiter  Ordanng. 
571.  Ueber  lineare  Systeme  nnd  Gewebe  von  Flächen  zweiten  Grades.  Beye. 
Grelle  LXXXII,  64. 

672.  Zorn  Hauptaxenproblem  der  Flächen  streiten  Grades.    Geiser.  Grelle 

LXXXII,  47. 

678.  Sur  les  lignes  geodt'siques  dee  enrllMee  dn  eeeoiid  ordre.  Lagaerre.  N. 

ann.  math.  XXXV,  10. 
574.  Snr  la  snrface  Hu  second  ordre  d^g^n^r^e  cn  deux  plana.  Bonrgnel  N.  ann. 
math.  XXXV,  33S. 

676.  Bor  Tint^gration  de  T^quation  d*Ealer.  Escary.  N.  ann.  math.  XXXV,  61, 

[Vergl.  Bd.  XXII,  Nr.  346.] 
676.  Ser  un  th^oröme  de  Jacques  BernouIlL    Nievenglowtki.  N.  HBB.  wath, 

XXXV,  127.  [VergL  Bd.  XXII,  Nr.  46ai.J 
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697.  Ueber  eine  allgemeino  ße«timmQngsart  der  Brennpunkte  Ton  Contouxen  dtr 

Flächen  zweiten  Grades.   Pelz.    Wien.  Akad--Ber.  LXXV,  176. 
578.  Propri^tä  d'une  auiÄMe  du  second  degid.  Jacob.   N.  anu.  math  XXXV,  831. 

679.  Sor  un  t^tra^dre  inscrit  k  une  vaxhiot  dn  aacond  ordre.  Demartres. 

N.  ann.  math.  XXXV,  661. 
Vai|^  Elüpfloid.  Qeomelrie  (d«Mrip6Te)  4M,  464.  HonnalaB  668,  669. 

Optik. 

680.  Ueber  die  Brechung  eines  Lichtatrahli  dnrob  ein  LiaMneyitem.  Zincken- 

Sommcr.    Grelle  LXXXII.  81. 

681.  üeber  die  Farben  dünner  giyätaUpIftttrhen    Ditsoheinar.  Wien.  Akad.- 

Ber.  LXXUI,  180. 

688.  Zar  Theorie  der  Doppelbrechung.   V.  von  Lang.  "Wien.  Akad.-Ber.  LXXIII, 
666. 

683.  Theorie  der  Circularpolarisation.  V.  von  L an«.  Wien.  Akad.-Ber. LXXV,  719. 

684.  On  light  - absorption  according  to  Marweirs  theory.   Orinwis.   Phil.  Mag. 

LIV,  318. 

686.  On  the  reflection  of  polarized  light.   Croullebois.   Phil.  Mag.  LIIT,  397. 
686.  On  rotation  of  the  plane  of  polarization  by  reflection  from  the  pole  of  a 
^  maenet.  Eerr.   Phil.  Mag.  LIII,  881. 

YergL  Jfagnetiamiu.  Mechanik  661. 


Parabel. 

687.  Tll4or^me  sor  la  paraboie  et  la  oiBaoIde.  Ch  adu.  N.  ann.  math.  XXXV,  18t. 
688b  Tli^r&me«  nouveaux  sor  la  paraboie  et  i'hjperboki  £d.  Looaa.  K.  aan. 

math.  XXXV,  19. 

688.  Sur  les  paraboles  doublement  tangentes  ä,  une  kypecboto  teoOftttae.  Partftil 

&  Biard.   N.  ann.  math.  Xl&V,  376* 
Tei^L  Hyperbel  601.  Normalen  667.  ' 

FlaiüseMe. 

690.  Propriät^  da  triangle  isosc^le.  Devin.  N.  aan.  maib,  188 

691.  Tbeor^mes  eur  le  triangle  rectangle.  KaratehnnekT.  N.  ann.  math.  XXXV, 

290. 

688.  Gonstruire  an  triangle  MNP^  sochant  qoe  ses  c6t^  vout  passer  par  trois 
pointa  fixet  At  B,  C;  qoe  lee  sommets  M  et  N  sont  aar  an  cerole  fixe 

Sussant  par  lea  pointa  .d  et  C;  et  enfin  que  l'angle  P  a  une  valeur  doim^e. 
[oret-Blanc    N  ann.  math.  XXXV,  868. 
698.  Propziät^  d*un  triangle  inaorit  dana  an  cercle.  Lallemeni  N.  ann.  math, 
XXXV,  330. 

694.  Propri^te  du  pcntagone  regulier.   Ricliard.    N.  ann.  math.  XXXV,  383. 
696.  ProbUme  aar  une  circonfärence  et  une  droite  doxm^  Touren.  N.  ann. 
math.  XXXV,  374. 

Potential. 

696.  Ueber  einen  Sata  aus  der  Pot^ntialtheorie.   ü.  Bruns.   Grelle  LXXXI,  349. 
687.  Tranaformation  du  potentiel  d*nne  maase  quelconque  par  rapport  4  un  point. 
Darrande.   N.  aan.  math.  XZZY»  886. 
Veri^  AttraeUon. 

(Inadrator. 

698.  Simplification  de  la  m^thode  de  Simpaon.   Parmeatier.    N.  ann.  math. 
XXZT»841. 


688.  Ueber  angeiAherte  DinUmmirngwii.  Winckler.  Wien.  Akad.-B«r.  LXZII, 

623. 

8MK  Ueber  einige  elementare  nnendliohe  Reihen.   Igel.  Wien.  Akad.-Ber.  LXXrV. 

189 

601.  Sur  la  serie  de  Lagrange.   Zolotareff    N.  ann.  math.  XXXV,  if^ 

602.  Solle  aehe  Aaugli   Annali  ni^t.  Ser.  t,  Vll^  26& 
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603»  SommatioD  d'une  s^rie  convergente.   Barbarin.   N.  ann.  math,  XXXV,  135. 
—  Oerono  ibid.  180. 

e04.±l  =  l-  — +-^-2X4  1.2.3.4.6.6      +  ^ ' 

math.  XXXV,  189. 

Verel.  Bemoulli'sche  Zahlen.   Elliptische  Transcendenten  444 1  446.  Kngel- 
ranctioiieii.  Taylor's  Aeihe.  Zinseealnsrechnniig. 


Sehwerpnnkt. 

606i»  Determination  du  centrc  de  gravite  du  voiume  dn  ironc  de  prieme  droit  ä 
baue  triangulaire.   ResaT.   N.  ann.  mätb.  XXXV,  289. 

608.  Centre  de  gravite  du  treue  de  prisme  triangttlaiie  obÜqae.  Brassinne. 
N.  ann.  math.  XXXV,  465. 

Splilrik. 

607.  PcopritHes  des  quutre  circU'B  inscrits  dant  OB  triangle  st^tfziqne.  Brocard. 

N.  ann.  math.  XXXV,  183. 

Stareometri«. 

608.  IMtenniiier  la  iigure  et  levoliune  d'uu  certain  solide  oonuniuii deine MtraMres. 

Moret-Blanc.    N.  ann.  math.  XXXV,  365. 
600.  Couper  one  sphcre  et  un  cöne  de  meme  hauteur  par  un  plan  parallele  a  ia 
base  du  cöno  de  teile  sorte  oue  los  seotaont  toient  en  nqqport  donwS. 
Wisselink.    N.  ann.  matb.  XXXV,  S71. 
VergL  Maxima  und  Minima. 

BubstitiitloneB. 

610.  Ueber  tnuuitife  Grappen.  Netto.  Cielle  LXXXm,  4S. 


Teylei*!  Xelbe.' 

611.  On  a  genetaliiatiOD  of  Taylor'k  theotem.  SyWeeter.  Fbil.  Mag.  UV,  UML 


Thetafanctionen. 

613.  Uebur  die  Darstelluns  der  ilummer'scheu  Fläche  vierter  Ordnung  mit  16  &no- 
tenpunkten  durch  die  Ooepel^sche  biquadratische  Relation  «wisebeo  Tier 
Thetafunctionen  mit  zwei  Variabcln.    Borchardt.    Crclle  LXXXin.  234. 

613.  On  the  double  9-functions  in  connexion  wbith  a  16 -nodal  quartic  surfaoe. 

Cayley.  CieUe  LXXXIU.  210. 

614.  Forther  invettigatioiiB  on  the  oonUe  9*ftmcitloi».  Gayley.  Grelle  LXXXIII, ' 

220. 


616.  Dans  toutcs  les  formules  relatives  h  Ia  rdsolution  dis  trianple»  rectilignes  il 
est  Dermis  de  substituer  aux  cOtös  ^ccrtaincs  fonctions  des  cdt^s  et  des 
angfes.  Praras.  N.  ann.  math.  XXXV,  194. 

616.  Besoudre  Ic  trianple  dont  les  trois  cötcs  sout  a,  b,  c,  la  hauteur  sur  a  dtant 

h  et  A  Tangle  oppos6      a  au  moyen  de  a,  JL  et  m's=A*  + 
N.  ann.  matb.  XXXv,  26S. 

TrisesUaa  des  maksis. 

617.  De  Ia  trisection  de  Tangle  a  Tidde  dn  oompas  sphdriqae.  Ed.  Lnoai.  K. 

ann.  math.  XXXV,  8. 

618.  Ob  the  triiectioB  of  an  angle  of  80^  Boeanqnel  FhiL  Mag.  LID,  61. 

■ 


mtrasnipttsske 

619.  Ueber  die  allgemeinsten  Beziehungen  zwischen  bypereUiptlMben  bfttegnlen. 

Koeniffsberger.   CreUe  LX!XXL  193. 
6I0.  Ueber  die  Transcendenten  cweiter  und  dritter  Gattung  bei  den  byperellipti- 

schen  Functionen  erster  Ordnung.  H.  Weber.  (Seile  TiXXTtll,  181. 
VergL  Formen  461. 
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V. 

VarUtioaicrMluiiuig. 

•81.  Ueber  mittetige  Lösungen  in  der  VariatioiuredioiiDg.  G.  ErdniAiiii.  Cnll« 

Lxxxn,  Sl. 


'Wlrxnelehro. 

6n.  üeber  das  Wftnnegleichgewicht  von  Gasen,  auf  welche  Bnwero  Ktifte  wiAen. 

Roltzmann.    Wien.  Akad.-Ber,  LXXII,  427. 
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